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EDITORA MODERNA 


APRESENTAÇÃO 


Não sabemos, exatamente, desde quando se discutem propostas sobre o tipo 
de ensino de matemática mais adequado à formação do estudante. Para Platão 
(427-347 a.C.), o estudo da matemática deve ser essencialmente teórico, desligado 
das aplicações práticas e voltado para a contemplação. Em contraposição a essa 
concepção está o pensamento de Isócrates (436-338 a.C.), mais preocupado com 
as situações práticas, para quem a filosofia não passa deum jogo inútil desvinculado 
da realidade do cotidiano. 

Essas duas correntes de pensamento deram origem à (sempre atual) questão: 
— O ensino mais adequado à formação do indivíduo seria o mais teórico ou o mais 
voltado às situações do dia-a-dia? Novamente esse tema vem à tona, fazendo 
fervilhar o meio educacional. 

Este livro tenta atingir o ponto de equilíbrio entre as duas concepções de 
ensino, com incursões frequentes ao cotidiano, sem se descuidar dos aspectos 
teóricos e do formalismo necessário. Os conteúdos, que seguem a orientação da 
2º edição das Matrizes Curriculares de Referência para o Saeb (Sistema Nacional 
de Avaliação de Educação Básica), são apresentados sob a forma de textos teóricos 
e de atividades compostas de exercícios resolvidos, exercícios básicos e exercícios 
complementares. Essas atividades contêm questões do Enem (Exame Nacional de 
Ensino Médio) e de vestibulares de todo o país, além de questões inéditas. 

Algumas informações sobre a estrutura do livro são necessárias para um bom 
aproveitamento no estudo de seus conteúdos: 

* Quando necessário, os textos teóricos são complementados com exercícios 
resolvidos, ou, até mesmo, com exercícios propostos. Nesses casos, o texto 
complementar será destacado em boxe. 

* Os exercícios básicos, que seguem rigorosamente a ordem crescente de 
dificuldade, são a ponte para se chegar aos exercícios complementares. 

* Após cada série de exercícios básicos há uma indicação sobre quais dos 
exercícios complementares podem ser resolvidos a seguir. 

* Alguns exercícios são acompanhados de uma sugestão, sem, no entanto, 
prejudicar a descoberta e a criatividade. 

* As aplicações, no cotidiano, dos assuntos estudados são apresentadas em 
exercícios e em boxes ao longo da obra. 

* Algumas questões exigem uma resposta pessoal do estudante. Quando isto 
ocorrer, a chave de respostas, no final do livro, apresentará um exemplo de uma 
possível resposta. 

Na expectativa de que este livro contribua para o seu desenvolvimento como 
estudante e, acima de tudo, como cidadão ou cidadã, desejo-lhe um bom trabalho. 


Manoel Paiva 


A José e Rachel, meus maiores professores, 
pelas lições de amor e honra. 
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O CONJU 


1. CLASSIFICAÇÃO DOS NÚMEROS 


Números naturais 


Quantos alunos há em sua classe? Quantas capitais 
tem seu estado? Quantas diagonais tem um triângulo? A 
resposta a qualquer uma dessas perguntas resulta de uma 
contagem de unidades. Qualquer número que resulte de 
uma contagem de unidades é chamado de número natu- 
ral. Indica-se por IN o conjunto dos números naturais e 
por IN* o conjunto dos números naturais não-nulos: 


IN = (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,...) 
№ = (1, 2,3, 4, 5, 6, 7,8,9, 10, 11, ...] 


Nümeros inteiros 


A subtração nem sempre é possível em IN, por exem- 
plo, não existe número natural que represente a diferença 
3 — 5. Por isso, foi criado o conjunto dos números intei- 
ros. Nesse conjunto a diferença 3 — 5 é representada por 
—2. Indica-se por Z o conjunto dos números inteiros e 
por Z* o conjunto dos números inteiros não-nulos: 


Z 94.44, 3, 2, 1,0; 1,2,3,4, ...) 
2% = [...,—4,-3,-2,-1,1,2,3,4,...) 


Observe que todo número natural é inteiro. Por isso, 
escrevemos IN C Z (lê-se "IN está contido em Z” ou “IN é 
subconjunto de 777). 


Nümeros racionais 


A divisão nem sempre é possível em Z, por exemplo, 
não existe número inteiro que represente o quociente 
—3: 2. Por isso, foi criado o conjunto dos números 
racionais. Nesse conjunto o quociente —3 : 2 é indicado 


por -$ ou por — 1,5. Indica se por Q o conjunto dos 


números racionais e por Q* o conjunto dos números 
racionais não-nulos: 
a * 
Q= T lae Zeb eZ 


œ- (e |a € Z* eb Ez») 


Observe, portanto, que número racional é todo aquele 
que pode ser representado como a razão entre dois núme- 
ros inteiros, com o segundo não-nulo. Assim, concluímos 


OS REAIS 


que todo número inteiro também é racional, pois pode ser | 


considerado como uma razão de denominador 1. Por 
exemplo: 5 = i por isso, escrevemos 7, С Q. Como 


IN C Z, temos também que IN С Q. Essas relações entre 
IN, Z e Q podem ser resumidas pelo diagrama: 


ÁS MN 


Ae 8 ы; 
et z N 


^ M И К 


Exemplos 

a) O número decimal 3,7 é racional, pois pode ser repre- 
sentado como a razão entre dois inteiros: ES 

b) No número decimal 2,5555... o algarismo 5 se repete 
indefinidamente. Esse número é chamado de dízima 
periódica de parte inteira 2 e período 5. Para represen- 
tá-lo sob a forma de razão entre dois inteiros: 
* indica-se por g a dízima periódica; g = 2,5555... 
* multiplicam-se por 10 ambos os membros dessa 

igualdade: 10g = 25,5555... 

* efetua-se 10g — g = 25,5555... —2,5555..., obtendo 


9g = 23, portanto, g = 3. 


A fracáo = é chamada de geratriz da dízima perió- 


dica, porque ela gera a dízima a partir da divisão de 23 
por 9. 


Nota 


O conjunto dos números racionais é formado por todos 
os números decimais finitos e todas as dízimas periódicas. 


Números irracionais 


Dentre os números decimais existem as dízimas não- 
periódicas, que são números com infinitas casas deci- 
mais e não-periódicos. Esses números são chamados de 
irracionais, e o conjunto formado por eles é indicado por 
Q', isto é, 


Q' = (x | x é dízima não-periódica) 





TEMAS F 


ADE 1 





Exemplos 

a) Um dos números irracionais mais conhecidos é o 
quociente do perímetro de uma circunferência pela 
medida de seu diâmetro. Esse número é representado 
pela letra grega m (pi): 

т = 3,14159265358979323846264338327950... 

b) Vamos imaginar uma dízima não-periódica qual- 
quer: 5,12122122212222... (aumenta um algarismo 2 
de cada vez). Esse nümero é irracional. Qualquer 
dízima n&o-periódica que você imaginar é um número 
irracional. 


Nümeros reais 


Qualquer nümero racional ou irracional é chamado de 
número real. Podemos dizer, portanto, que número real 
é todo námero decimal, finito ou infinito. Indica-se por IR 
o conjunto dos números reais e por IR* o conjunto dos 
nümeros reais nào-nulos, isto é: 


IR = (x | x é número racional ou irracional) 
IR* = {x | x é número real diferente de zero) 


As relações entre os conjuntos numéricos até agora 
apresentados podem ser resumidos pelo diagrama: 





Nota 
Usaremos as notações a seguir para representar alguns 
subconjuntos especiais de IR: 
IR, = (x | x é número real positivo ou nulo] 
IRE = (x | x é número real positivo) 
IR- = (x | x é número real negativo ou nulo) 
= [x | x é número real negativo) 
Analogamente, representamos: Z,, Z%, Z_, Zé, ©, 


ОЎО, Q*.. 
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J EXERCÍCIO RESOLVIDO = SEE 


R.i Dados os conjuntos A = (x|xENex<7)e 

B= (x|x€& Ze-4«x«2),determineA U BeA N B. 

Resolução 

Inicialmente vamos representar os elementos de cada 

conjunto: 

А = (0,1,2,3,4,5, 6) e B = (-3, 2, 1,0, 1,2] 

* O conjunto 4 U B (reunião de A e B) é formado por 
todos os elementos que pertencem a A ou B, isto é 
AW UB —(—5,—2, —1, 0,1,2,3/4,5,6). 

* Oconjunto A N В (intersecção de A e B) é formado pelos 
elementos comuns a A e B, isto é, А N B = (0, 1, 2]. 


ү] ; ^ 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS З 


B.1 Dados os conjuntos A — (x |x ENexépar}e 
В = {x| xE Же—5<х< 5}, determine A U BeA N B. 





B.2 Classifique cada uma das afirmações a seguir como V 
(verdadeira) ou F (falsa). 
a) 6 é número racional. 


b) + é número natural. 


2 
zu 
d) O é número real. 

e) Sex é um número irracional, então 5 + x é um número 

irracional. 
f) A dízima periódica 4,7777... é número irracional. 

g) —4 é número par. 


C) —= é número racional. 


B.3 Transforme em fração irredutível os números decimais: 


a) 2,5 d) 4,222... (dízima periódica) 
b) 3,81 €) 3,4555... (Para obter a geratriz des- 
c) 0,03 sa dízima, faça g = 3,4555...; a se- 


guir, multiplique por 10 e por 100 
ambos os membros dessa igualda- 
de; finalmente, efetue 100g — 10g.) 





2. POTENCIAÇÃO EM R 


Definições: Sendo a um número real e n um número 
inteiro, tem-se que: 


E =a ara sr asen >1) 
oUm y 





n fatores 
a=a 
а= 1 
1 
жс 0 
а i (sea % 0) 


Nota 


Não há unanimidade entre os matemáticos quanto a 
adoção do valor 1 para potência 0º, porém essa controvérsia 
não vai interferir no nosso estudo. 


Exemplos 
а) C2} = (2): (+2) - (2) = -8 

















b) (22) = (-2)* (-2)- (-2) (2 = 16 
Dy m wp oor. m 
(5) 30313 
d)5-1 
a оа la 
(4) ER E 
4 16 


(Regra prática. Inverte-se a base da potência e troca- 


-2 
se o sinal do expoente: (4) - (5). ) 


Propriedades das poténcias 


Dados os números reais a e b, e os números inteiros m 
e n, obedecidas as condições de existência, temos: 


а" + а" = а" *" (conserva-se a base e adicionam-se os 


expoentes) 
а" : qd" = а" -" (conserva-se a basé e subtraem-se os 
expoentes) . 


(amy = а"" (conserva-se a base e multiplicam-se os 
expoentes) 

(ab)" = a" -b" (distributiva da potenciação em relação à 
multiplicação) 

EN dE из. е М 
(+) iom (distributiva da potenciação em relação à 
divisão) 

Exemplos 


35.525425 d) Ga? = 5202 = 25a 


PD doce 
3 8° 9 





b) 35:3 = 3—4 3 
с) (6) = 65 = 6? 


W 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS | 


B.4 Calcule os valores das potências: 


а) 6 h) (5) о) 47? 

5 ce D (5) o (E 
se ach oC 
d 2» y 0s JO 
e) 25 1% 5) ES 
р 5° т) (— 1) 0 (ESA 
g) (—8)° n) (=D? 


B.5  Obedecidas as condições de existência, efetue: 





a) (3х)* d) (Sab3y g) (- сы E 
Ы) (Y e) (32) 
с) Qxy f) (22 


B.6  Obedecidas as condições de existência, efetue: 
а) а at 
Б) aè: а? 


«ej 


o GE 
Р ү; 2а? p 








B.7 (Fuvest-SP) Qual é a metade de 2?? 
complementaresdeC2aC6) о ШЕ 
3. RADICIAÇÃO EM R 


Definição 1 





Sendo a um número real náo-negativo e n um 
inteiro positivo, define-se: 


Ja =beb'=aeb>0,combER 


Exemplos 

a) Y8 =2,pois2=8€e2=0. 
b) /9 —3,pois3? 29 e 370. 
с) 1/5 = 5, роїѕ 5! = 5 e 5 20. 
d) 3/0 = 0, pois ®© = 0 е0 20. 


Nota 


A radiciação em IR é uma operação e, portanto, o 
resultado deve ser único. É por isso que a definição exige 


b = 0, para evitarem-se erros do tipo A9. = t3. 
Definição 2 


Sendo a um número real positivo e n um número 
inteiro positivo, define-se: 


11-а =beb"=-—a, comb ER 


Exemplos 
a) /—8 = —2, pois (-2? = —8. 
b)i/-1 =-1, pois (-1} = —1. 


c) /—9 = ? (Qual o número real cujo quadrado é igual 
a —9? Não existe tal número.) 


Perceba que não existe, em IR, radical de índice par e ra- 
dicando negativo. 


A velocidade limite 


Um corpo caindo no ar atinge uma velocidade li- 
mite и, após algum tempo de queda, dada por 


- [ma 
ie c 


em que m é a massa do corpo, g é a aceleracao da 
gravidade e c é uma constante associada à resistência 
que o ar exerce sobre esse corpo. Por exempl 
quando uma pessoa pula de pára-quedas, a resisténcia 
do ar é muito grande, fazendo com que o pára-qu 
dista atinja rapidamente a velocidade limite 
mantém constante até o contato com o solo. 
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Propriedades dos radicais 


As propriedades a seguir só podem ser aplicadas para 
radicais com radicandos n&o-negativos. 
Obedecidas as condições de existência, tem-se que: 


Lala Б = 405 (la) = ya 


п Ма - fa v. fa = "fa 
Мв Nb 
ш. "јат = ya 





Exemplos 


35 12 = 3/5«2 = 410 
# E a 
T үр a 


D = (ИЕ) = 2° = 32 
9T -vMT = YT 


Simplificação de radicais 





Y 
i" К 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO $m 


R2  Simplificar os radicais: 








a) «/50 b) 4/16 с) «/160 
Resolução 
a) 50 | 2 

212 =50=2:5 

1 
Logo, J50 = 45-2 =4/57 [5 = 5/2. 
b) 16|2 

8|2 

4|2 2516-22 

ОЛ 

1 
Logo, 3/16 = 3/2 = 3/7. = 4035 am. 
с) 160 | 2 

80|2 

40|2 

20|2 

10|2 =160=2-5 

SES 

1 
Logo 
[160 = 5.5 = 27205 = «2-5 = 
NT = Фу. 


Operações com radicais 





Ny 
| ў 
ү, EXERCÍCIO RESOLVIDO = 
R3. Efetuar: 
а) 645 4 345 — 245 
b) 4/18 +3,/8 


с) 32/2 «53/3 
9)4,/6 :2./3 


Resolução 


а) 645 +345 —245 = /5(6+3—2) = 145. 


À 


(Pi em 
Fator comum 
b) 18|2 8|2 
$|à =ї&=з- — 1|2 e» 
1 1 


Assim, temos: 

Jg = (32 =F do = 340, 

dB = = 200 zm = т}. 
Logo, 

4/18 +3,/8 = 4-3/2+3-2/2 = 
21242 +6./2 = 1842. 


с) 34/2 - 53/3 =(3-5)(Y2 + 2/3) = 154/6. 








4/6 _ 4 [6 
d) 4,/6 :243 = = dg 7242. 
) 446 :2,/3 Lm 243 M 


Poténcia de expoente racional 


Definição 1 


pm 
Sendo a um número real positivo e os números 
inteiros k e n, n — 1, define-se: 


ES 
а^ = aat 
Exemplos 
са 
а)7* = JT 
E 
b)9% = 9? = J9 = 








3 
zi 
-025 Ta Af igi 1 1 
c) 16 16 N 16 46 2 
Definição 2 


Sendo k e n números inteiros positivos, define-se: 


k 
0" = qot — o. 


Exemplo 
4 
F 


0° = М0* =3/0 = 0 


Nota 

As cinco propriedades enunciadas para poténcias de 
expoentes inteiros continuam válidas para poténcias de 
expoentes racionais. 





EXERCÍCIO RESOLVIDO 
Calcular o valor da expressão: 
a ya 
E= 165+ 8? Е) 


Resolução 


A expressão E pode ser escrita na forma: 


Е = (2595 + (23) + (252 


Pelas propriedades das potências de expoentes racionais, 
temos que: 
(2505 = 24:05 = 22 = 4 


T sL 


(27 2-252222 
es = 25:02 = 21 = 2 


Logo, E=4+2+2 0. Е = 8. 


e 
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B.8 Calcule: 





a) 3/125 d) 3/1 в) 3-125 
b) 3/243 е) YO h) i/—32 
с) 4/36 f) NT i) V-1 
B.9 Simplifique os radicais: 
a) 3/40 d) 3/128 g > 
b) /30 e) 40 A pa 
e) JA £) Л? о [A 
B.10 Efetue: 
a) 647 +547 —34/7 e)34/2 «32 
b) 54/2 -- 3,50 — 2,18 D 443 «243 
c) 23/81 + 3/24 + 5/3 g)8./10 :2./5 
d)445 -3./2 h)203/6 :43/2 


B.11 Demonstra-se que “Se o número п/а + comn Є IN* е 
a € IN, não é inteiro, então é irracional”. De acordo com 
essa propriedade, qual das alternativas apresenta apenas 


números irracionais? 
a) 5, 3/8 e /3 à) 30, 3 e /5 
b) 42, 3/2 et 932, 3 eJ2 


о) J7, 4/3 e o 


a T i. 
B.12 Calcule o valor da expressão A = 8^ + (5) +16". 


B.13 Calcule o valor da expressáo 
А = (0,25)05 + 81025 + 16-05 





Racionalizacao de denominadores 


Observe que o denominador da fração é um 





número irracional. Racionalizar esse denominador signi- 
fica transformá-lo em um número racional. Para isso, 
basta multiplicar o numerador e o denominador da fração 











por 3/7? : 
Sta SUME Lise aee 
NL Ure кү 
“SP Sa 
AR 7 


O segredo dessa racionalizacáo é transformar o denomi- 
nador num produto de radicais de mesmo índice, tal que a 
soma dos expoentes dos radicandos seja igual a esse índice. 

Analogamente, para racionalizar o denominador de 











T efetuamos: 
10 — eS „_ docu _ 
A5 2/51 «3/51 Aot 
- am -245 

Nota 


No capítulo 3, onde estudaremos os produtos notá- 
veis, veremos um outro caso de racionalização. 


À | 
J EXERCÍCIO BÁSICO mms 


B.14 Racionalizar o denominador de: 





21 
33% Bm 





їй t 
J EXERCICIOS COMPLEMENTARES ШШ 


C.1 A expressão 
3 З, 3 3 
10 + 100 ^ 16000 * 100000000 * "Pr 
senta a soma de infinitas frações em que, à direita do 
algarismo | do denominador, a quantidade de zeros 
dobra de uma fração para a seguinte. Essa soma é um 
número racional ou irracional? Por quê? 


C.2 Sabendo que (1,2)!º = 6,19 e que (1,2) = 3,58, calcule 
(1,2)". 


€.3 Calcule o valor da expressão: 
e ese = аба y 
TA ЕЭ *( 4 
3"+2. 3" 


€.5  (Fuvest-SP) O valor de (0, 2} + (0,16)? é: 
a) 0,0264 с) 0,1056 e) 0,6256 
b) 0,0336 d) 0,2568 


С.4 Simplifique a expressão E = 













€6 (UFPB) Sabendo que 5%5 = k, conclui-se que 5!7 é 


igual a: 
а) 25k с) 3€ e) sk 
b) 25% d) 3# 





. (Enem) O diagrama abaixo representa a energia solar 
que atinge a Terra e sua utilização na geração de eletri- 
cidade. A energia solar é responsável pela manutenção 
do ciclo da água, pela movimentação do ar, e pelo ciclo 
do carbono que ocorre através da fotossíntese dos vege- 
tais, da decomposição e da respiração dos seres vivos, 
além da formação de combustíveis fósseis. 
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De acordo com o diagrama, a humanidade aproveita, na 
forma de energia elétrica, uma fração da energia recebi- 
da como radiação solar, correspondente a: 

a) 4-10? с) 4 • 104 е) 4 - 10? 
b) 2,5 + 1076 d)2,5*1073 


Esp (Enem) Se compararmos a idade do planeta Terra, avalia- 
da em quatro e meio bilhões de anos (4,5 -+ 10º anos), com 
a de uma pessoa de 45 anos, então, quando começaram a 
florescer os primeiros vegetais, a Terra já teria 42 anos. 


Ela só conviveu com o homem moderno nas últimas 
quatro horas e, há cerca de uma hora, viu-o começar a 
plantar e a colher. Há menos de um minuto percebeu o 
ruído de máquinas e de indústrias e, como denuncia uma 
ONG de defesa do meio ambiente, foi nesses últimos 
sessenta segundos que se produziu todo o lixo do planeta! 
1. O texto acima, ao estabelecer um paralelo entre a 
idade da Terra e a de uma pessoa, pretende mos- 
trar que: 
a) a agricultura surgiu logo em seguida aos vegetais, 
perturbando desde então seu desenvolvimento. 
b) o ser humano só se tornou moderno ao dominar a 
agricultura e a indústria, em suma, ao poluir. 
c) desde o surgimento da Terra, são devidas ao ser 
humano todas as transformações e perturbações. 
d) o surgimento do ser humano e da poluição é cerca 
de dez vezes mais recente que o do nosso planeta. 
e) a industrialização tem sido um processo vertigi- 
noso, sem precedentes em termos de dano ambi- 


ental. 
П. O texto permite concluir que a agricultura começou 
a ser praticada há cerca de: 
a) 365 anos. d) 10.000 anos. 
b) 460 anos. e) 460.000 anos. 
c) 900 anos. 


III. Na teoria do Big Bang, o Universo surgiu há cerca 
de 15 bilhóes de anos, a partir da explos&o e expan- 
são de uma densíssima gota. De acordo com a escala 
proposta no texto, essa teoria situaria o início do 
Universo há cerca de: 


2) 100 anos. d) 1.500 anos. 
b) 150 anos. e) 2.000 anos. 
c) 1.000 anos 


(U.E. Londrina-PR) Sendo n um número natural maior 








5 i À 
que 1, a expressão Mai é equivalente a: 
n[5n-! 
заз. ye e) 5/5 
5 5 
b) 45. misma 





EQUACÓES 


1. EQUAÇÃO DO 1º GRAU 


As equações do primeiro grau são aquelas que podem 
ser representadas sob a forma ax + b = 0, em que a e b 
são constantes reais, com a É 0, e x é a variável. А reso- 
lução desse tipo de equação é fundamentada nas proprie- 
dades da igualdade, descritas a seguir. 


Adicionando um mesmo número a ambos os mem- 
bros de uma equação, ou subtraindo um mesmo nú- 
mero de ambos os membros, a igualdade se mantém. 


Dividindo ou multiplicando ambos os membros 
de uma equação por um mesmo número não-nulo, a 
igualdade se mantém. 


Y 
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ЕЛ Determine o número x tal que 8x — 7 = бх + 10. 
Resolução 
Subtraindo 6x de cada membro da equação e adicionan- 
do 7 a cada membro, obtemos: 





SENT 


8x—6x=10+7 
» х= 17 
Dividindo ambos os membros dessa igualdade por 2, ob- 
temos x — EN 
2" 


Considerando o conjunto universo dos números racio- 
nais, dé o conjunto FGE da equação 

3x 5 
== uei e 

O Я 
Resolução 
Para facilitar a resolução, podemos eliminar os denomi- 
nadores, multiplicando ambos os membros da equação 
pelo mmc(4, 3, 6) = 12: 


3x EJ 5 Xx 
1222 +2) = (3 4) 


“9x + 24 = 20 + 2х 


Subtraindo 24 e 2х de cada membro da equação, obtemos: 


9х —2x = 20—24 
“Tx=—4 


М 
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Bi. 


B.2 


. Umcarpinteiro cortou um caibro de 11 m de comprimen- 


B4 


Como esse valor de x pertence ao conjunto universo con- 

siderado (Q), então ele serve como solução. Assim, o 
a * "S 4 

conjunto solução 5 da equação é 5 = 4 К 

Nota 

Se o conjunto universo fosse o conjunto dos nümeros 

naturais, então o conjunto solução seria vazio, pois 


=> 5 nào é natural. 





Determine o valor da incógnita nas fausses 
a) 10x — 8 = 3x + 6 

b) 5 + 2(3у – 1) = 7у +6 

с) 4t — (21 — 5) = 3 — 4(21 + 3) 


Considerando como universo o conjunto dos números 
reais, determine o conjunto solução das equações: 
3x 












TEMAS BASICOS DE ARITMETICA E ALGEBRA 








NS Lo +х-4 

п п+2 
q 4 

Dk EA Е i 
c) 2 == 3 (Cuidado!) 


to em dois pedaços. Um dos pedaços tem 1 m a menos 
que o dobro do outro. Qual é a medida do maior pedaco? 


Duas caixas А e B contêm barras de chocolate. A caixa A 
contém 6 barras a mais que a metade de barras da caixa 
B. Sabendo que A e B contém juntas 36 barras, quantas 
barras de chocolate contém a caixa B? 


Priscilla, Emerson e Ewerton receberam juntos 
R$ 205,00 por um trabalho realizado. Priscilla recebeu 
R$ 5,00 a mais do que Emerson, e Ewerton recebeu 
R$ 15,00 a menos do que o triplo do que recebeu Pris-. 
cilla. Quanto recebeu cada um? 


ш 
г] 
< 
= 
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B.6 





Aloízio gastou R$ 6.500,00 para mobiliar sua casa, com- 
prando em três lojas, 4, B e C. Na loja B gastou 
R$ 1.100,00 a mais do que na loja A, e na loja C gastou 


R$ 850,00 a mais que i do que na loja A. Qual foi o 


valor de sua compra na loja C? 





2. INEQUACAO DO 1º GRAU 


Inequações do primeiro grau são aquelas que podem 
ser representadas sob a forma ax + b > 0 (ou com as re- 
lações =, <, « ou +) em que a e b são constantes reais, 
com a + 0, e x é a variável. A resolução desse tipo de ine- 
quação é fundamentada nas propriedades das desigualda- 
des, descritas a seguir. 


Adicionando um mesmo número a ambos os 


membros de uma inequação, ou subtraindo um mes- 
mo número de ambos os. membros, a desiguladade se 
mantém. 


Dividindo ou multiplicando ambos, os membros 


de uma inequação por um mesmo número positivo, 
a desigualdade se mantém. 


Dividindo ou multiplicando por um mesmo nú- 


mero negativo ambos os membros de uma inequa- 


ção do tipo >, =, < ош 
sentido. 
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ка 


=, a desigualdade inverte о 





"use gig 


Considerando como universo o conjunto dos números 
naturais, determine o conjunto solução da inequação 
3x —8 3x РАЖ 
Resolução 
Adicionando 8 a cada membro da inequação e subtrain- 
do 3x de cada membro, obtemos: 


5x —3x« 12 + 8 
"2x «20 


Dividindo ambos os membros da inequação por 2, ob- 
temos: 
20 
х< ==> 
2 


x10 


Assim, o conjunto solução $ da inequação é 
S= (0, 1,2,3,4,5,6,7,8€9). 


Se o universo do exercício anterior fosse o conjunto dos 
números reais, qual seria o conjunto solução da inequa- 
ção? 

Resolução 

Não é possível explicitar, um a um, todos os números re- 
ais menores que 10. Por isso, representa-se o conjunto 
solução S simplesmente por $ = [x |xeRex<10). 


Determine o maior número inteiro t que satisfaz a desi- 


gualdade 1 — у= SE 


6 = 2 


Resolucáo 

Para facilitar a resolução, podemos eliminar os denomi- 
nadores, multiplicando ambos os membros da inequação 
pelo mme(2, 6) = 6 


: lir 7 
— Exe ess 
qt 2 | 4 6 2) 
à 6331 27 — 121 
Subtraindo 6 de cada membro da inequação e adicionan- 
do 127 a cada membro, obtemos: 
—33t + 12r — 7—6 
vec =] 
Dividindo ambos os membros da inequação por —21, 


1 
ti <- 
obtemos t 51 


О maior nümero inteiro que satisfaz essa desigualdade 
ёо —1, 
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. Considerando o universo dos números inteiros, determi- 


ne o conjunto solução das inequações: 
а) 9х —5(3 — 2x) > 7x +9 
b) 4y — 5 € 2(y + 3) + Sy 








AG — Ot + 8) =1— 25 — t) 
Resolver as inequações no universo IR: 
а) 25 тше A 

par EED <> + = 3h) 
d)2a — a 41 





3. SISTEMA DE EQUACOES DO 1* GRAU 


No capítulo 39 estudaremos os sistemas de equações 
do primeiro grau. O objetivo, agora, é revisar a resolução 
de sistemas com duas equações e duas incógnitas, o que 
faremos através de exercícios resolvidos. 


J 


R6 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 





Resolver, pelo método da substituição, o sistema 
х+2у = 4 
Е = 6у = 
Resolução 
Isola-se uma das incógnitas em qualquer uma das equa- 
ções, por exemplo, isola-se x na primeira equação: 
x=4—2y d 
lis —6y = 3 (Ш 


Substitui-se a incógnita x da equação (II) pelo valor de x 


obtido na equação (Т): 
2(4 — 2y) — 6y 23 
".8-4y=6y=3 
e =10) — —5 
“J= a 
52 


Substitui-se у = > em qualquer uma das equações (I) 
ou (П), por exemplo, em (Т): 


1=4-2:5 


Sx-—3 


O conjunto solução 5 do sistema é formado pelo par or- 
denado (x, y) que satisfaz o sistema, isto é: 


«fe 


RJ Resolver, pelo método da adição, o sistema 


b +у = -5 
Зх + 10у = 1 
Resolução 


Devemos obter um sistema equivalente a esse, de modo 
que os coeficientes de x ou de y sejam opostos. Por 
exemplo, podemos multiplicar por — 10 ambos os mem- 
bros da primeira equação: 


50 
1 


П] 


Е 20x — 10у 
3x + 10у 


Adicionando, membro a membro, as equações desse sis- 
tema, obtém-se: 

=17x = 51 

“x=—3 


Substitui-se x por —3 na equação 3x + 10y = 1: 


3. (—3) + 10у =1 
Sy-l 


Temos, então, como conjunto solução 5 = ((—3, 1)). 


} | 4 
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B.9 Resolver, pelo método da substituição, os sistemas: 


) х+5у = 3 | к 

а € 

2% + 3y = 13 5x+3y = 4 
5x+3y = 11 3x —4y = 1 

b) | | 
бх-у = 4 эа S = q) 


B.10 Resolver, pelo método da adição, os sistemas: 





x—-3y-74 3x—2y = 1 
a) c) 
4x+3y = 6 4х+ 5y = 2 
9х—5у = —7 = 4у-2 = 1- 
b) x—5y afã y y 
3x—7y = 3 3x—2 = 2у + 6x 


3p E 
: 3 eq 
Bu (UFMT) O valor de p no sistema 5 é: 
Pa LA 
4 + 2 3 
3 23 
a) "p c) -4 e) 557 
23 
b) эд d)-2 
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cs (Vunesp) Um clube promoveu um show de música 
popular brasileira ao qual compareceram 200 pessoas, 
entre sócios e não sócios. No total, o valor arrecadado 
foi R$ 1.400,00 e todas as pessoas pagaram ingresso. 
Sabendo-se que o preço do ingresso foi R$ 10,00 e que 
cada sócio pagou metade desse valor, o número de sócios 
presentes ao show é: 
a) 80 
b) 100 


c) 120 
d) 140 


e) 160 


“E (U. Católica de Salvador-BA) Um certo metal é obtido 
fundindo-se 15 partes de cobre com 6 partes de zinco. 
Para obter-se 136,5 kg desse metal, são necessários: 
a) 97,5 kg de cobre. d) 41,5 kg de zinco. 
b) 45 kg de zinco. e) 91,8 kg de cobre. 
c) 92 kg de cobre. 


(UFPB) Resolvendo a equação 
4(1 — 2x) = 1 — 5x + 3] — x) no universo IR dos 
números reais, obtém-se como conjunto solução: 


а) Ø c) (3) e) (3) 
ЫЖ d) 4 


€. (Unifor-CE) O menor número inteiro que satisfaz а 





inequacáo DESEE Pe = ё 

5 3 
а) —3 =) e)1 
by-2 4)0 


Resolver no universo IR as inequacóes: 
а) -3(2x – 5) > 1 – 6x 
Ы) —-3(2x — 5) <1 – 6x 


(Fuvest-SP) Um casal tem filhos е filhas. Cada filho tem 
o número de irmãos igual ao número de irmãs. Cada filha 
tem o número de irmãos igual ao dobro do número de 
irmãs. Qual é o total de filhos e filhas do casal? 

a)3 b)4 с) 5 d)6 e) 7 


¡exa (U. Amazonas-AM) Para comemorar a passagem do Ano 
Novo, um clube da cidade ofereceu, a seus associados, 
um baile de réveillon com ceia. Aos sócios foram co- 
brados ingressos de R$ 20,00, sendo que os dependentes 
pagaram apenas a metade. Com os 1.200 participantes, o 
clube arrecadou um total de R$ 18.000,00. O número de 
dependentes presentes no réveillon foi: р 
а) 900 с) 720 
Ъ) 840 d) 600 


e) 540 
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1. PRODUTOS NOTÁVEIS * (a+ b = (a + bla + b) = а + ab + ba + b?, ou 
seja: 

Produto da soma pela diferenca de 

dois nümeros (а + Б)? = 2 + 2ab +b? 


О produto da soma pela diferenca de dois námeros 
a e b, isto ё, (a + b)(a — b), é obtido através da proprie- 


dade роба, Note, portanto, que o quadrado da soma de dois números 


é igual ao quadrado do primeiro mais o duplo produto 
(a + ba — b) = а — ab + ba — b?, ou seja: do primeiro pelo segundo mais o quadrado do segun- 


з do nú 
(а + Ьа — р) = а? -b RE 











* (a — by = (a — Ь)(а— b) = à? — ab — ba  b?, ou 





Note, portanto, que o produto da soma pela diferença de seja: 

dois números é igual ao quadrado do primeiro menos o 

quadrado do segundo número. (а — b} = а? — 2ab +b? 

Exemplos 

a) x + 5) x — 5) = х — 25 Note, portanto, que o quadrado da diferenga de dois 

(47 +2) (7 -2) = (42) —423 números é igual ao quadrado do primeiro menos o du- 
plo produto do primeiro pelo segundo mais o quadra- 

Quadrado da soma e quadrado da do do segundo número. 


diferença de dois números 


O quadrado da soma e o quadrado da diferença de 
dois números a e b, isto é, (a + Ь)?е (a — b}, são desen- 
volvidos através da propriedade distributiva: b) (31 — 5)? = (81? – 2 • 31 5 + 52 = 91 — 301 + 12 


Exemplos 
а) (х +3) =2+2:х.3 +32 = 2 + 6х +9 


As relações entre as dilatações linear, superficial e volumétrica 


Aquecendo-se uma barra de ferro, constatam-se aumentos 
no comprimento, na área e no volume. A essas expansões na 
barra de ferro são dados os nomes de dilatação linear, dilata- 
ção superficial e dilatação volumétrica, respectivamente. 
Admitindo que o comprimento da barra antes do aquecimento 
seja unitário (1) e que a dilatação linear seja x, podemos 
calcular suas dilatacóes superficial e volumétrica, respectiva- 
mente, da seguinte maneira: j 

(1(+х}#=1°+2-1-х++#=1+2х+# 
CE a = 
SUSKES + ж 


Como os termos ж, 5x% e »º serão muito pequenos em relação 

ao valor de cada expressão, podemos desprezá-los. Por exem- 
plo, se a dilatação linear é 0,1 cm, a эра éO2cmea 
volumétrica é 0,5 crm. 


> 
z 
5 
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Os vãos que se observam entre as peças de concreto que 
compõem uma ponte ou viaduto são chamados de juntas de 
dilatação. Suas dimensões são calculadas de modo a evitar 
danos à estrutura causados por variações de temperatura. В 
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B.1 Desenvolva cada um dos produtos da soma pela diferença 
de dois números: 
a) (x + 4)(х — 4) 


Ъ) (у= DO + 1) 
с) (3t + 5)Gr — 5) 


IP оа 








d) (? — 2)68 +2) 
e) (45 +2)(/5 —2) 
Ð (243 —1)(2,/3 +1) 


B.2 Desenvolva cada um dos quadrados da soma (ou da 
diferença) de dois números: 


a) (х + б)? с) (у -3* е) Qx + зу? 
b) Gk + 2* d) Gr — 4» f (8 — 7) 
| Exercícios compl 





Aplicação de um produto notável na 
racionalização de denominadores 


No capítulo 1, aprendemos a racionalizar denomina- 
dores que apresentam apenas multiplicação envolvendo 
radical. Agora, vamos estudar a racionalização de deno- 
minadores que apresentam adição ou subtração envol- 
vendo raiz quadrada. Essa racionalização é obtida atra- 
vés do produto notável: 


(а + Б)(а – b) = а? – b? 


Por exemplo, para racionalizar о denominador de 


Tum multiplicamos o numerador e o denominador 
por4 — „/3. Observe: 
UR s 2008749) E _ 
4-43. (4443)4—43) 42 6/3) 
= 2-(4—43), 8243 

16—3 13 


He 





feio complementar С.З | 





1 
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B.3 Racionalize o denominador de: 
2 

a) = 
3-45 


9—2 
245 +1 








5 
>= 


2. FATORAÇÃO DE POLINÔMIOS 


Fatorar um número ou um polinômio significa repre- 
sentá-lo sob a forma de um produto. Por exemplo: 
e uma fatoração do número 18 é 6 • 3; 
* a fatoração completa do número 18 é2 * 3 * 3; 
* uma fatoração do polinômio 3xy + 3xz é 3(xy + xz); 
• afatoracáo completa do polinômio 3xy + 3xz = 3x(y + 2). 
Através dos exercícios resolvidos a seguir, faremos 
uma breve revisão sobre os principais casos de fatoração. 
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Ri (1° caso de fatoração – fator comum) Fatorar o polinó- 
mio 4x? + бу — 8x4). 
Resolução 
Fatorar esse polinômio significa transformá-lo em pro- 
duto. Para isso, coloca-se em evidência o mdc entre os 
monómios que o compõem, isto é, o produto dos fatores | 
comuns tomados com o menor expoente: 222, Assim, 
temos: 


4 + Gy — 82у? = 2x(2 + Зху — 42у?) 
R.2 (2º caso de fatoração — agrupamento) Fatorar o poli- 

nómio 60»? + 242° + 50x + 20. 
Resolução 
Agrupam-se os termos que têm fator comum, de modo | 
que as fatorações desses agrupamentos também tenham | 
um fator comum. Se isso for possível, o polinômio pode 
ser fatorado. Observe: 

60xº + 24x? + 50x + 20 = 

= (60x? + 24x?) + (50x + 20) = 





= 12x?(5x + 2) + 10(5x + 2)= 


—— — 


A 


= (5x + 2)(12xº + 10) 


R3 (3º Caso de fatoracáo – diferença de dois quadrados) 
Fatorar o polinómio 9k? — 25. 


Resolução 

9k — 25 = (3k) - 5? = (3k + S)(3k — 5) 
— — 
Diferençade Produto da soma 


dois pela diferença das 
quadrados bases dos quadrados 


R.4 (4º caso de fatoração — trinómio quadrado perfeito) 

Fatorar os polinómios: 

a) x? + бху + 9y? 

Resolução 

а) х? + бху + 9y? = 
Soma de dois 
quadrados de 
bases x e Зу 


ач 


= 02 +2:х:3у + (3y)? = (х + 3y)? 


b) 402 — 12t +9 














Duploproduto Quadrado da 
das bases dos soma das bases 
quadrados dos quadrados 
b) 41? — 121 +9 = 

Soma de dois 

quadradosde 

bases 21 e 3 

—2P—2-2:2-3-4-3? (2t — 3)2 

Duploproduto Quadrado da 

das bases dos diferença das bases 

quadrados dos quadrados 








N 
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Colocando em evidéncia o fator comum, fatore as ex- 
pressões: 

a) 8ab? + 10а2Ь 

b) 5x — 15xy 

c) 3? — 61º 

d) баЗЬ + 12ab? — 3aºb? 

e)2 1 25+2 + 2х 





Bs Agrupando os termos com fator comum, fatore os poli- 
nómios: 
a) ac + ad + bc + bd 
b) ax + ay — bx — by 
c) xz ус + xw — yw 
d) 6ac + 18bc + 10ad + 30bd 
е) 12x) + 18 4x + 6 
f) 8? —2y? + 12y – 3 


B6 Fatore cada uma das diferenças de dois quadrados: 
а) а2 — b? 
bya* -— 9 
9» —1 
d) 4-92 
е) 25p? — 164? 
fra! =p? 
Юж -— 
h) 4c — 4? 


Sugestão. Faça a = (а?)?. 


В| Fatore os trinómios quadrados perfeitos: 
a) a? + 2ab + b? e) 2 +22 +1 
Ъ) 2 – 25у + у? f) 25y? — 10у + 1 
с) 9a? + 30а + 25 в) х* + бху + 9y? 
а) 42 — 12xy + 9? 


BSO (UFPI) Fatore o polinômio x? + 2xy + y? — 22. 
(Sugestão. Os três primeiros termos formam um trinô- 
mio quadrado perfeito.) 





Propriedade do produto nulo 


O produto de números reais é igual a zero se, e 
somente se, pelo menos um dos fatores é igual a zero. 





Y 
D | 4 
J EXERCICIO RESOLVIDO 
ІБ | Resolver em R a equação xt + 4? — 8x — 32 = 0. 
Resolucáo 
Fatorando, por agrupamento, o primeiro membro da 
equação, temos: 


+44 —8x—-32—-0 e x(x-4)— 8(х + 4) = 0 
¿dx + 4)02 — 8) = 0 

Pela propriedade do produto nulo concluímos que pelo 
menos um dos fatores é zero, isto é: 

х + 4 = 0 оп л% — 8 = 0, ou seja: 

х +4 = 0 ойл? = 8 е, portanto: 

x-—-—400x—2 

Assim, o conjunto solução $ da equação é $ = (—4, 2). 


J EXERCÍCIOS BÁSICOS "i 


Através da propriedade do produto nulo, resolva as 
equações no universo IR: 

a) x5 — x* = 0 (Sugestão. Fatore o primeiro membro.) 
Б) х? + 322 — 4х – 12 = 0 











(Mackenzie-SP) A equação 3х2 + 43? — 3х — 4 = 0 
possui exatamente: 

a) uma raiz irracional. 

b) duas raízes irracionais. 

с) duas raízes inteiras. 

d) três raízes inteiras. 

e) duas raízes não reais. 





D A 
Ĵĵ EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 1 
(СІ (UFMS) expressão (a + bY(a — b)(a? + b?) é igual a: 


a) aœ + bt d) a! + 2ab + bt 
b) at — bt e) at + 2ab? — b* 
c) a* — 2ab + bt 


С.2 O polinômio (x + 5)(х — 5)? — 25) é idêntico а: 
а) xi — 625 d)x! — 50x + 625 
b) x! + 625 e) x! + 50x? + 625 
с) xi — 50x? + 625 


бай (PUC/Campinas-SP) Simplificando-se a expressão 


(4/2 + 43) + RR obtém-se: 

a) 10 d) 10 + 2/6 
b) 25 e) 10 + 4/6 
c) 10 — 2/6 


€4 (Cesgranrio) Fatorando o polinômio 3x? — 2xy — y 
obtém-se um dos fatores igual a: 


a)3x—y d)x t 2y 
b)3x t y е) 3x — 2y 
e)x-—2y 


(Sugestão. Transforme o monómio —2xy em —3xy + xy.) 


€5 (Е. Santo André S.P) Simplifique a fração 
acta+bc+b 
a? = bp Ы 
(Sugestão. Fatore o numerador е o denominador.) 
Co. (UFMG) O valor numérico da expressão 
х3 + 5x? + 4x + 20 


314 20 , parax = 1495 é: 
a) 3000000 d)1 
b) 460 e) 300 


с) 2 


€2 (ОЕР) No universo IR, o conjunto solução da inequação 
3 — 4x — 9x + 36 + 0: 
a) [x € R |х+3ех% 4) 
b) [x € R|x*3oux +4) 
c) {хЄЕ |х + 3ех+ —3exs 4) 
d) [x € В |х *3oux + —30oux 54} 
e) {хЄВ |х £3exs* —3oux +4) 
(Sugestão. Fatore o primeiro membro da inequação.) 






CONCLUINDO 


1. EQUAÇÃO DO 2º GRAU 


Toda equação da forma ax? + bx + c = 0, em que a, 
b e c são números reais com a + 0, é chamada de equa- 
ção do 2º grau. Quando b = 0 ou c = 0, tem-se uma 
equação do 2º grau incompleta. 

Qualquer equação do 2º grau pode ser resolvida através 
da fórmula: 

x= bisa em que А = b? — 4ac 
2a 

A expressáo A (delta), chamada de discriminante da 
equação, nos informa se a equação tem raízes reais e, no 
caso de existirem, se são iguais ou diferentes. 


Quando A < 0, a equação não possui raízes reais. 
Quando A = 0, a equação possui duas raízes reais, 
sendo iguais quando А = 0 ou distintas quando A > 0. 


Se x, e x, são as raízes da equação do 2º grau 
ах? + bx + c = 0, então a soma 5 e o produto P dessas 
raízes são: 


Pis E 
a 


y 
j EXERCÍCIOS RESOLVIDOS os 


RA Considerando o universo dos números reais, resolva as 
equações do segundo grau incompletas: 
а) 42 – 25 =0 
b)» 9-20 
с) 22 – Зх = 0 
Resolução 
a) Isolando o monómio em г no primeiro membro da 
igualdade, temos: 


Logo, o conjunto solução $ da equação é 


MEME 


b) Isolando o monómio em y no primeiro membro da 
igualdade, temos: 
gig 


Como não existe número real cujo quadrado é nega- 
tivo, concluímos que o conjunto solução $ da equação 
65 = Q9. 

c) Fatorando о primeiro membro da equação, obtemos: 


ax—3)-—0 


A propriedade do produto nulo garante que “O 
produto de números reais é igual a zero se, e somente 
se, pelo menos um dos fatores é igual a zero”, Assim, 
temos que: 

xx—-3)=06x=00ux-3=0,ouseja:x=0ou 
x = 3. Logo, o conjunto solução 5 da equação é 
S= (0,3). 


Resolver, no universo dos números reais, a equação do 
2° grau 53? — 3x — 2 = 0. 

Resolução 

Indentificam-se os coeficientes a, b e c. 
a=S;b=-3ec=-2. 

Calcula-se o discriminante А = b? — 4ac. 

A =(-3? -4 +5 * (2) = 49. 


Aplica-se a fórmula resolutiva x = BeA 
t. EEE [49 cR 
25 TOS 
Logo, x = 1 oux = UM 
10 
Conclui-se, então, que o conjunto solução 5 da equação 
ep. 
65 = fi, 10 |. 


Nota 

A fórmula resolutiva também pode ser aplicada para 
equações incompletas, porém é muito mais simples 
resolvê-las como no exercício R.1. 


Obtenha m de modo que a equação do 2º grau 
3x? — 2x + m = 0 não admita raízes reais. 
Resolução 
A equação não admite raízes reais se, e somente se, 
А < 0, isto é: 
(=V -4-3-m<0 
44—12m«0 
“—lm< —4 
1 
-m> => 
x 
Assim, a equação não admite raízes reais se, e somente 
se, т > d. 
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R4 Determine k sabendo que a soma das raízes da equação 


do 2° grau S + kx —2 = 06 $, 


Resolução 

A soma S das raízes é dada por $ = 2, portanto, 
Зз É de eed. 

temos 3 775» Suseja: k 3: 


А х+у = 3 
Resolver о sistema 
Ty == 2 
Resolução 
Isola-se uma das incógnitas na equação do 1º grau: 


ll 


Sa (D 
(IT) 
Substitui-se na equação (II) o valor obtido na equação (D: 
xLQ9—axy-3x22 
Sox 9 Gra = 3x = 2 


19 


LEY = Ip 
+ yt—3x = 


—9x-7-20 
A-(-9)»—4-2-7—25 
OZ ч =й = 
AL LUE >x 2 oux=1 

Substituindo x = E na equação (Т) obtém-se 
Rue UT 
=3 2 1 
Substituindo x = 1 na equação (I) obtém-se 
у=3-1= 2. 


Assim, o conjunto solução 5 do sistema é 


sE thea 


J EXERCÍCIOS BÁSICOS | 


B.1 


B.2 


B.3 


B.4 


B.5 


B.6 


B.7 


B.8 





Considerando o universo dos números reais, resolva as 
equações do 2º grau incompletas: 


a): —25-0 e) 4? 16-0 
Ы) 312 —48—0 f) 2—7х=0 
c)9*-1=0 8) 30 – 2у = 0 
4) 22 -1=0 h) 52 +21 = 0 


Resolva em IR as equacóes: 
а) 32 +5x—-2=0 
b)?-ór-9-0 
Eno os 
3x _ 30tx 
[e Tie ey 
Para que valores de m a equação do 2º grau 
X + 3x + т = 0 não admite raízes reais? 
Determine os valores de k para os quais a equação do 2º 
grau y? — ky + 1 = 0 admita raízes reais e iguais. 
A equação do 2º grau x? + 2x + m = 0 admite duas raí- 
zes reais e distintas. Determine os valores de m. 


A equação na variável x, kx? — 5x — 8 = 0 admite raízes 
reais para que valores reais de k? 
Sem resolver as equações a seguir, calcule a soma e o 
produto de suas raízes. A partir da soma e do produto, 
tente determinar mentalmente as raízes de cada equação. 
а) а?— Sx+ 6=0 c)x-T5x4620 
Ы) у? – 9у + 20 = 0 dr+2-8=0 
Resolva os sistemas: 

-y=2 3х-у=2 

* y c) x y 

2+y+y= 11 %%—2ў—х = 


х+у= 4 
b) 2x + y 
*+x—y=6 


| Exercícios complementares de C.1 a С.Б. ; 


O nümero de ouro 


Grandes artistas como os italianos Michelangelo (1475- 
1564) e Leonardo Da Vinci (1452-1519) usaram em suas 
obras o retángulo áureo. Esse norne é dado a todo retángu- 
lo em que a razão da maior dimensão c (comprimento) para 
a menor € (largura) é igual à razão de £ para c — £, Isto é: 


we 


$ EL. — 
pr 


c-t 








' 
c 


сір 





Dessa igualdade, chamada de proporcáo áurea, surgiu ит critério estético muito usado pelos artistas desde 
о quinto século antes de Cristo. Por exemplo, o Partenon, templo grego erguido de 447 a 452 a.C., teve seu 


projeto baseado no retângulo áureo. 


Se na proporção áurea considerar-se como unitário o comprimento c obtém-se ES = 


t 
£ len 





, OU Seja: 


Ф + € — 1 = О. A raiz positiva dessa equação do 2º grau é chamada de número de оиго. Determine-a. 


Fatoração do trinômio do 2º grau 


Sendo r, e r, as raízes do trinômio do segundo grau 
ax? + bx + c, temos que: 


b 
titi = Em 


E 


H = A 


Assim, o trinômio pode ser fatorado da seguinte maneira: 


desde 2.) 
a 


Il 


ах?% batie 
a 


= alx? — (тү + ra)x + rm] = 
a[x* — rix — MX riral = 
= alx(x п) — tala — rd] E 
alx = гу)(х — г») 





Temos, então: 


а? + bx t c а(х — ту)(х— rj) 


y 
07 ; 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO Ja 


R.6 Fatorar o trinômio do 2º grau 5xº — 3x — 2. 
Resolução 
Inicialmente determinamos as raízes do trinômio. As raí- 
zes são os números que atribuídos à variável x anulam o 
trinómio, isto é, 522 — 3x — 2 = 0. 


Temos: 
DESSE EEE 
2-5 
“x=loux= -i 


Podemos, então, apresentar o trinômio na forma fatorada: 


56—3x-2- 5(x— n(x- (-2))- 


== D(x * 2) 


Y 
)] 4 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS à 


B.9  Fatore os trinômios do 2º grau: 
a)33:— 5x + 2 
b)4y + 6y - 4 
с) р – 4р +3 





DERETA 
e)k — 2К +1 
1 92+62+1 


2х2 — 14х + 24 


B.10 (Faap-SP) A expressão 250 


‚ сотх + Зе 
x + —3,éigual a: 


à) x-4 








E =>) 





2. EQUAÇÃO ENVOLVENDO FRAÇÕES 
ALGÉBRICAS 


Fração algébrica é toda aquela cujos termos são poli- 
nômios, sendo o denominador não constante, por exem- 


plo, — = Os exercícios resolvidos a seguir 


têm como objetivo rever a resolução de equações que 
envolvem esse tipo de fração. 


iB 4 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 





RJ Resolver em IR a equação - сы = 


Resolução 

Condição de existência: x + 0. 

О mmc dentre os denominadores 3°, Зх? e 32x é o produto 
de todos os seus fatores, sendo que dentre fatores repeti- 
dos é escolhido o de maior expoente, isto é: 

mmc(3?, 3x2, 32x) = 352 = 9x? 

Multiplicando ambos os membros da equação por esse 





mmc, temos: 
1 1 4 
mM = 3. 3 
9r ( 9 а sa ) E 9x 
оё +3 = 4х 


sspe Aid: 3—0 
A=(-4p-4:1:3=4 
—(—4 = (4 


Д е а А 


Assim, о conjunto solução 5 da equação é 5 = (3, 1]. 


R8. Resolver em IR a equação REM Se m 


Resolução 

Condição de existência: x + 1 ех + —1. 

Para o cálculo do mmc dentre os denominadores, fatora- 
mos cada um deles, obtendo: 2, X(x — 1) e (x + 1)(х— 1). 
O mmc é o produto de todos os fatores desses polinômios, 
sendo que dentre fatores repetidos é escolhido o de maior 
expoente, isto é: 

mmel2, 2(x — 1), (x + Dx — 1)] = 22x + DG — 1) 
Multiplicando ambos os membros da equação por esse 
mmc, temos: 


A+ DA (5 - =) = 
S memi, NT 
(xc 1) 1) 
60+ (= 1) - 2(4- 1) = 12 
21.602 — 1) - 2(x + 1) = 12 
7.600 —6-—22—2— 12-0 
2. 6x2 — 2x — 20 = 0 (Para facilitar os cálculos, 
podemos dividir por 2 ambos os membros.) 


= 4(х + 1)(х— 1) 





A x= 10-0 
A=(-12-4-3-(—10) = 121 
3 =D) 421 31 mms 
x 2-3 =x=20ux 3 


Assim, o conjunto solução S da equação é 
тг) 
s-b-5) 
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TEMAS BASICOS DE ARI 





» 
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EXERCÍCIO BÁSICO 
BI Resolva, em IR, as equações: 











3. EQUAÇÃO IRRACIONAL 


Equações que apresentam a incógnita sob um radical 
são chamadas de equações irracionais. Através do exer- 
cício resolvido a seguir, faremos uma breve revisão sobre 
esse tipo de equação. 


"1 
IB " 
j EXERCÍCIO RESOLVIDO s 


КЭ Resolver em IR a equação /2x +1 -- 1— x. 
Resolução 
Inicialmente isola-se o radical em um dos membros da 
igualdade: 





42x *l =x-1 (ID 


A seguir, elevam-se ambos os membros a um expoente 
igual ao índice do radical: 


(2x1) = (1р 
А = а 
SP —4х= 0 
г.х = 4) = 0 
“x=00ux=4 


Quando elevamos a um expoente par ambos os membros 
de uma equação, podemos estar transformando em 
verdadeira uma sentença que anteriormente era falsa, por 
exemplo, 3 = —3 é uma sentença falsa, mas, elevando os 
dois membros ao quadrado, obtém-se uma sentença 
verdadeira, 3? = (—3)?. 

Isto significa que os candidatos a raízes, O e 4, podem 
não ser raízes da equação original. Por isso, devemos 
testar cada um deles para verificar se são realmente raí- 
zes da equação proposta. 

Verificação 
* Substituindo x = 0 na equação (1), temos: 
42*0--1 —0-—1 (Falsa!) 


* Substituindo x = 4 na equação (T), temos: 
42*4-1 —4-—1 (Verdadeira!) 


Concluímos, então, que apenas o número 4 é raiz da 
equação. Logo, o conjunto solução S é S = (4). 


5 EXERCÍCIO BÁSICO 
B.12 Resolva em R as equações: 
a) /х +27 =x =x 
b)4x—4 +х=6 
c) Jtt 6 =—t 





d) /x+8 + x = 4 Sugestão. Isole a /x F8 e 


eleve ambos os membros ao quadrado. 








"d 
iB , 
Jj EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


СЛ A área de um retângulo, em cnr, é 3r? + 5t — 2, e a área 
de um triângulo, em cm?, é 1? — 4. Sabendo que a razão 
da área do retângulo para a área do triângulo é igual a 8, 
conclui-se que a área do retângulo é: 
a) 40 cm? с) 22 em? 
b) 48 cm? d) 24 cm? 


e) 96 cm? 





(UFBA) O número de pacotes de bombons contidos em 
uma caixa é duas unidades maior que o número de bom- 
bons de cada pacote. Sabendo que a caixa contém 80 bom- 
bons, calcule o número de pacotes que contém a caixa. 


ESE (UFES) Para que valores reais de k o sistema nas variá- 
veis x e y: 


yt 
x +y+2x-3 = 0 


admite como soluções dois pares ordenados diferentes 
de números reais? 


С.А (UFRS) Para que valores reais de ka equação na variá- 
velx,x? + (К — 1)x + 2 = 0 admite raízes reais e iguais? 


€5 (PUC-MG) O valor de k para que a soma das raízes da 
equação do 2º grau (k — 3)x? — 4kx + 1 = 0 seja igual 
ao seu produto é: 

1 


Ф т 


1 1 2 3 

a) T b) а" а) з е) St 
C6 (FEI-SP) Calcule o valor numérico da expressão 
am xA Ш. 

ec cop Y parax — 12.034. 

С.Л (PUC-SP) Uma pessoa, em seu antigo emprego. traba- 
lhava x horas por semana e ganhava R$ 60,00 pela sema- 

na trabalhada. Em seu novo emprego, essa pessoa conti- 

nua ganhando os mesmos R$ 60,00 por semana. Traba- 


Iha, porém, 4 horas a mais por semana e recebe R$ 4,00 
a menos por hora trabalhada. O valor de x é: 


a) 6 b)8 c) 10 d) 12 e) 14 





(Univali-SC) Uma agéncia de turismo organizou uma 
excursão para uma turma de estudantes. A despesa total 
será de R$ 3.600,00. Como 6 estudantes não poderão ir 
ao passeio, a parte de cada um aumentou em R$ 20,00. 
O número de estudantes é: 

a) 40 b) 28 с) 25 


d) 36 e) 30 


(FEI-SP) Resolva emiR a equação yx + 7 — x: =7. 








Para a fabricacáo de 300 kg de ovos de Páscoa crocan- R3 
tes foram necessários 15 kg de nozes e o restante de cho- 
colate. Isso significa que em cada 100 kg de ovos há 5 kg 
de nozes. 
100 kg 





300 kg de ovos de Páscoa 


Podemos dizer, também, que em um cento de quilogra- 
mas desses ovos há 5 kg de nozes, ou seja, a quantidade 
de nozes que compóem esses ovos é de 5 por cento. Há 
um símbolo matemático para indicar a expressão por 
cento: é o símbolo %. Assim, a quantidade de nozes 
desses ovos é 5% (lê-se: cinco por cento). 


A expressão x96, que se lé “x por cento”, é chama- 
da de taxa percentual e representa a razáo ч 
isto é: dcc. 

100 


em que x é um número real qualquer. R5 


M 
8 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS MEE 


R.1 Representar sob a forma de fração irredutível cada taxa 
percentual: 
a) 20% b) 120% c) 0,5% 
Resolução 
e ШЕ М 
а) 20% = лоо “5 R6 


L0) 6 
YA S 





R.2 Representar sob a forma de número decimal cada uma 
das taxas percentuais: 
a) 35% b) 0,2% 
Resolugáo 


3)3595— 22. =035 


100 R7 
02 


b) 0,296 — 300 ^ 0,002 


Representar sob a forma de taxa percentual cada um dos 
números decimais: 


a) 0,42 b)2,37 
Resolução 
z E 
a) 0,42 = 00 42% 
з 237 — 
b) 2,37 = 00 237% 


Observe, através deste exercício, que para transformar 
um número decimal em taxa percentual, basta multipli- 
cá-lo por 100 e dividir o produto obtido por 100 (o núme- 
ro náo se altera). Observe: 

— 9005-100 _ 0,5 








0,005 = 00" Т = 0,5% 
Representar sob a forma de taxa percentual cada uma das 
frações: 
5 29 
VT "us 
Resolução 
E — 0.625: 100 .. 625 . 
a) E 0,625 = 100 100 62,5% 
DO 592558: T0005... 580, э 
Е 2 o ж 


De uma pesquisa, em que foram entrevistados 625 estu- 
dantes do curso noturno, concluiu-se que 84% deles traba- 
lham. Quantos, dos estudantes entrevistados, trabalham? 
Resolução 

Devemos calcular 84% de 625. Lembrando que a prepo- 
sição “de” indica multiplicação, esse cálculo é feito do 
seguinte modo: 


84% - 625 = 0,84 + 625 = 525 
Logo, dentre os entrevistados, 525 estudantes trabalham. 


Dentre os 1.250 médicos que participaram de um con- 
gresso, 48% eram mulheres. Dentre as mulheres, 9% 
eram pediatras. Quantas mulheres pediatras participaram 
desse congresso? 

Resolução 

Devemos calcular 9% de 48% de 1.250. O resultado é 
obtido do seguinte modo: 


9% - 48% - 1.250 = 0,09 - 0,48 - 1.250 = 54 
Logo, havia 54 mulheres pediatras participando desse 
congresso. 


Para a confeccáo de uma peca metálica foram fundidos 
15 kg de cobre, 9,75 kg de zinco e 0,25 kg de estanho. 
Qual é a porcentagem de cobre dessa peca? 
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UNIDADE 1 





Resolução 
A razão da massa de cobre para a massa total da peça é 





A Transformando essa razão em taxa percentual, 
temos: 

I3. ос 60100 - — 2509€ 

os = 0,6 = 100 100 6096 


Logo, a porcentagem de cobre contida na peça é 60%. 


R.8 Na compra de uma camisa tive um desconto de 12% 
Sobre o preço de etiqueta. Qual era o preço de etiqueta, 
sabendo que o desconto foi de R$ 2,40? 


Resolução 
Sendo p o preço de etiqueta, temos que 12% - p = 2,40, 
ou seja: 

0,12 - p = 240 

o ÃO) po 

“p= 0.12 20 


Logo, o preco de etiqueta era R$ 20,00. 


М О preço de um produto sofreu um reajuste de 12%, 
aumentando para R$ 60,48. Qual era o preço desse 
produto antes do reajuste? 

Resolução 

Sendo p o preço antes do reajuste, temos que 

р + 12% * p = 60,48, ou seja: 


р + 02р = 60,48 


+. 112p = 60,48 
cah 6048 _ 
“p= LIZ =54 


Logo, o preço do produto, antes do reajuste, era 
R$ 54,00. 





М 
i ; А 
Jj EXERCÍCIOS BÁSICOS ——  — EH 


ВЛ | Represente sob a forma de fração irredutível cada uma 
das taxas percentuais: 
a) 34% b) 3% 


с) 315% d) 0,8% 


B.2 Represente sob a forma de número decimal cada uma das 
taxas percentuais: 
a) 46% b) 149% 


c) 0,23% d) 56,83% 


B.3 Represente sob a forma de taxa percentual cada um dos 
números decimais: 





a) 0,65 c) 0,4 e) 0,003 
b) 1,32 d) 0,09 
ва Represente sob a forma de taxa percentual cada uma das 
frações: 
S 17 12 2 
а 9 50 Y 9 


B:3 (UFPB) Em uma eleição, um candidato recebeu 3 dos 


votos dos eleitores. Portanto, o percentual de votos obtido 
por esse candidato foi de: 

a) 3596 c) 796 
b) 20% d) 1496 


B.6 Em uma assembléia compareceram 120 pessoas. das 
quais 40% eram mulheres. Quantas mulheres estiveram 
presentes nessa assembléia? 


e) 27% 


B.7 A população do Japão, no ano de 1998, era de 
125.200.000 habitantes, dos quais 6,7% viviam na 
capital Tóquio (esses valores são aproximados). Qual 
era o número de habitantes da capital japonesa”? 





B.8 А tabela mostra a receita das empresas General Motors, 
Ford, Toyota e Volkswagen no ano de 1997. 





Receita em bilhões de dólares 















GM 178 
Ford 153 
Toyota | 100 
Volkswagem | 63 


(Fonte: revista Isto É, 13/5/98) 


a) A receita da GM representa que porcentagem da 
receita total das quatro empresas juntas? 

b) A receita da GM representa que porcentagem da 
receita da Toyota? 

c) A receita da Volkswagen representa que porcentagem 
da receita da Toyota? 

d) A receita da Ford representa que porcentagem da 
receita da GM? 


B.9 Em um exame vestibular, 15% das questões eram de 
matemática, das quais 8% eram de geometria. Qual a 
porcentagem de questões de geometria que compunham 
esse exame? 


B.10 O salário de Luiz é de R$ 1.200,00 mensais. Sua despesa 
mensal consome 80% desse salário, sendo que 45% 
dessa despesa corresponde ao aluguel de sua casa. Qual 
é о valor desse aluguel? 


B.11 Uma propaganda anuncia que um automóvel pode ser 
comprado com uma entrada de 35% do valor total, mais 
10 prestações mensais iguais sem juros. Sabendo que 
essa entrada corresponde a R$ 4.900,00, calcule o valor 
de cada prestação. 


D] A 
Bic. COMPLEMENTARES к 


(UFCE) Evandro comprou, na Bolsa de Valores, 25.000 
ações da empresa A por R$ 50.000,00. Se o preço destas 
ações caiu 9%, determine o preço de cada ação após a 
queda. 


(Unicamp-SP) Uma pessoa investiu R$ 3.000,00 em 
ações. No primeiro mês ela perdeu 40% do total investido 
eno segundo mês ela recuperou 30% do que havia perdido. 
a) Com quantos reais ela ficou após os dois meses? 

b) Qual foi seu prejuízo após os dois meses, em porcen- 
tagem, sobre o valor do investimento inicial? 


I: (UFGO) O custo de produção de um produto é composto 
de 20% de mão-de-obra; 40% de matéria-prima; 10% de 
energia elétrica e 30% de outras despesas, como. por 
exemplo, encargos sociais. Num momento de desequi- 
líbrio econômico, ocorreram os seguintes reajustes: 

* тао-йе-оһга............................... 5096 

* matéria-prima 
* energia elétrica 5 
* outras despesas .. .. 40% 

Qual foi o acréscimo no custo de produção do produto? 


/€&4 (UFMG) Certa região do país, cuja área é de 300.000 km?, 
possui 80% de terras cultiváveis, 25% das quais são 
improdutivas. Essas terras improdutivas deverão ser 
usadas no assentamento de famílias de agricultores sem 
terra. Supondo que cada família receba 30 hectares 
(1 ha = 10.000 n?) e que o custo do assentamento de 
cada uma delas seja de R$ 30.000,00, o custo total do 
assentamento naquela região, em bilhões de reais, será de: 
a) 2,4 c) 6,0 e) 5,8 
b) 0,8 d) 4,8 











Lembrete. Dentre os múltiplos e submúltiplos do п? 
cada unidade vale 100 vezes a unidade imediatamente 
inferior, por exemplo, 1 m? = 100 dnx. 


cs. (PUC-MG) Um comerciante elevou o preço de suas 
mercadorias em 50% e divulgou, no dia seguinte, uma 
remarcação com desconto de 50% em todos os preços. O 
desconto realmente concedido em relação aos preços 
originais foi de: 
a) 40% c) 32% e) 25% 
b) 36% d) 28% 


C.6 (U. Católica de Salvador-BA) Ноје, 50% da produção de 
uma fábrica de sucos é de suco de caju e 50% é de suco 
de maracujá. Se a produção de suco de caju aumentar em 
10% ao mês e a de suco de maracujá aumentar em 20% 
ao mês, daqui a dois meses a porcentagem de suco de 
maracujá produzido, em relação ao total produzido no 
mês, será de, aproximadamente: 

a) 52% c) 57,3% e) 72% 
b) 54,396 d) 60,5% 


бй (Fuvest-SP) O preço de certa mercadoria sofre, anual- 
mente, um acréscimo de 100%. Supondo que o preço 
atual seja R$ 100,00, daqui a três anos o preço será: 


a) R$ 300,00 d) R$ 800,00 
b) R$ 400,00 e) R$ 1.000,00 
c) R$ 600,00 


58 (Fuvest-SP) No dia 1? de setembro, foi aberta uma cader- 
neta de poupança e depositada uma quantia x. No dia 
1° е dezembro do mesmo ano o saldo era de 
R$ 665.500,00. Sabendo que, entre juros e correção mo- 
netária, a caderneta rendeu 10% ao mês, qual era a quan- 
tia x, em milhares de reais? 

a) 650 c) 550 e) 450 
b) 600 d) 500 


(coa (Unifor-CE) No mês de outubro, devido à crise atual, o 
dono de uma confecção reduziu os preços de setembro 
em 10%. Não obtendo o aumento de vendas desejado, 
em novembro os preços foram novamente reduzidos em 
10%. Após essa segunda redução, quem compra agora 
um vestido por R$ 145,80 está economizando, em rela- 
ção ao preço de setembro, a quantia de: 

a) R$ 36,45 c) R$ 32,00 e) R$29,16 
b) R$34,20 d) R$ 30,61 


“cao (Enem) Uma escola de ensino médio tem 250 alunos que 


estão matriculados па 1°, 2* ou 3º série. 32% dos alunos 
são homens e 40% dos homens estão na 1* série. 20% 
dos alunos matriculados estão na 3* série, sendo 10 alu- 
nos homens. Dentre os alunos da 2* série, o número de 
mulheres é igual ao número de homens. 

A tabela a seguir pode ser preenchida com as informa- 
ções dadas: 






Total 





а+Ь+с 
y d+e+f 


Mulher 








Homem 











Total cy 250 
O valor de a é: 
a) 10 c) 92 e) 120 
b) 48 d) 102 


“CI (Enem) O alumínio se funde a 666 °С e é obtido à custa 


de energia elétrica, por eletrólise — transformação reali- 
zada a partir do óxido de alumínio a cerca de 1.000 °С. 
A produção brasileira de alumínio, ano de 1985, foi da 
ordem de 550.000 toneladas, tendo sido consumidos 
cerca de 20 kWh de energia elétrica por quilograma do 
metal. Nesse mesmo ano, estimou-se a produção de resí- 
duos sólidos urbanos brasileiros formados por metais 
ferrosos e não-ferrosos em 3.700 t/dia, das quais 1,5% 
estima-se corresponder ao alumínio. 

([Dados adaptados de] FIGUEIREDO, P. J. M. A sociedade 

do lixo: resíduos, a questão energética e a crise ambiental. 

Piracicaba, Unimep, 1994.) 


Suponha que uma residência tenha objetos de alumínio 
em uso cuja massa total seja de 10 kg (panelas, janelas, 
latas etc.). O consumo de energia elétrica mensal dessa 
residência é de 100 kWh. Sendo assim, na produção des- 
ses objetos utilizou-se uma quantidade de energia elétrica 
que poderia abastecer essa residência por um período de: 
а) 1 més. с) 3 meses. e) 5 meses. 
b) 2 meses. d) 4 meses. 


wx (Enem) Muitas usinas hidroelétricas estão situadas em 
barragens. As características de algumas das grandes 
represas e usinas brasileiras estão apresentadas no 
quadro abaixo. 




















Potência Sistema 
(MW) hidrográfico 
f 
Tucuruí 2.430 4.240 Tocantins 
Sobradinho | 4214 | 1050 Rio SED 
Francisco 
Ttaipu 1.350 12.600 Rio Paraná 
Ша " 
Solteira 1.077 3.230 Rio Paraná 
Furnas 1.450 1.312 Rio Grande 








A razão entre a área da região alagada por uma represa e 
a potência produzida pela usina nela instalada é uma das 
formas de estimar a relação entre o dano e o benefício 
trazidos por um projeto hidroelétrico. A partir dos dados 
apresentados no quadro, o projeto que mais onerou o 
ambiente em termos de área alagada por potência foi: 

a) Tucuruí. c) Itaipu. e) Sobradinho. 
b) Furnas. d) Tha Solteira. 
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- GENERALIDADES SOBRE ÂNGULOS 


Classificação 


a) Ângulo geométrico é todo aquele cuja medida é mai- 

` or que 0? e menor que 180º. Por comodidade omitire- 

mos o termo geométrico, chamando-o simplesmente 
de ângulo. 


Eras 


ângulo reto ângulo agudo ângulo obtuso 
(90º) (о. « 90°) (о. > 90°) 


b) Ángulo não geométrico é todo aquele cuja medida é 
maior ou igual a 180º, ou é menor ou igual a 0º. 





———— — 
ângulo raso ângulo de uma ângulo nulo 
(180º) volta (360º) (0º) 


No estudo da trigonometria você verá outros exemplos 
de ângulos não geométricos. 


Notas 

1. Indicaremos por AÓB um ângulo de vértice O e la- 
dos OÁ e OB. A medida desse ángulo será simbolizada 
por m(AÓB). 

2. Dois ângulos de medidas iguais são chamados de 
ângulos congruentes. Indica-se a congruéncia de dois 
ángulos AÓB e CVD por АОВ = СӮР. 

3. Duas retas r e s que têm um único ponto em comum 
(retas concorrentes) sáo perpendiculares quando for- 
mam ángulos retos entre si. Indicamos essa perpendi- 
cularidade pelo símbolo r L s. 


Pares de ángulos 


Y 
o 
suplementares 


B a + В = 180° 


complementares 
а +В = 90° 


ángulos opostos 
pelos vértice 
(а = В) 


al В 


AOBe BÔCtêm um lado comum 
eaintersecção de seus interiores 
é vazia, por isso são chamados 
de adjacentes. 





о 
Nota 
Se m(AÓB) = m(BÔC), a semi-reta OB é chamada de 
bissetriz ângulo AOC. 


2. ÂNGULOS FORMADOS POR DUAS 
RETAS PARALELAS E UMA 
TRANSVERSAL 


Duas retas coplanares r e s são paralelas se, e somente 
se, não têm ponto em comum ou têm todos os seus pontos 
em comum. 


(rescoplanares e rN s = Ø 


p retas paralelas distintas 
5 


|| retas paralelas coincidentes 
ras irnser-s) 


NN 


Indicamos que r é paralela a s pelo símbolo r / s. 


Duas retas r e s, paralelas distintas, e uma transversal 
t determinam oito ángulos geométricos, conforme figura. 
Dois quaisquer desses ángulos ou sào suplementares ou 
são congruentes: 


= 6 
b 
correspondentes f 
=g 
d=h 
internos le > 
alternos 
t m 
externos f = d 
j * [b+e= 180° 
Internos 1 + p= 180° 
colaterais 


a+f= 180° 
externos la +g = 180º 


Nota 


Se uma reta transversal t determina com duas retas co- 


planares, r e s, ângulos alternos congruentes, então r / s. 


M 
Ws 1 
ү, EXERCÍCIOS BÁSICOS 


В.1 (PUC-SP) Um ângulo mede a metade de seu comple- 


mento, então esse ângulo mede: 
a) 30º c) 45º 
b) 60º d) 90º 


e) 68º 


B.2 А medida x de um ângulo tem 80° a mais que a medida 
de seu suplemento. Determine x. 


В.З Quatro retas, r, s, г, и, de um plano, concorrem em um 
mesmo ponto, sendo r L ет L и. Um ángulo agudo for- 
mado por r e u mede 36º. Obtenha a medida de um án- 
gulo obtuso determinado por 1 e s. 


B.4 (PUC-SP) Ser é paralela a s, então œ e B medem, respec- 
tivamente: 
a) 120º e 60º 
b) 100º e 80º — 
c) 108º e 72º 
d) 150º e 30º 
e) 140º e 40º 





Pá 

2, 6x 
14 s 
/ 


B.5 Determine a medida x do ángulo ABO da figura abaixo, 
sabendo que AB / CD. 


A 





Ángulo, para que te quero? 


Você já se perguntou como os navegantes calculam 
a latitude (medida em graus ao norte ou ao sul do equa- 
dor) e a longitude (medida em graus a leste ou a oeste 
do meridiano de Greenwich)? 

Ao norte ou ao sul do equador são tomadas como re- 
ferências as estrelas Polaris e Slama Octantis, respec- 
tivamente. Essas estrelas podem ser consideradas 
como pontos do eixo de rotação da Terra, e os seus 
raios de luz que incidem sobre a superfície do nosso 
planeta podem ser considerados paralelos. 

Ao norte do equador, um navegador, com o auxilio de 
um sextante, mira a estrela Polaris e obtém a medida a 
do ángulo que esse raio visual forma com o plano do ho- 
rizonte. Essa medida é a latitude do ponto em que se en- 
contra. A figura abaixo explica o porquê. 


A medida do àn- 
gulo central AOB 
é igual à medida 
do ângulo deter- 
minado pelo ob- 
servador. 






Plano do 
horizonte 


` Analogamente, ao sul do equador em relação à estrela 
Sigma Octantis. 


A longitude é calculada levando-se em conta que a 
Terra gira de oeste para leste 560º em 24 horas, ou se- 
ja, 15º por hora. Convencionou-se associar a medida 0º 
ao meridiano que passa pelo observatório de Green- 
wich, na Inglaterra. Assim, por exemplo, um navegador 
que possui um relógio marcando 18 h, horário de Gre- 
enwich, no Instante em que observa o Sol sobre o me- 
ridiano local (melo-dia local), conclui que sua longitude 
é 90* a ceste. 

Atualmente, métodos mais modernos para o cálculo 
de latitude e longitude permitem viagens até sob gelei- 
ras polares, sem nenhuma referência visível. 


ср 


Entrada do observató- 
rio de Greenwich. O 
mostrador do relógio 
da foto apresenta 24 
divisões, uma para 
cada hora do dia. 
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3. GENERALIDADES SOBRE POLÍGONOS 


Nomenclatura e elementos de um 
polígono 


Polígono é um conjunto de segmentos de reta coplana- 

res tais que: 

* cada extremidade de qualquer um deles é extremidade 
de dois e apenas dois deles; 

* dois segmentos consecutivos quaisquer, dentre eles, 
não são colineares. 


Ângulo 





A tabela a seguir mostra os nomes que recebem os po- 
lígonos, conforme o seu número de lados (ou de vértices). 



























































Número de lados Nome de bulicono 
(Nümero de vértices) 

3 Triángulo 

4 Quadrilátero 

5 Pentágono 

6 Hexágono 

7 Heptágono 

8 Octógono 

9 Eneágono 
10 Decágono 
11 Undecágono 
12 Dodecágono 
13 Tridecágono 
14 Tetradecágono 
15 Pentadecágono 
16 Hexadecágono 
17 Heptadecágono 
18 Octadecágono 
19 К Eneadecágono 
20 Icoságono 


Aos polígonos com mais de 20 lados nào daremos 
nomes especiais, nos referindo a eles explicitando o seu 
número de lados. 


Polígonos convexos 


Observe que a reta r que contém o lado AB do pentá- 
gono abaixo deixa os demais lados contidos em um mes- 
mo semiplano de origem r: 





O mesmo acontece com a reta que contém qualquer 
um dos outros lados. Por isso, dizemos que esse pentágo- 
no é convexo. 


Um polígono é convexo se, e somente se, a reta 
que contém qualquer um de seus lados deixa os de- 
mais lados contidos em um mesmo semiplano de ori- 
gem nessa reta. 


Observando o polígono ABCDEFG, constatamos que 
ele não é convexo, pois a reta r que contém o lado AB não 
deixa os demais lados contidos em um mesmo semiplano 
de origem r. 





Polígono regular 


Um polígono convexo que possui todos os lados con- 
gruentes entre si e todos os ângulos internos congruentes 
entre si é chamdo de polígono regular. 


Ш 
A 


En Hexágono regular 


Exemplos 


Quadrilátero 
regular 
(quadrado) 


Triángulo regular 
(triángulo eqüilátero) 


A. TRIÂNGULOS 


Classificação 
a) Quanto aos ângulos 
Hipotenusa | YN 
Cateto > A A a ER 
ES G - 
Cateto 
Triângulo Triângulo Triângulo 
retângulo acutângulo obtusângulo 
(um ângulo (os três ângulos (um ângulo 
interno reto) internos agudos) interno obtuso) 
b) Quanto aos lados 
Triângulo Triângulo Triângulo 
equilátero isósceles escaleno 
(os três lados (dois lados (os três lados 
congruentes congruentes com medidas 
entre si) entre si) diferentes entre si) 


Elementos de um triângulo 


a) Altura de um triângulo é o segmento de reta que liga 
um vértice ao lado oposto, perpendicularmente. 


Altura relativa ao 
lado BC ou ao 
vértice A 


B с 


b) Bissetriz interna de um triángulo é o segmento de 
reta contido na bissetriz de um ángulo interno, ligando 
um vértice ao lado oposto. 


Bissetriz interna relativa 


M ao vértice A 


B 5 с 





c) Mediana de um triángulo é o segmento de reta que 
liga um vértice ao ponto médio do lado oposto. 


A 
Mediana relativa ao 


lado BC ou ao 


B M (médio) с 





d) Mediatriz de um triángulo é a reta perpendicular a um 
dos lados pelo ponto médio. 


A 





Mediatriz relativa 
ao lado BC 





B M (médio) с 


Ângulos em um triângulo 
a) Soma dos ângulos internos de um triângulo 


Consideremos um triângulo qualquer ABC cujos ângu- 
losA,Be € têm medidas а, B e Ө. respectivamente; 


ya Ө 
А B 


traçando por B a reta DE paralela a AB, determinamos án- 
gulos alternos congruentes; 





B 
como o ángulo DBE é raso, concluímos que 
a + B + 0 = 180°, isto é: 


A soma das medidas dos ángulos internos de um 
triângulo qualquer é 180º. 


b) Teorema do ângulo externo de um triângulo 


Na figura abaixo, o ângulo BAD é adjacente e suple- 
mentar de um ângulo interno do triângulo ABC, por isso, 
ВАР é chamado de ángulo externo desse triângulo. 


B 


Ângulo externo 
relativo ao vértice A 






с A D 


Sendo a e B as medidas dos ángulos internos C e B, 
respectivamente, e indicando por e a medida do ángulo 
externo relativo ao vértice A temos: 





а + B + 180º — e = 180º 
“e=a+B 


isto é: 


A medida de um ângulo externo de um triângulo. 
é igual à soma das medidas dos ángulos internos não. 
adjacentes a ele. 
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O Floco de Neve: um polígono fractal 


O termo "fractal" foi criado em 1975 por Benoit 
Mandelbrot, pesquisador da IBM e autor de trabalhos 
pioneiros sobre a Geometria Fractal. (...) 

^ característica principal de uma linha ou de uma 
figura fractal é a repetição de padrões: o desenho vi- 
sível numa determinada escala repete-se sucessiva- 
mente em escalas cada vez menores. (...) 

Um exemplo interessante de polígono fractal é o 
que representa um floco de neve no plano. Sua 
construção é relativamente simples. Parte-se de um 
triângulo equilátero e dividem-se seus lados em três 
partes iguais. Em cada um dos lados, apaga-se a par- 
te do melo e constról-se, com base no segmento 
central (que foi apagado), um novo triángulo equilá- 
tero de lado igual a 1/5 do primitivo. Então, sobre 
cada lado resultante repete-se o processo anterior 
várias vezes, como mostram as figuras a seguir: 


Pas у E E 
> | | > > | > etc. 
(..) 

José Domingos Vasconcelos. Desenhando um fractal plano, site 
Estadão na escola. 

Para ler o texto na integra consulte o site Estadão na escola 


(www.estadao-escola.com.br), clicando em “Sugestões de ati- 
vidades”, “Matemática” e “Desenhando um fractal plano”. 


Nota 


Retângulo é todo quadrilátero que possui os quatro ân- 
gulos retos. 


B.9 


Determine a medida do ángulo externo relativo ao vérti- 
ce C do triángulo abaixo: 


A 


2x4 70º 
B с 


В.10 As diagonais que “partem” de um mesmo vértice de um 


B.11 


polígono convexo dividem-no em triángulos. Multipli- 
cando por 180º o número de triángulos, obtém-se a soma 
das medidas dos ángulos internos do polígono convexo. 
Por exemplo, as diagonais que partem de um mesmo vér- 
tice de um hexágono convexo dividem-no em 4 triángu- 
los. Observe: 


Portanto, a soma S, das medidas dos ángulos internos 
desse polígono é: 


$; = 4+ 180° = 720° 


Raciocinando desse modo, calcule a soma das medidas 
dos ángulos internos de um polígono convexo de: 

a) 4 lados (quadrilátero); 

b) 5 lados (pentágono); 

c) 8 lados (octógono). 


As diagonais que “partem” de um mesmo vértice de um 
polígono convexo de n vértices dividem-no em n — 2 tri- 
ángulos: 


\ 
I5 ^ 
Jj EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.6 As medidas em graus, dos ángulos internos de um trián- 
gulo sáo x, 2x e 3x. Quanto mede o menor ángulo interno 
desse triángulo? 





- d 
{х 2х{ М 





“ 


B.7 Um ángulo agudo de um triângulo retângulo mede o quá- 
druplo da medida do outro ángulo agudo. Quanto mede o 
menor ángulo interno desse triángulo? 





Como a soma dos ángulos internos de cada triángulo é 
180º, concluímos que a soma S, dos ángulos internos de 
um polígono convexo de n lados é: 





B.8 (Fuvest-SP) No retângulo, o valor, em graus, dea + В é: 





S; = 180º (n — 2) 


a) 50 d) 130 б 
b) 90 e) 220 Usando essa fórmula, calcule a soma dos ángulos inter- 
c) 120 nos dos seguintes polígonos convexos: 





a) quadrilátero 
b) pentágono 


c) hexágono 
d) decágono 


B.12 Quanto mede cada ángulo interno de um hexágono re- (Esa No quadrilátero a seguir, a medida B é igual ao quíntuplo 
gular? da medida a. 






B.13 Um ángulo adja- 








1 Ângulo externo - na 
cente e suplemen- AL je relativo B n 
tar de um ángulo ao vértice A ur 
interno de um po- 

E PW TE B E 
lígono convexo é as 
chamado de án- M 
gulo externo. a) Determine a medida а, em graus. 


Em relação a cada b) Determine a medida de um ângulo formado pelas bis- 


vértice temos dois D setrizes dos ángulos de medidas a e p. 

ângulos externos 

opostos pelo vértice. Considerando apenas um desses €.6 Umtriángulo ABC é retângulo em A, e um dos outros ân- 
ângulos em cada vértice, prove que a soma 5, dos ángu- gulos internos mede 40º. Determine a medida do ángulo 


los externos de um polígono коцуөко, ао, formado pela altura e pela bissetriz relativa ao vértice А. 
Sugestão. Use a fórmula do exercício B. 11 e observe 


que um ángulo externo e o ángulo interno adjacente são [БЕЙ (Fuvest-SP) Considere um fritngnlo ABC tal que altura 


Saplementures BH seja interna ao triángulo e os ángulos BÁH e HBC se- 
B.14 Quanto mede cada ângulo externo de um decágono re- jam congruentes. Determine a medida do ángulo ABC. 
gular? 


« 
z 
q 
= 
Q 
X 
e 
> 
ш 
2 
o 
m 
o 
ш 
O 
л 
o 
Ы 
Л 
< 
ta 
v 
< 
2 
m 
[mm 


cs. O ángulo externo relativo ao vértice A de um triângulo 
ABC mede 100º. As medidas dos ângulos internos B e C 
estão na razão 2 para 3, nessa ordem. Determine a medi- 
da do ángulo externo relativo ao vértice B. 








1 í 
ү, EXERCICIOS COMPLEMENTARES | 


€.9 Determine as medidas x e y na figura abaixo: 
€. (UnB-DF) A figura mostra as medidas a, b e c dos ángu- 
los assinalados, sendo AB // CD. 
Nessas condições, pode-se afirmar que: 





a)a + b + c= 360° А в 
bb=a+c = 
c)b—-c-a » 
d)a + b = 180° e 

eJa=b+e 


С.2 (FGV-SP) Considere as retas ғ, s, t, и, todas num mesmo 
plano, com г / и, conforme figura. O valor em graus de 





2x + 3yé 

a) 64º d) 660º 
b) 500º e) 580º 
c) 520º 


С.10 (Vunesp) No triângulo ABC da figura BD é bissetriz do 
ângulo interno B, e CD é bissetriz do ângulo externo re- 
lativo ao vértice C. Determine a medida do ângulo inter- 
noA. 





C.3 Determine a me- 
dida x do ángulo 
DÉF da figura 
ao lado, sabendo 
que AB / EF. 








| (Fuvest-SP) Na figura abaixo os ángulos a, b, c, d me- 
dem, respectivamente, + 2x, Зх e x. O ângulo e é С.11 (UFRJ) No hexágono regular, o ángulo AFB mede: 


2 a) 60º d) 50º À 5 

reto. Qual é a medida do ángulo f? b) 30° e) 52° 
c) 40° 

a) 16° 
b) 18° F c 
c) 20° e 
d) 22º 
е) 24º Y D 4 


N 
[^r] 
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1. CONCEITUACAO 


Imagine dois triângulos recortados em cartolina, de 
modo que seja possível colocar um sobre o outro para que 
cada ponto de qualquer um deles coincida com algum 


ponto do outro: 


(O símbolo = deve 


P ser lido "coincide") 


Isso só é sire se para cada "ml de qualquer um 
dos triángulos existe um ángulo congruente no outro; e 
para cada lado de qualquer um dos triángulos existe um 
lado congruente no outro. Sob essas condições dizemos 
que os dois triângulos são congruentes. 


y 


Definição 


Dois triângulos são congruentes se, e somente se, 
existe uma correspondência biunívoca que associa 
os três vértices de um dos triângulos aos três vértices 
do outro, tal que: 

T) ángulos com vértices correspondentes são con- 
gruentes; 

II) lados opostos a vértices correspondentes são 
congruentes. 





2. CASOS DE CONGRUÊNCIA DE 
TRIÂNGULOS 


A definição de congruência de triângulos exige que 
sejam obedecidas seis condições: três congruências entre 
lados e três entre ângulos. Porém, escolhendo adequada- 
mente algumas dentre essas seis condições, percebemos 
que, se elas forem obedecidas, as outras também o serão. 
Qualquer conjunto formado por uma quantidade mínima 
de condições capazes de garantir a congruência de dois 
triângulos é chamado de caso de congruência. A seguir 
apresentamos os casos principais. 


Caso LAL (lado, ângulo, lado) 


Dois triângulos são congruentes se, e somente se, têm 
dois lados e o ângulo compreendido por eles, respecti- 
vamente, congruente. 


A D 
ES binc 
АВ = DE 
В= Ё € ЛАВС = ADEF 
ВС = EF 


Caso ALA (ângulo, lado, ângulo) 


Dois triângulos são congruentes se, e somente se, têm 
um lado e os ângulos adjacentes a ele, respectivamente, 
congruentes. 





Notas 
1. Ao indicar a congruéncia por 
AABC = ADEF 


estamos afirmando que os vértices A, B, C são, respecti- 
vamente, os correspondentes dos vértices D, E, F. 


2. Lados opostos a vértices correspondentes são cha- 
mados de lados correspondentes. 


Caso LLL (lado, lado, lado) 


Dois triângulos são congruentes se, e somente se, têm 
os três lados, respectivamente, congruentes. 


A D 
p A 


© ЛАВС = ADEF 





Caso LAA, (lado, ángulo, ángulo oposto) 

Dois triángulos sáo congruentes se, e somente se, tém 
um lado, um ángulo adjacente e o ángulo oposto a esse 
lado, respectivamente, congruentes. 


A D 
a —^ 
A "e AS, 
BC = EF 
B=E € AABC = ADEF 
AÁ=D 


Caso RHC (ángulo reto, hipotenusa, cateto) 

Dois triángulos retángulos sáo congruentes se, e so- 
mente se, tém a hipotenusa e um cateto, respectivamente, 
congruentes. 





A D 
| 
de A i A 
gl >c xl F 
В е Ё são retos 
АС = DF € ДАВС = ADEF 
АВ = РЕ 


Determinação da rota na navegação 
aérea 


Voando para um certo ponto, um avião sofre um 
desvio quando recebe um vento lateral. Por isso, a 
rota deve ser corrigida. Em princípio isso é conseguido 
através de um paralelogramo ABCD no qual a veloci- 
dade, a direção e o sentido do vento são represen- 
tados pelo lado AB; a rota direta ao ponto em que se 
quer chegar é representada pela diagonal AC; e a 
velocidade, a direção e o sentido que se imprimem 
ao avião são representados pelo lado AD, conforme 
a figura 1. Se a correção não for feita, comete-se o 
erro mostrado na figura 2. 


Figura 1 Figura 2 


AR 






objetivo 
20016) 





objetivo - ү 
B 


O avião está em A; AC é a direção 
do objetivo; ADé a direção que se 
imprime ao aparelho para que a 

resultante o leve à meta. Se isso 
não for feito cometeremos o erro 
mostrado na figura seguinte. 


O avião está em 4; ABé a 
direção do vento; AC a dire- 
ção da meta. O vento desvia 
о avião que, em vez de se 
dirigir para seu objetivo, se- 
gue a resultante AD. 


у 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS 
B.1 O quadrilátero ABCD é um paralelogramo, isto é, 
AB//DCeAD / BC. 
A B 


D C 


Mostre que os triângulos ABD e CDB são congruentes. 
(Basta identificar um dos cinco casos de congruência.) 


Nota а: ж МЕЛ Ж 
Dessa congruéncia temos que АВ = DC е AD = ВС. 
Concluímos, entáo, a importante propriedade: 


Em um paralelogramo, dois lados opostos quais- 


quer são congruentes. 
B.2 No quadrilátero plano ABCD tem-se que AB = DC e 
AD = BC. 
A B 
D с 


Mostre que os triângulos ABD е СРВ são congruentes. 
(Basta identificar um dos cinco casos de congruéncia.) 


Nota 

Dessa congruéncia, temos que: 

* ABD = BDC, logo AB / DC; 

* ADB = DBC, logo AD / BC. 

Concluímos, então, a importante propriedade: 


Todo quadrilátero plano, em que dois lados opos- 
tos quaisquer são congruentes, é um paralelogramo. 


B.3 O quadrilátero ABCD é um paralelogramo. 
A B 


D с 
Mostre que os triângulos AMB е СМР são congruentes. 


Nota 

Dessa congruência, temos que: 

* AM = CM, logo M é ponto médio de AC. 

* BM = DM, logo M é ponto médio de BD. 
Concluímos, então, a importante propriedade: 





k O ponto de cruzamento das diagonais de um 
paralelogramo é o ponto médio de cada uma delas. 


B.4 O quadrilátero ABCD é um retângulo, isto é, tem os 


quatro ângulos retos. 
A B 


D C 
Mostre que os triângulos ADC e BCD são congruentes. 
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Nota sua grande aplicação na resolução de problemas. Para 


ч Dessa congruéncia, temos que АС = BD. facilitar a compreensão dessas propriedades, convencio- 
E Concluímos, então, a importante propriedade: namos que em um triángulo isósceles o vértice comum 
[a] aos lados congruentes é chamado de vértice do triángulo 
q As diagonais de um retângulo são congruentes. isósceles e o lado oposto a esse vértice é chamado de base 
© do triángulo isósceles. Desse modo, temos que: 
zZz Observe que um retângulo também é paralelogramo, 
=, portanto, valem para o retângulo as propriedades dedu- Os ângulos da base de um triângulo isósceles são 
zidas para o paralelogramo. congruentes. 
В.5 O quadrilátero plano ABCD é um A 
losango, isto é, tem os quatro lados 
congruentes entre si. A mediana, a bissetriz e a altura relativas à base 
Mostre que os triângulos AMD, AMB, do triângulo isósceles coincidem. 
CMD e CMB são congruentes entre si. B b 
Nota RENE E D. ama 
Dessa congruência, temos que: A mediatriz relativa à base de um triángulo isós- 
+ AMD = AMB = CMB = СӢР, celes contém a mediana, a bissetriz e a altura relativas 
logo, cada um desses ángulos é reto, C a essa base. 
pois a soma de suas medidas é 
360*. H а mM. ч Para justificar essas proprieda- A 
* МАВ = MAD, MCB = МСР, MBA = MBC e des, vamos traçar a mediana AM re- 


ai n. D E lativa à base BC de um triángulo 
Concluímos, então, as importantes propriedades: 


isósceles ABC: A \ 
As diagonais de um losango são perpendiculares E A ali 
епке. de triângulos temos que AAMB = | Y 
= AAMC. Conseqüentemente: B M © 
D АВМ = ACM, ou seja, os ângu- — — —————— 


As diagonais do losango estão contidas nas bis- los da base do triângulo isósce- Base 


setrizes dos ángulos internos. les'so congruentes 
g E 


II) BÁM = CÂM, e, portanto, a mediana AM coincide 


Notas com a bissetriz interna relativa ao vértice do triângulo 
1, Um losango também é um paralelogramo, e, portanto, Pra 
A isósceles. 
valem para o losango todas as propriedades do parale- E E га a 
logramo. Ш) AMB = AMC e m(AMB) + m(AMC) = 180º 
2. Um quadrado é um quadrilátero plano que possui os Logo, cada um dos ángulos AMB e AMC é reto, 
quatro lados congruentes e os quatro ángulos retos. portanto, a mediana AM coincide coma altura relativa 
Logo, o quadrado é paralelogramo, é retángulo e à base do triángulo isósceles. 


também é losango; e, portanto, valem para o quadrado үү) A altura relativa à base do triángulo isósceles é 
todas as propriedades concluídas nos exercícios de perpendicular a essa base no ponto médio M Logo. 


В.1 a B.5. y Де 5 
essa altura está contida na mediatriz relativa a essa 
B.6 Na figura ao lado, C é ponto ei 5x4 18 B base. Como a altura coincide com a mediana e com 
médio de cada um dos seg- a bissetriz relativas à base, temos justificada a última 
mentos AE e BD; e as medi- xopriédade 
das indicadas estão na mes- N prop A 5 P 
ma unidade de comprimento. Valem também as recíprocas dessas propriedades, isto é: 
a) Determine o nümero x. E 
b) Qual é a posigáo relativa Se um triángulo possui dois ángulos internos con- 
das retas AB e DE? gruentes, então ele é isóceles. 
Por quê? 
D E 
28 


Se a mediana relativa a um lado de um triângulo 
coincide com a bissetriz ou com a altura relativa a 
esse lado, então esse triângulo é isósceles. 





3. PROPRIEDADES DO TRIÂNGULO 
ISOSCELES 


Se a mediatriz relativa a um lado de um triângule 
contém a mediana, a bissetriz ou a altura relativa д 
esse lado, então esse triângulo é isósceles. 


Como vimos, um triângulo é isósceles quando tem 
dois lados congruentes. Esse tipo de triângulo possui 
algumas propriedades que merecem destaque, devido a 





D А я 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.7 No triángulo ABC da figura А 
tem-se que AB = AC. Deter- 
mine a medida x, em graus. 


a 
o 
d 
о 
de 
o 
E 





Nota 

A medida de um segmento 
AB é indicada por AB (sem o — 110° 
traco). 





de, Cratera de Barringer, Arizona, EUA 
B.8 No triângulo 


isósceles de 
base BC da сш 
figura, deter- 

mine a medi- 

da do ángulo с 
interno À. 


B.9 Determine a medida de cada ângulo agudo de um triân- 
gulo retângulo isósceles. 


B.10 Na figura ao lado, 





os pontos A, De C z^ 9627 
sc rolineares e с a P Vista interior da cratera. 
PR 2 x + 30° E 
sp = BD. Bon 1} B.15 О triángulo АВС é isósceles de base BC e М ё ponto mé- 
mine a medida x, d dio da base. Determine a medida do ángulo ABC. 
em graus. р, / 
р, / A 
K ege) 


В.11 (Fuvest-SP) Num triângulo isósceles um ângulo Â mede 
100*. Qual é a medida de um ángulo agudo formado 
pelas alturas que nào passam pelo vértice A? B M c 


B.12 Quanto mede cada ângulo interno de um triángulo В-16 Num triângulo retângulo ABC, um ponto D da hipote- 
equilátero? nusa AC é tal que os ângulos DAB e ABD têm a mesma 
medida. Sabendo que AC = 10 cm, calcule a medida do 

B.13 (Vunesp) O tri- A segmento BD. 
ángulo ABC da 


Шаша nid Exercícios complementares C.7 e C.8 





lero. Os pontos N 

M e N e os pon- 4. PROPRIEDADE DA MEDIANA 

tos P e Q divi- м RELATIVA A HIPOTENUSA DE UM 
е TRIÂNGULO RETÂNGULO 

que pertencem 

em três segmen- в Е a E Dentre as várias propriedades do triângulo retângulo, 
tos de reta de vamos destacar uma, decorrente do conceito de congru- 
mesma medida. Nessas condições, calcule: ência de triângulos, que afirma: 

a) a medida do ângulo MPQ (vértice P); 

b) a medida do ângulo BMO (vértice M). Em todo triângulo retângulo, a mediana relativa 


SON E d 
B.14 Há milhares de anos, um meteorito com mais de um a йе 


milhão de toneladas chocou-se com o solo no Arizona, 


EUA, formando uma enorme cratera (Cratera de Barrin- B 
ger). Para medir o diámetro dessa cratera, um geólogo pS АМ = ВС 
fixou dois pontos А е B, extremos de um diámetro da 2 


E s . M (Ponto médio) 
cratera, e caminhou 1.260 m, a partir do ponto A, perpen- Sd 


dicularmente а AB, até um ponto C tal que m(ACB) = 45º. E 
Qual é a medida do diámetro AB? A "c 








Para entender o porquê dessa в D 
propriedade, construa o retán- 
gulo ABDC e suas diagonais: 

A с 
As diagonais deum retângulo в D 


são congruentes e o ponto 
comum às duas é ponto mé- 
dio de cada uma. Logo, esse 
é o ponto médio, M, da hipo- 


tenusa do triángulo ABC: A E 
_ AD 
Como “2 concluímos que 
AD = BC 
BC 


B A 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS russes 


B.17 Na figura, M B 
é ponto mé- 
dio da hipote- 
nusa do trián- 
gulo retângu- 
lo ABC, eo A 
ángulo CBM 
mede 40º. 
Determine as medidas x e y, em graus. 


B.18 (E. E. Mauá- A 
SP) No trián- 
gulo ABC, re- 
tângulo em A, 
a altura AH 
forma ângulo 
de 10º coma | / — 
mediana AM. 


o 





H M a 


Calcular as medidas dos ángulos internos do triángulo 
ABH. 


s complementares: 





NS 
1 
J EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


ол un Duas montanhas têm alturas 600 m e 400 m em relação 
aum terreno plano e horizontal, sendo A e B os “centros” 
das bases; e D e E seus topos, conforme figura. 


D 
Á 
A B 


Sobre um ponto C do segmento AB, será construído 
um posto de observação da guarda florestal, tal que 
CD = СЕ e e m(DCE) — 90*. Calcule as medidas dos 
segmentos CA e CB. 


Gan A reta r é mediatriz 
do segmento AB. 
Mostre que qual- 
quer ponto de r 
equidista de A e B. 








Sugestão.Tome um ponto P qualquer da mediatriz, 
Р = M (pois M com certeza equidista dos extremos A e B) 
e trace os segmentos PA e PB. 


(ese As três mediatrizes de um triângulo concorrem em um 
mesmo ponto chamado de circuncentro do triângulo. 
Mostre que o circuncentro equidista dos três vértices do 
triângulo. 

Sugestão. Use a propriedade deduzida no exercício 
anterior. 


A semi-reta A 
OC é bisse- 
triz do án- 
gulo AOB. 
Mostre que 
qualquer 
ponto dessa 
bissetriz equidista dos lados do ângulo. 

Sugestão. Tome um ponto P, P O, qualquer da bisse- 
triz e trace, a partir dele, segmentos perpendiculares aos 
lados do ângulo. 


As bissetrizes internas de um triângulo concorrem em um 
mesmo ponto I chamado de incentro do triângulo. Mos- 
tre que o ponto I equidista dos trés lados do triângulo. 
Sugestão. Use a propriedade deduzida no exercício 
anterior. 


(UFES) No triângulo ABC da fi- ^ 
gura, tem-se que AD = CF=BE 
e DC = FB = EA. Prove que o 
triângulo DEF é equilátero. 





er (Fuvest-SP) Na figura, 
AB = BD = CD. 
Então: D 
a) у = 3х 
b) y = 2х 
с) х + у = 180° 
х= у 
е) 3x = 2y А B с 


Ма брига, ABCDé р c 

um quadrado e 

BCE é um triângu- 

lo equilátero. De- E 
termine a medida 

do ângulo CÊD. 


A B 
Calcule a medida do ângulo formado pela altura e pela 


mediana relativas à hipotenusa de um triângulo retângulo 
que possui um ângulo interno de 20°. 


(UnB- DF) Na figura abaixo, calcule a medida do ángulo 
AMD, sabendo que M é ponto médio de BC. 









A PROP 


1. TEOREMA DE TALES 


A famosa frase “Co- 
nhece-te a ti mesmo", 
dita por Tales de Mileto 
(624 a.C. — 548 a.C.), ca- 
racteriza bem o homem 


Se três ou mais retas paralelas concorrem com duas 
retas transversais, então a razão entre dois segmentos 
de uma mesma transversal é igual à razão entre os 
segmentos correspondentes da outra transversal. 


Escalas termométricas 





GEOMETRIA PLANA 


que mereceu de Aristóte- 
les o comentário: “Para 
Tales a questão primordi- 
al não é o que sabemos, 
mas como o sabemos”. 
Tales é considerado o 
primeiro filósofo grego e 
é, também, o primeiro ho- 
mem da história a quem 
se atribuem descobertas 
matemáticas específicas, embora, antes dele, já houvesse 
um grande conhecimento matemático. Um dos teoremas 


A escala Celsius adota, sob pressão normal, o Va- 
lor O (zero) para a temperatura de fusão do gelo e o 
valor 100 (cem) para a temperatura sob a qual a 
água entra em ebulição. Na escala Fahrenheit, são 
atribuídos os valores 52 e 212 a essas temperatu- 
ras, respectivamente. Os símbolos °С e °F indicam 
graus Celsius e graus Fahrenheit, respectivamente. 
Aplicando o teorema de Tales podemos transformar 
medidas de uma dessas escalas para a outra, por 
exemplo, para transformar 54 *C em graus Fahre- 
nheit, agimos da seguinte maneira: 





Tales de Mileto 
(624 a.C. — 548 a.C.). 


TEMAS BÁSICOS DE 


associados ao nome de Tales trata da proporção entre seg- 3 
mentos de reta, conforme é descrito a seguir. | zi 8 
Consideremos três retas paralelas p, q, r “cortadas” à 
por duas transversais s e 1: 30 
2 
bt 3m 
! 0 
| 10 
— MEO 
. 204 
| 40 
50 
| 50 





Termômetro graduado nas escalas 
Fahrenheit e Celsius. ^ — 











МЕЕ ИЕ 100550) 212252 
ME- PR SO TEL 
Dizemos que dois segmentos das transversais s € t são Е 167 
correspondentes quando seus extremos pertencem às mes- Logo, 75 *C equivalem a 167 *F. 
mas paralelas. Por exemplo: AE e DF são correspondentes, 
pois seus extremos pertencem às mesmas is paralelas p ‹ peg; " 
analogamente são correspondentes EG e FH. AG e DH. 1 
Tales demonstrou que a razáo entre dois segmentos j EXERCÍCIOS BÁSICOS 
de uma mesma transversal é igual à razáo entre os seg- E 
mentos correspondentes na outra transversal, isto é: BI. MP medida x em cada figura: 
rs 
AE _ DF GE. HF r 
EG FH GA HD 9 x 
5 
AB E e eic. 
AG DH 42 в 


Esse teorema pode ser generalizado para mais de trés pa- 
ralelas, como segue. 


31 








br/sft 


erfsft 


10 








Sugestão. Pelo ponto comum às transversais, trace 
uma reta f paralela às retas re s. 


eris 





B.2 Determine as medidas x, y e z na figura abaixo, sabendo 
quex+y+z=IZ2equer/s/t/u. 


г 


5 





2. SEMELHANCA DE FIGURAS PLANAS 


Imagine a figura contida em um eslaide projetada so- 
bre uma tela colocada a duas distáncias diferentes do pro- 
jetor, e em planos de projeção paralelos. As imagens pro- 
jetadas terão tamanhos diferentes, porém, terão a mesma 


“forma”. Por isso, dizemos que essas figuras são seme- 
lhantes. 





Um dos conceitos mais importantes da geometria é o 
de semelhança de figuras planas. Intuitivamente, duas 
figuras planas são semelhantes quando têm a mesma for- 
ma, mas não, necessariamente, o mesmo tamanho. 


Exemplos 
a) Dois quadrados quaisquer são figuras semelhantes. 


m = 


Se os quadrados tiverem o mesmo tamanho, então eles 
são congruentes. A congruência é um caso particular da 
semelhança. 

b) Dois retângulos só são semelhantes quando seus lados 
são proporcionais. 


8cm 


3. SEMELHANCA DE TRIÂNGULOS 


O conceito intuitivo de semelhança é muito importan- 
te, porém, devemos formalizá-lo. Para isso, adotamos a 
definição a seguir. 


16cm 


Definição 


Dois triângulos são semelhantes se, e somente se, 
existe uma correspondência biunívoca que associa os 
três vértices de um dos triângulos aos três vértices do 
outro, tal que: 
T) ângulos com vértices correspondentes são congru- 
entes; 
П) lados opostos a vértices correspondentes são pro- 
porcionais. 





Notas 

1. Ao indicar a semelhança por AABC — ADEF esta- 
mos afirmando que os vértices A, B e C são, respectiva- 
mente, os correspondentes dos vértices D, E e F. 

2. Lados opostos a ángulos correspondentes sào cha- 
mados de lados correspondentes. 

3. A razão entre dois lados correspondentes é chamada 
razão de semelhança. 


Casos de semelhança de triângulos 


A definição de semelhança de triângulos exige que se- 
jam obedecidas seis condições: três congruências e três 
proporcionalidades. Porém, escolhendo adequadamente 
algumas dentre essas seis condições, percebemos que, se 
elas forem obedecidas, as outras também o serão. Qual- 
quer conjunto formado por uma quantidade mínima de 
condições capazes de garantir a semelhança de dois triân- 
gulos é chamado de caso de semelhança. A seguir apre- 
sentamos os casos principais. 


Caso AA (ângulo, ângulo) 
Dois triângulos são semelhantes se, e somente se, têm 
dois ângulos respectivamente congruentes. 


A D 
Yo a D, 
B с 


€ ДАВС ~ ADEF 


N 


=F 


C» 9 à» 


Caso LAL (lado, ángulo, lado) 

Dois triângulos são semelhantes se, e somente se, têm 
dois lados, respectivamente, proporcionais; e são congru- 
entes os ângulos formados por esses lados. 


A D 
PAN av 
B Cc 


AB _ BC 

DE EF 

* €» AABC — ADEF 
В= Ё 


Caso LLL (lado, lado, lado) 


Dois triângulos são semelhantes se, e somente se, têm 
os três lados, respectivamente, proporcionais. 


E ? 
5 EXERCÍCIO RESOLVIDO 


Ri Determine а me- 





dida do lado AB E 
do triángulo ABC х 
ao lado, sabendo Sem 
que ВАС = РВС. 

A D с 
Resolução яри 


Separando os triângulos ABC е ВРС, е observando que 
ВАС = DBC e ВСА = ВСР (С é ângulo comum aos dois 
triângulos), concluímos que AABC — ABDC (caso AA). 
Marcando ângulos congruentes com o mesmo número 
de tracinhos, temos: 


Para montar a proporção entre as medidas dos lados, co- 
locamos como numeradores as medidas dos lados de um 
mesmo triángulo e em cada denominador colocamos o 
correspondente do numerador (lados correspondentes 
são lados opostos a ángulos congruentes), isto é: 


E ЕЕ: 


е вд 
Logo, o lado АВ mede 8 ст. 


Um pequeno projeto de hidráulica 


Dols chacareiros, que moram em um mesmo lado 
de um rio, fizeram uma sociedade na compra de uma 
bomba d'água que será instalada em um ponto do rio 
e servirá as duas residências A e B, conforme a figura. 
Decidiram instalar a bomba em um ponto do rio de 
modo que gastassem o mínimo possível com enca- 
namento. O engenheiro contratado para executar o 
projeto determinou o ponto ideal para a instalação da 
bomba de acordo com o raciocínio descrito a seguir. 


300m 






B 


50m: 
M x P», 300-x М 
RA, 1 
y р 
pra 1 100m 
^ L 
Ponto ideal Et d 
хч 
ND 


Inicialmente, o engenheiro determinou o ponto B', 
simétrico de B em relação ao rio. O menor compri- 
mento de um encanamento ligando o ponto A ao 
ponto В’ é a medida do segmento AB. Como os tri- 
ângulos NBP e NB'P são congruentes, tem-se que PB' 
= PB, portanto, o menor comprimento de um enca- 
namento ligando A a um ponto do rio e deste ao pon- 
to B é a soma das medidas AP e PB. Da semelhança 
entre os triângulos AMP e B'NP tem-se a proporção: 

50 x - 
A 


Logo, o ponto ideal é aquele que dista 100 m de M. 
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|, , 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS * 


B3 


B.4 


B.5 


No triángulo ABC, abaixo, o segmento ED é paralelo a 
BC. Determine as medidas de AE e AD. 


A 
18 
12 
E DJ 
B 9 E 


Na figura abaixo, AB / DE. Determine as medidas x e y. 


A 16 B 
8 x 
c 
21 12 
D E 
y 


(Fuvest-SP) Na figura, o triángulo ABC é retángulo em 
A, ADEF é um quadrado, AB = 1 e AC = 3. Quanto 
mede o lado do quadrado? 


a) 0,70 B 
D ET E 
A F с 


B.6 (Fuvest-SP) Dados 


b) 0,75 
c) 0,80 
d) 0,85 
e) 0,90 
MBC = ВАС, AB = 3, BC = 2, АС = 4, então, MC é 
igual a: 
a) 3,5 A 
b) 2 
M 

B с 
No triângulo ABC, abaixo, M e N são pontos médios de 
AB e AC, respectivamente. 


c) 1,5 
A 
AN 
B [o 


41 

е) 0,5 

а) Mostre que os triângulos ABC e AMN são semelhan- 
tes (basta identificar um caso de semelhança). 

b) Qual a posição relativa entre as retas MN e BC? Por 
quê? 

c) A medida do segmento MN equivale a quanto da me- 
dida BC? 





Nota 


о 


segmento que une os pontos médios de dois lados de 


um triángulo é chamado de base média do triángulo. Re- 
solvendo o exercício B.7 vocé concluirá a importante 
propriedade: 





B.8 As três medianas с 


de um triángulo 

se cruzam em um N M 

mesmo ponto G 

chamado de ba- д B 
ricentro do tri- 

ângulo. Mostre que o ponto G divide cada mediana na 
razão 2 para 1. 

Sugestão. Desenhe duas medianas AM e BN de um tri- 
ângulo ABC e trace a base média MN. 


(U. F. Juiz de Fora-MG) O perímetro do triângulo ABC, 
abaixo, é 18 cm. O perímetro do triângulo cujos vértices 
são os pontos médios M, N e P dos lados do triângulo 
ABC é: 
a) 12 cm 
b) 8 cm 
с) 15cm 
d) 8 cm 
e) 9 cm 


A 





310 Na figura, a reta A 


r passa pelo pon- 

to médio M do 
ladoABeépara- r 
lela ao lado BC. 
Mosue que o B с 
ponto N, onde r 

intercepta AC, é ponto médio de AC. 


Nota 
Desse exercício, conclui-se a importante propriedade: 





B.11 Trapézio é todo A B 
quadrilátero que у N 
possui dois lados E 
paralelos. Esses D С 


lados são chama- 

dos de bases do trapézio. No trapézio ABCD, acima, a 
reta r passa pelo ponto médio M do lado AD e é paralela 
às bases AB e DC. Mostre que o ponto N, onde r inter- 
AB CD 
c 
Sugestáo. Trace uma diagonal do trapézio e use a pro- 
priedade da base média de um triángulo. 


cepta BC, é ponto médio de BC e MN — 


Nota 

O segmento MN é chamado de base média do trapézio. 
Desse exercício e do fato que existe uma única reta que 
passa por M e N, concluímos a importante propriedade: 





B.12 As bases AB e DC do trapézio abaixo medem 6 cm e 
10 cm, respectivamente. M, N, P e Q são pontos médios 
dos segmentos AD, BC, AM e BN, respectivamente. Cal- 
cule a medida de cada um dos segmentos MN e PO. 








A B 


P 
М, N 





A razão de semelhança 


Vimos que a razão de semelhança de dois triângulos é a 
razão entre as medidas de dois lados correspondentes. Po- 
rém, existem outras maneiras para se calcular essa razão, 
por exemplo, a razão entre alturas correspondentes é igual 
à razão de semelhança, conforme demonstração a seguir. 

Consideremos que AABC — ADEF: 


A 
ya: Ls 
B С É F 
A razão de semelhança do triângulo ABC para DEF é 
o número k tal que: 


Traçando as alturas correspondentes AH e DI, temos 
pelo caso AA que os triângulos ABH e DEI são semelhantes: 


A 
ÁS. f 
B H CTE T E 


logo, temos que: 
AH _ AB 
DI DE 


Em (Т) observamos que A = k, logo, em (II), po- 


demos concluir que: 

AH 

É р 

DI 

ou seja, a razão entre as alturas correspondentes AH e DI 
é a razão de semelhança entre os triângulos. Analoga- 
mente, pode-se demonstrar que a razão de semelhança se 
mantém para dois quaisquer comprimentos correspon- 
dentes: medianas, bissetriz, perímetros etc. 





Y 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS HI 


Sabendo que AABC — ADEF, determine a medida da al- 


tura DI. 
A 
) 
El E 
B H GEI F. 
12 ME UNS 





BHA No triángulo ABC o segmento ED é paralelo a BC. Cal- 
cule a medida da altura do triángulo AED, relativa ao 
lado ED. 


altura -12 cm 





4. RELAÇÕES MÉTRICAS NO TRIÂNGULO 
RETÂNGULO 





No triângulo retângulo ABC 
A 
5 b 
B m n c 
a 
temos que: 


+ b ec são as medidas dos catetos; 

* a é a medida da hipotenusa; 

* hé a medida da altura relativa à hipotenusa; 

* mé a medida da projeção ortogonal do cateto AB sobre 
a hipotenusa; 

• né a medida da projeção ortogonal do cateto AC sobre 
a hipotenusa. 


Vamos demonstrar as seguintes relações métricas: 
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Demonstrações 
O triângulo retângulo ABC pode ser separado em três 
triângulos semelhantes entre si. 


A 
E a 
ef Mb 
/ Ad 
AY lx 
B a с 
А А 
b 
cf |h h 
B m H H n с 
Assim, temos: 
* AABC ~ AHBA = 2 = > == 
logo, в a 
ah — bc 
c = ат 
ch = bm 
* AABC ~ АНАС 2 =P -£ 
b n h 
logo, 
b = ап 
ah = bc 
bh — cn 
* ABBA АНАС C. = A cm 
b n h 
logo, 
bh = cn 
ch — bm 
k= mn 


* Para demonstrar o Teorema de Pitágoras, basta adicio- 
nar, membro a membro, as relações b? = an e c? = am, 
obtendo: 

b? + c? = ап + am 


Jb? + с? = a(n + т) 


como п + т = a, concluímos que: 
йн 
Calculando o comprimento de um túnel a 


ser construido | 

Para calcular o comprimento € de um túnel que 
será construído ligando dois pontos A e B da base de 
uma montanha, pode-se usar o Teorema de Pitágo- 
ras. Considera-se no plano da base da montanha um 
ponto C tal que СА L CB e medem-s distâncias 
CA = xe CB = y, conforme a figura. Atri do Teo- 
rema de Pitágoras obtém-se o comprimento £. 








рл , А 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS rums 


B.15 Determine as medidas a, h, m e n no triângulo retângulo 


ABC, abaixo. 
A 
A 
3 4 
B mH n с 





B.16 Calcule a medida A 
da altura relativa ao 
lado BC dotriângu- — É a Elm 
lo isósceles: 5 FE 


B.17 Sendo M o ponto 
médio do lado BC do triángulo isósceles abaixo, calcule 





a distáncia entre M e o lado AC. 
A 
B M E 
8em 
Nota 


A distância entre um ponto P e uma reta r é a medida do 
segmento PO, perpendicular r, com Q € r. 


B.18 No triângulo re- A 
tângulo ABC ao 
lado, AM é a me- 6 8 
diana relativa à hi- 
potenusa, e AH é 
a altura. Calculea 8 Н M c 
medida do seg- 
mento HM. 


B.19 No triângulo retângulo ABC abaixo, calcule a medida da 
projeção ortogonal do cateto AC sobre a hipotenusa. 


A 
B Ec H С. 
B.20 Calcule a medida de uma diagonal de cada um dos qua- 
drados abaixo. 


a) P b) c) 
3 Lj a 
5 a 


B.21 Calcule a medida de uma altura de cada um dos triángu- 
los equiláteros abaixo. 


a) : b) с) 
3 2 a 





M 
D | 4 €6. Um trecho reto AB de uma estrada mede 1.800 m. Nesse 
EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES # й trecho há três saídas: A, D e B, que ligam, em linha reta, 


€ Determine a medida y, na figura abaixo, sabendo que e conti de 





< 

2 

< 

xtz-yequr/s/tfu. A D B = 

= 

А < 

ES 2 | 5 

AEN Sabendo que CB = 1.200 m e que ВАС = DÔB, calcule | ss 

x a distância entre os pontos D e B. c 

Й > 

“С.Л (UFRS) As diagonais de um quadrilátero ABCD medem Шар, 

12 сте 16 cm. O quadrilátero cujos vértices sao os pon- HH 

C2 Três terrenos têm frente para a rua À e para a rua B, como tos médios M, N, P e О dos lados do quadrilátero ABCD |» 

mostra o esquema. As divisas laterais são perpendicula- tem perímetro: ш 

res à rua A. Qual a medida da frente para а rua B de cada a) 42cm B e 
lote, sabendo que a frente total para essa rua é 180 m? b) 40 cm 

c) 26 cm M, © 

Bus d) 28 cm N Ú 

e) 19 cm A pd 

4 A 

a « 

D P C n 

Rua A um A 

uu , €8 (UFAC) А figura representa um trapézio cujas bases АВ cd 

A distância entre duas retas paralelas é a medida do seg- e DC medem 6 dm e 10 dm. Sendo M e N pontos médios = 

mento perpendicular a ambas e com extremos pertencen- dos lados AD e BC, conclui-se que a medida do segmen- DM 

tes a elas. Sabendo que as retas г, s e г da figura abaixo to PO é: - 


são paralelas e que a distância entre r e s é 6 cm, calcule a) 3 dm d) 2,8 dm 

a distância entre s e f. b)2dm €) 32.dm 
c) 3,1 dm 

Вст Z 


12m 





(СӘХ  (Fuvest-SP) No triângulo acutângulo ABC, a base AB 
mede 4 cm e a altura relativa a essa base também mede 
4 cm. MNPQ é um retángulo cujos vértices M e N perten- 
cem ao lado AB, P pertence ao lado BC e Q ao lado AC. 


c 
B E e o P 
Se AB = 12m, BC = 8 те AC = 6 m, a medida a do 
AM N B 


€.4 (Cesgranrio) O losango ADEF está inscrito no triângulo 
ABC, como mostra a figura. 











lado do losango é: 
a)4m c)2m e)8m 
b)3m d)5m O perímetro desse retângulo, em cm, é: 
а) 8 b) 12 c) 14 d) 16 e) 18 
(UnB-DF modificado) Na figura a seguir, os triângulos 
retângulos ABC е BDE são congruentes, C é ponto mé- | C.10 Calcule o perímetro do trapézio isósceles ABCD abaixo. 
dio de BD e AB = 40 cm. Calcule a razão $e A 4cm B 
| fo N 
El 
E D c 
10cm 
у, Nota 
Um trapézio é isósceles quando tem dois lados nào para- 
B С р lelos congruentes. 


w 
ы 











cm Um marceneiro cortou uma tábua retangular 
de 75 cm de comprimento por 20 cm de 
largura, separando-a em dois trapézios 
congruentes. 





20 cm 


UNIDADE 2 





75cm 


Sabendo que o comprimento do corte foi de 25 cm, cal- 
cule a medida da base menor de um dos trapézios. 





(Fuvest-SP) A figura representa um retângulo ABCD e 
um losango AECF com E no lado BC e F no lado AD. 


B 


B E c 


Se AB = 15 cm e BC = 25 cm, então a medida, em cen- 
tímetros, de um lado do losango é: 
a) 13 b)14 c) 15 d) 16 e) 17 


cs (UFMG) Em um triângulo ABC, retângulo em A, com 
AB = 5 cm e AC = 12 cm, um ponto P do cateto AB 
dista 3 cm da reta BC. Calcule a distância entre os pon- 
tos A e P. 


cas Os catetos de um triângulo retângulo medem 6 cm e 
8 cm. Calcule a medida da mediana relativa à hipotenusa 
desse triângulo. 


cas Em um triângulo ABC, retângulo em A, tem-se que 
AB = 18 cm e AC = 24 cm. Calcule a distância entre o 
lado AC e o baricentro G desse triângulo. 


ЇС16 (PUC-RJ) Seja ABC um triângulo equilátero de lado 1 cm 
em que O é o ponto de encontro das alturas. Quanto mede 
o segmento AO? 





1. CONCEITUAÇÃO 


Consideremos uma aber- 
tura do compasso tal que a 
distância entre a ponta de gra- 
fite e a ponta seca seja 5 cm. 
Ao fixar a ponta seca em um 
ponto C da folha de caderno e 
desenhar uma linha com a 
ponta de grafite, fazendo-a 
girar uma volta completa em 
torno do ponto C, estamos 
marcando todos os pontos da 
folha que distam 5 cm de C. 
Essa linha é chamada de cir- 
cunferéncia de centro C e 
raio 5 cm. 





Circunferéncia 
Ponto exterior 
à circunferéncia 


Ponto pertencente 
à circunferência 





Ponto interior 
à circunferência 





E Círculo 






Arcos e cordas 


Dois pontos A e B de uma 
circunferéncia dividem-na 
em duas partes chamadas 
arcos. O segmento de reta 
AB é chamado de corda. 
Uma corda que passa pelo 
centro C da circunferéncia é 
chamada de diámetro. 


Diâmetro DE 








CULO 


Circunferência: a curva que revolucionou 
o mundo 


Sentado а Бега do fogo, o homem pré-histórico 
vislumbrava a lua cheia e via em seu contorno uma 
grande circunferência. Algo que lembrava as figuras 
formadas pelas ondas provocadas na água quando 
айгама uma pedra no lago. А forma circular era tão 
presente que até nos olhos de seus companheiros lá 
estava ela, absolutamente perfeita. 

"А adoção da circunferência no cotidiano da huma- 
‘nidade foi um passo natural: inventou-se a roda. А 
partir daí, mais e mais aplicações dessa forma geo- 
métrica vêm fazendo parte da nossa vida. 

Observe à sua volta os círculos e circunferências 
presentes em quase todo tipo de máquina: automó- 
veis, aviões, radares, relógios etc. Note os paralelos 
e meridianos utilizados para demarcar o nosso plane- 
ta. Enfim, procure e você encontrará circunferências 
em lugares inimagináveis. 

Invenções espetaculares surgiram com a idéla de 
circunferência. Por exemplo, até o ano de 1950 osla- 
boratórios de fisica nuclear dispunham de acelerado- 
res de particulas apenas na forma linear. Esses apa- 
relhos são compostos por uma sequência de eletro- 
dos ocos dispostos em linha reta, através dos quais 
partículas são aceleradas utilizando-se voltagem al- 
ternada. O inconveniente desse tipo de acelerador é 
que necessitam de uma extensão muito grande para 
5e conseguir altas velocidades das partículas. Por vol- 
ta de 1950, o físico americano Ernest O. Lawrence 
essa dificuldade, inventando o ciclotron, 
as partículas são aceleradas em trajetórias cir- 










Alvo 





Fonte de 
partículas 


Alvo 
Esquema do cíclotron. 
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Jj EXERCÍCIOS BÁSICOS паран 


B.1 Mostre que: 
a) Em uma circunferência, o A 
segmento de reta que liga o 
centro ao ponto médio de 
uma corda é perpendicular a B 
essa corda. 
Sugestáo. Na figura mostre 
que AAMC = ABMC. 


Ponto 
médio 


UNIDADE 2 


b) Em uma circunferéncia, o seg- A 
mento de reta que liga o centro a 
uma corda, perpendicularmente, 
encontra-a no ponto médio. E 
Sugestão. Na figura mostre que 
AAMC = ABMC. 


B.2 Em uma circunferéncia de centro C e raio 13 cm, uma 
corda AB mede 24 cm. Calcule a distância entre o centro 
Cea corda AB. 


B.3 M é ponto médio de uma corda AB em uma circunfe- 
réncia de centro C e raio 6 cm. Calcule a medida dessa 
corda, sabendo que CM — 3 cm. 


“Exercíios complementares Coca СС ү 





2. POSIÇÕES RELATIVAS ENTRE RETA E 
CIRCUNFERÊNCIA 


Uma reta r e uma circunferência A, contidas em um 
mesmo plano, admitem as seguintes posições relativas: 


* r é secante a À quando têm em comum dois pontos 
distintos. 


A Вр 


rNÀ = {А,В} 


* réexterior a \ quando nào tém ponto em comum. 


£ 


rNnir=g 


+ г é tangente a À quando têm um único ponto em 
comum. 





Propriedade: a reta tangente à circunferência é per- 
pendicular ao raio no ponto de tangência. 


T r 


РПА = {Т} 


e 


3. ÂNGULOS E CIRCUNFERÊNCIA 


Ângulo central de uma circunferência 


Todo ângulo cujo vértice é o centro de uma circunfe- 
rência é chamado de ângulo central dessa circunferência. 


Ângulo central 


Arco determinado 
pelo ângulo central 


A 


Define-se a medida, em graus, de um arco de circunfe- 
rência como sendo a medida do ângulo central que o 
determina. Por exemplo: 


m(ACB) = 60° = щ(АВ) = 60º 


(a) 


Ângulo inscrito em uma circunferência 


Todo ángulo cujo vértice pertence a uma circunfe- 
réncia e os lados sáo secantes a ela é chamado de ángulo 
inscrito nessa circunferéncia. 


Ángulo inscrito 


Arco determinado 
pelo ángulo inscrito 


4) 


Um ángulo inscrito e um ángulo central que determi- 
nam o mesmo arco são chamados ángulos correspon- 
dentes nessa circunferência. 


Propriedade 


A medida de um ângulo inscrito é metade da me- 
dida do ângulo central correspondente. 


Temos que justificar essa propriedade, separando-a 
em três casos. 


1º caso: um lado do ângulo inscrito passa pelo centro C 


da circunferência. 
LAN 
AW 


B 


O triángulo VCA é isósceles, pois CV = CA. ángulo inscrito é metade da medida do ángulo central 


Logo, CVA = САУ. correspondente, concluímos que: 
{ А 
Fw. É 
v B = 
SA Angulo de segmento 


E Todo ángulo cujo vértice pertence a uma circunferéncia, 
Como B é medida de um ángulo externo ACB do trián- | um lado é tangente e o outro é secante à circunferência, é 
gulo ACV, temos que: chamado de ángulo de segmento. 


В = 2« = É 


2° caso: o centro C é ponto interior ao ángulo inscrito: 


/ 
> 





—— 


: Ângulo de 
segmento 


B Arco determinado 
pelo ángulo de segmento 


Шоты Um ángulo de segmento e um ángulo central que 


determinam o mesmo arco são chamados de ângulos 
correspondentes nessa circunferência. 


Propriedade 


A medida de um ângulo de segmento é metade da 
medida do ángu Missi io, 
Ew ens 


m 


E 
= 
O 
ш 
ы 
ш 
а 
Y 
О 
^ 
Y 
< 
co 
A 
4 
= 
ш 
= 


Pelo primeiro caso, obtemos: 


5 m(ACD 5 m(BCD 
m(AVD) — mac em(BVD) = eme Temos que justificar essa propriedade, separando-a 
mas, como, m(AVB) = m(AVD) + m(BVD) Е 
= АСР BCD 1* caso: o centro da circunferéncia náo pertence a um lado 
temos que: m(AVB) = ЕЕ + m do ángulo. 


m(ACD) + m(BCD) 


ou seja, m(AVB) — e, como 








2 
m(ACB) = m(ACD) + m(BCD), concluímos que: 
sn АСВ) . pa 
m(AVB) 2 , isto é, a 2 NA 
3º caso: o centro C é exterior ao ángulo inscrito. B 
O ángulo CVA é complementar de AVB, logo, 
m(CVA) = 90º — B. Como o triángulo CVA é isósceles, 
v pois CV = CA, temos m(CVA) = m(CAV) = 90? — p. 
Logo: © 
А a + 90° — В + 90° – В = 180º. В = = 
E 2? caso: o centro C pertence a um lado do ángulo. 
Faça como exercício a demonstração desse caso. Р. ^ E, 
Sugestão. Trace o diâmetro VD e aplique o primeiro caso. [ С \ 
Exemplo JE E 
e A 
B 
Esse caso é imediato, pois AVB é reto e o arco VÀ 
determinado por esse ângulo mede 180º, portanto: 
A medida do ângulo central AB é igual à medida do map) = MVA) 
arco que ele determina, isto é, 140º. Como a medida do 2 
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1s s A 
ү, EXERCICIOS BASICOS 


B.4 Determine a medida x, em graus, em cada uma das 
circunferências: 
a) A 
у, 


100° 


B.7 





B.5 Um triângulo se diz inscrito em uma semicircunferéncia 
quando seus três vértices pertencem a ela e um de seus В.8 
lados passa pelo centro da semicircunferência. 
a) Calcule a medida do ángulo PMQ no triángulo ins- 
crito na semicircunferéncia abaixo. 


M 


P a 
(Centro C) 


b) Que palavra completa a sentenca abaixo tornando-a 
verdadeira? 


Todo triángulo inscrito em uma semicircunfe- 
rência é ....... 


c) Justifique a proposição: 


Todo triângulo retângulo é inscritível em uma 
semicircunferência. 


Sugestão. Desenhe a mediana relativa à hipotenusa 
de um triângulo retângulo qualquer. 


B.6 Determine a medida x, em graus, em cada uma das 
circunferências: 
a) 100º 








Sugestão. Trace o segmento LO e observe que os 
ângulos NLO e MOL são inscritos. 


b) M 


P 


P «4 120º 


N 


Sugestão. Trace o segmento LN e observe que os 
ângulos LÑO e MÍN são inscritos. 


Na figura os segmen- A 

tos PA e PB são tan- 

gentes à circunferén- 

cia de centro C. P 

2) Que relacáo existe 
entre as medidas 
dos ángulos de seg- 
mento РАВ е РВА? 

b) De acordo com sua conclusáo no item а, qual é а 
classificação do triângulo PAB, quanto aos lados? 


Nota 
Desse exercício, concluímos a importante propriedade: 


B 


Se P é ponto exterior a uma circunferência e os 
pontos A e B pertencem a ela, tal que os segmentos 
PA e PB são tangentes à circunferência, então as 
medidas desses segmentos são iguais. 


Usando a propriedade deduzida no exercício anterior, 
determine as medidas x e y nas figuras abaixo, sabendo 
que A, C, E, F, Ge H são pontos de tangência: 


a) A VE 


5cm/ J cm 


b) li 


N [E AS. г. 








4. POTÉNCIA DE PONTO 
Ponto interior à circunferéncia 


Se em uma circunferéncia duas cordas AB e CD 
concorrem em um ponto P, então: 


PA - PB = PC - PD 


Reprodução proibida. Art.184 do Código Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998. 


Cada um dos produtos PA + PB e 
PC - PD é chamado de potência do 
ponto P. Para justificar que esses pro- 
dutos são iguais, observe que os triân- 
gulos APC e DPB são semelhantes, 
pelo caso AA (D = À, pois são ângu- 
los inscritos que determinam o mes- 
mo arco; e DPB = APC, pois são opostos pelo vértice). 
Assim, temos a proporção: 


PA _ PC 
PD PB 
“PA - PB = PC - PD 


Ponto exterior à circunferência 


Se duas retas secantes r e s, concorrentes em P, inter- 
ceptam uma circunferência em A, B, C e D, conforme a 
figura abaixo, então: 

РА + PB = PC · PD 


B 
A 
P: 
(o 
D 

Cada um dos produ- 
tos PA + PBe PC + PDé 7 8 
chamado de poténcia 
do ponto P. Para justifi- Р 
car que esses produtos Я 


sáo iguais, basta obser- b 
var que os triángulos » 
PAD e PCB sào semelhantes, pelo caso AA (P é ângulo 
comum aos dois triângulos e B = D porque são ângulos 
inscritos que determinam o mesmo arco). Assim, temos a 
proporção: 

PA TED 

PC PB 

COPA + РВ = РС · PD 


y 
) | + 
Jj EXERCÍCIOS BÁSICOS re 


B.9 Determine a medida x em cada circunferência: 
a) A 








с) 9 


E ыы 
SY 


(Centro C) 


B.10 O segmento PT é tangente à circunferéncia abaixo: 


B 
A 
E T 


Mostre que (РТ)? = PA · PB. a 
Sugestáo. Trace os segmentos TA e TB e use a seme- 
lhança dos triângulos PTB e PAT. 


B 
A 
5 
Р. m T 


y 


B.11 Sabendo que PT é tangente 
à circunferência ao lado, 
determine a medida x. (Use 
a propriedade do exercício 
anterior.) 





5. PERÍMETRO DA CIRCUNFERÊNCIA 


Todas as circunferências são semelhantes entre si, por 
isso, a razão entre a medida c do comprimento (perímetro) 
de uma circunferência e a medida 2r de seu diâmetro é 
constante, isto é: 


c 
— = constante 
2r 


O matemático grego Arquimedes de Siracusa foi o 
primeiro homem a conseguir um método correto para a 
obtenção dessa constante. O sábio grego inscreveu e 
circunscreveu polígonos regulares a uma mesma circun- 
feréncia e dividiu pelo diámetro os perímetros do polígono 
inscrito e do polígono circunscrito. Por exemplo: 


Perímetro da circunferência = c 
Perímetro do polígono inscrito = 
= бг 

Perímetro do polígono circuns- 

crito — 6,928r 


Assim, o matemático grego calculou: 
6r c 6,928r с 
< < — = 
2r 2r 2r 5s 2r 
Arquimedes iniciou os cálculos com hexágonos regu- 
lares e foi dobrando o número de lados até chegar em 96 


lados para os polígonos inscrito e circunscrito, obtendo: 


« 3,464 





с 
x; FAM 


13 





N 
ш 
a 
< 
a 
z 
5 





Modernamente, a cons- 
é 
2r 
pela letra grega T (pi), e 
sabe-se, hoje, que essa 
constante é um número ir- 
racional, isto é, tem infini- 
tas casas decimais e não é 

periódico: 
т = 3,14159265... 


tante é simbolizada 


OBRA DE JOSÉ DE RIBERA. MUSEU DO PRADO, MADRID. 





c 
Da sentença 2r — T, Arquimedes de Siracusa 
E (287a.C.-212 a.C.). 
conclui-se que: 


c — 2nr 


isto é, o perímetro de uma circunferéncia é igual ao 
produto da medida do diámetro por л. 


Um modo curioso para o cálculo do 
número л 


Vamos realizar uma experiência de resultado 
surpreendente. Desenhe em uma folha “grande” de 
papel uma série de retas paralelas de modo que a 
distância entre duas retas consecutivas seja 5 cm e 
corte dez palitos de comprimento 2,5 cm. De uma 
altura de 30 cm solte os dez palitos de uma vez 
sobre a folha e conte quantos deles tocam ou 
cruzam alguma das retas desenhadas. Repita essa 
experiência várias vezes. Dividindo o número total de 
palitos lançados pelo número de palitos que tocam 
ou cruzam alguma das retas obtém-se um número 
próximo de x. Por exemplo, se você realizar a expe- 
riência 20 vezes, terá lançado 200 palitos. Quanto 
maior o número de lançamentos, mais próximo de x 
você vai chegar. Tentel 


NN 


-4 


3,14159... 


p 


In ; 
j EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.12 Calcule o perímetro de uma circunferéncia de raio 5 cm. 


B.13 Uma toalha redonda tem 4 m de diámetro. No contorno 
dessa toalha será pregada uma fita de renda. Qual deve 
ser o comprimento dessa fita? 


B.14 Um automóvel percorreu uma distância de 3.140 m. 
Quantas voltas girou cada pneu, sabendo que eles têm 
0,5 m de raio? (Adote x = 3,14.) 





“complementares de €.8 a C.10 


6. CIRCUNFERÊNCIAS CIRCUNSCRITA E 
INSCRITA EM POLÍGONOS REGULARES 


Todo polígono regular admite a circunferência circuns- 
erita (aquela que passa por todos os vértices do polígono) 
e a circunferência inscrita (aquela que tangencia todos os 
lados do polígono). Essas duas circunferência têm o mes- 
mo centro O, chamado, também, de centro do polígono. 

Nesse item vamos estudar o cálculo das medidas dos 
raios das circunferências circunscrita e inscrita em alguns 
polígonos regulares. Ao raio da circunferência inscrita 
em um polígono regular, damos o nome de apótema. 


Quadrado 
A medida da diagonal de um quadrado de lado a é 
a2 . Portanto, temos: 


Raio R da circunferéncia 
circunscrita: 





Raio r da circunferéncia 
inscrita (apótema): 


23 
Li 
[SES 











Triângulo equilátero 
A medida da altura h de um triângulo equilátero de 


ad3 


> 


estáo contidas nas mediatrizes e coincidem com as bisse- 
trizes e medianas, temos que o ponto comum ás alturas é 
circuncentro (centro da circunferéncia circunscrita); é, 
também, incentro (centro da circunferéncia inscrita); e 
também é baricentro (divide cada mediana na razáo 2 
para 1). 

Raio R da circunferência circunscrita: 


lado a é 





- Como no triângulo equilátero as alturas 








2h 
ET 
h 
qe 
Ез 2 = ass 
R 3 o R 3 


Raio r da circunferéncia inscrita (apótema): 


y 
5 EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.15 Calcule a medida do raio da circunferência circunscrita 
e a do raio da circunferência inscrita em um quadrado de 
h lado 4 cm. 


B.16 Calcule a medida do raio da circunferência circunscrita 
e a do raio da circunferência inscrita em um triângulo 


equilátero de lado 12/3 cm. 











a3 B.17 Calcule a medida do raio da circunferência circunscrita 
= 2 “ЭРЕ аЗ. e a do raio da circunferência inscrita em um hexágono 
3 6 regular de lado 18 dm. 


B.18 Qual é a razão entre as medidas dos lados dos quadrados 
inscrito e circunscrito a uma mesma circunferência? 


Nota 
Dizer que um polígono está circunscrito a uma circunfe- 


Hexágono regular 


Os vértices de um hexágono regular dividem a circun- 


ferência circunscrita em seis arcos congruentes, logo, rência equivale a dizer que a circunferência está inscrita 
cada um desses arcos mede 60º. Assim, o ângulo central no polígono. Analogamente, dizer que um polígono está 
correspondente a cada um desses arcos também mede 60º. inscrito em uma circunferência equivale a dizer que a 


circunferência está circunscrita ao polígono. 


Exercícios complementares de C.11a C.16. + 


IB A 
J EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


Сл (UFCE) Na figura, a reta г tangencia, em P, a circunfe- 
réncia de centro C e raio 12 cm; e os segmentos AP e BP 
medem 5 cm e 16 cm, respectivamente. O perímetro do 





triángulo ABC é: 
a) 54cm A P B r 
Como AO = OB e m(AÓB) = 60°, temos que b) 48 cm 
m(OÁB) = m(OBA) = 60º e, portanto, o triângulo АОВ c) 46 cm 
é equilátero. Sendo a a medida do lado desse hexágono, Dzem 
> €) 30 cm 
concluímos: 
Raio R da circunferência circunscrita: 
AR Ц) .€.2. (PUC-MG) No círculo representado na figura, o raio 
mede 3 m e a corda AB dista 2 m do centro O. A medida 
da corda AB, em metros, é: 
-R=a a) e d)4 © 
Е с 
5 
(Pois o triángulo АОВ b) 245 9 
é equilátero.) с) 34/2 А 
[SR EET үг) 


Raio r da circunferéncia inscrita (apótema): - 
.€.3 Mostre que: “Se um quadrilátero é inscritível em uma 
circunferéncia, entào seus ángulos opostos sáo suple- 





mentares." 
Sugestão. Desenhe um quadrilá- Pula -. 
p= ad3 tero inscrito em uma circunferén- 
2 cia, supondo que um ángulo inter- 
no mede x e seu oposto mede y. 
(Pois r é a medida da al- Observando que x e y são medidas 


de ángulos inscritos, obtenha as S 
medidas dos arcos determinados 
por esses ángulos. 


tura de um triángulo 
equilátero de lado a.) 





45 


XL 
< 
= 
E 
= 
[r4 
> 
ш 
z 
О 
ш 
v 
ш 
O 
Y 
о 
= 
Y 
< 
ca 
N 
< 
= 
ш 
[- 





C4 (Mackenzie-SP) A medida do 
maior ángulo interno do quadrilá- 
tero ABCD inscrito na circunfe- 





| A diagonal de um quadrado inscrito em uma circunfe- 
rência mede 6,/2 cm. Calcule a medida do apótema de 

























































rência da figura ao lado é: um triângulo equilátero inscrito nessa circunferência. 
| o d pid |. (UFMT) No hexágo- 
) bis 9 n0 regular ABCDEF 
9 inscrito na circunfe- 
[ESE (Faap-SP) Na cir- rência de raio 4 cm ao 
cunferência de cen- lado, a medida da 
tro O, ao lado, A é diagonal FB é: 
ponto de tangência. a) бст 
Calcule a medida x b) 68cm 
do ángulo APC. 
c) 4/3 em 
d) 6./2 cm 
Сб Em uma circunferência de centro C, um ponto P de uma e) 415 cm 
corda AB é tal que PA = 9 cm e PB = 4 cm. Calcule a Sugestáo. Desenhe o triángulo FBC. 
medida do raio dessa circunferéncia sabendo que a ч Я 1 
distância entre Pe Cé Sem. Um quadrado ABCD e um triângulo equilátero EFG es- 
€7 Calcule a distância entre B tão inscritos na mesma circunferência de raio 6,/2 cm 
o ponto P e a circunfe- ES tal que AB / EF, conforme a figura. Calcule a distância 
réncia de centro C e raio A entre os lados AB e EF. 
7 cm, ao lado. 
P. 
Nota om 
A distância entre um 
ponto e uma cricunferên- 





G 






Um hexágono regular ABCDEF está inscrito em uma 


circunferéncia de raio 1243. cm. Calcule o perímetro do 


.€.8 Um satélite artificial "P 
Sabendo que em cada 
quadrilátero ACEF. 
mede 6.370 km, deter- 


cia é a medida do menor 

gira em órbita circular 

volta completa o satéli- = 7 s 
mine a distância entre o 


segmento de reta que 
liga o ponto à circunferência. 
cujo centro coincide 

com o centro da Terra. 

te percorre 20.0001 km 

e que o raio da Terra 
satélite e a superfície 
terrestre. (Adote x = 3,14.) 


A 


C9 Um míssil balístico foi lançado de um ponto A para atingir 
um ponto B, sendo sua trajetória uma semicircunferência 
de comprimento 2.5001 m. Porém, do ponto B foi lan- 
çado em linha reta um míssil antibalístico que deve 
destruir o primeiro quando este atingir um ponto P, tal que 1 
ВР = 4.000 m. Qual a medida do segmento de reta AP? E D 


-C.10 (UFMA) O compri- 
mento, em cm, da 
curva representada 





Sugestáo. O triángulo ACE é equilátero. 
cas Calcule a medida do apótema de um octógono regular de 


pela figura é: lado 2 m. 

d 537 Sugestão. Prolongando-se os lados do octógono regular 
| | a obtém-se um quadrado: 

d)437 


е) 96r 





C16 Calcule a medida do raio da circunferência circunscrita 
a um octógono regular de lado 2 m. 








1. UNIDADES DE MEDIDA DE ÁREA 


O piso de uma garagem foi completamente forrado 
com 220 lajotas de mesmo tamanho. 








Considerando a superfície ocupada por uma lajota 
como uma unidade u de área, dizemos que a área do piso 
dessa garagem é 220 u. 


Medir a área de uma superfície significa compará-la - 
com uma superfície adotada como unidade. | 


A unidade fundamental de área é o metro quadrado, 
simbolizado por m?, que é uma superfície quadrada com 


1 m de lado: 
ER A 


1m 
Analogamente definem-se: km?, hm?, dam?, dm?, cm? e 
mm? como sendo quadrados com lados de 1 km, 1 hm, 
1 dam, 1 dm, 1 cm e 1 mm, respectivamente. Essas unida- 
des de área podem ser apresentadas na escala abaixo: 





km? hm? dam? т? dm? cm? mm? 


Cada unidade dessa escala vale quantas vezes a unidade 
imediatamente inferior? 

Para responder a essa pergunta vamos dividir um 
quadrado de 1 m de lado em quadradinhos de 1 dm de lado: 

































































Ji am 








Note que dividimos o metro quadrado em 100 decí- 
metros quadrados. Concluímos, então, que: 


1 m? = 100 dm? 


Raciocinando de maneira análoga, concluímos tam- 
bém que: 


1 km? = 100 hm? 





1 dm? = 100 cm? 
1 cm? = 100 mm? 


isto é, na escalada de unidades de área, cada unidade 
vale 100 vezes a imediatamente inferior. 


2. ÁREA DE ALGUMAS FIGURAS PLANAS 


Retàngulo 


Consideremos um retángulo cuja base mede 5 cm e a 
altura mede 3 cm. Para calcular sua área em cm?, vamos 
dividi-lo em quadradinhos de lado 1 cm, isto é: 


5cm 


Obtivemos 5 colunas com 3 quadradinhos em cada 
uma, logo, o número de quadradinhos é 5 * 3. Assim, a 
área A do retângulo é: 

А = 15 cm? 

A área А de um retângulo é o produto da medida da 

base pela medida da altura. 





Quadrado 


O quadrado é um retángulo, logo sua área A é produto 
da medida da base pela medida da altura. 
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UNIDADE 2 


Paralelogramo 


A área de um paralelogramo de base b e altura h é igual 
à área de um retângulo de base b e altura Л. Observe: 


b b 
| 
i / 
| 
Eo 


ы” 


О triángulo azul no paralelogramo é congruente ao 
triángulo pontilhado; assim, se o colocarmos no lugar 
pontilhado, obteremos um retângulo de base b e altura A. 
Logo, a área A do paralelogramo é o produto da medida 
da base pela medida da altura. 


Ар ей 





Triângulo 


Consideremos um triângulo NMP cuja base MN mede 
b е a altura relativa a essa base mede л. Traçando por P a 
reta r paralela à base, e por N a reta s paralela ao lado MP, 
obtemos o paralelogramo УМРО abaixo. 


Eu 2. 





M b ‚М 


Como a área A do triángulo NMP é metade da área do 
paralelogramo, temos: 


ou seja, a área do triângulo é metade do produto da medi- 
da da base pela medida da altura. 


* O triângulo equilátero 
No exercício B.21 do ca- 
pítulo 8 você calculou a me- 


dida h da altura de um triân- 
gulo equilátero de lado a, ob- 














tendo h = £ s 
2 Ll 
a 
Logo, a área A desse triângulo é: 
"m^ 
P 2 _a 
A 5 SA 4 


Hexágono regular 


As diagonais que passam pelo centro de um hexágono 
regular dividem-no em seis triángulos equiláteros, con- 
forme já estudamos no capítulo anterior. Assim, a área A 
de um hexágono regular de lado a é igual a seis vezes a 
área de um triángulo equilátero de lado a. 








Trapézio 


Tracando uma diago- b 
nal de um trapézio de al- 
tura / e bases b e B, divi- 
dimo-lo em dois triángu- 
los de altura h em relação 
às bases de medidas b e 
B. Observe a figura. 
A área A do trapézio é a soma das áreas desses dois tri- 
ángulos: 


B*h ‚ bh 
DECIDE LE 
é B- ЧБВ 
Л.А = 2 
СЕТ 
А 3 


ou seja, a área A do trapézio é igual à metade do produto 
da altura pela soma das bases. 


Losango 


Consideremos um lo- 
sango cujas diagonais me- 
dem D e d. Vimos, anteri- 
ormente, que as diagonais 
de um losango são perpen- 
diculares entre si e o ponto 
em que elas concorrem é 
ponto médio de cada uma. 

Observe, portanto, que о 
a área A do losango é o do- 
bro da área do triângulo de 


base d e altura 2. 


а 








od 
2 





2 
d:D 


ЛА = 2 








ou seja, a área A do losango é metade do produto das me- 
didas das diagonais. 


Nota 


O losango também é paralelogramo, logo, sua área 
pode ser calculada como a área de um paralelogramo. 


Círculo 


Considere um polígono re- 
gular de n lados inscrito em um 
círculo de raio r: 


A área desse polígono é: 
SÉ dio 
E cH 





= (perímetro do polígono) - > 


Essa área é menor que a área do círculo, porém, se 
fizermos o número n de lados aumentar indefinidamente 
(n tender para o infinito), teremos: 


* o perímero do polígono tenderá a se igualar ao períme- B.3 Calcule a área do quadrado ABCD da figura: 
tro da circunferência (217); 





e a altura л de cada triângulo tenderá a se igualar ao raio fc В 
r da circunferéncia; i, - дый 
* a área desse polígono tenderá a se igualar à área A do 
círculo, 24m ur 
ou seja, a expressão (perímetro do polígono) + + tenderá E E = E 
a2mr* vu que é a área A do círculo: em 
VIS B.4 (UFPR) Uma circunferência de raio 
5 cm tangencia um lado de um qua- 
drado e passa pelos vértices que nào 
3 а pertencem а esse lado, conforme a fi- 
Uma fusão da álgebra com a geometria Nus. Culbuls a dren dessé quadrado: 
A álgebra e a geometria estão intimamente ligadas. 
Um exemplo fascinante dessa ligação é o cálculo de В.5 O paralelogramo ABCD, abaixo, tem — — — 
raízes através da geometria. perímetro 22cm; M é ponto médio de DC e AD tem 2 cm 
Por exemplo, o cálculo de „/2 pode ser feito a a mais que DM. Calcule a área desse paralelogramo. 
partir de um valor cuja segunda poténcia seja menor D с 


do que 2. Tomemos esse valor como 1,4 (observando 
que (1,4)? = 1,96 e que 1,96 « 2). 

Consideremos um quadrado de área 2. Podemos 
garantir que seu lado mede 1,4 + х, com x > O. 


xo ux а Е : 


B.6 А medida da altura relativa ao lado AB do paralelo- 
gramo abaixo é 3 dm. Qual é a medida da altura relativa 


< 
z 
< 
= 
a 
X 
œ 
= 
ш 
= 
О 
m 
o 
ш 
2 
ue 
O 
Ы 
ue 
< 
[==] 
e 
< 
2 
ш 
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BC? 

1,4 ao lado BC? 
D с 
E me viana) 4dm 

14 x 
ра А ват в 
A soma das áreas (1,4)2; 1,4x; 1,4x e x? é igual à 
área 2 do quadrado. Ou seja: B.7 (UFMA-modificado) Calcule a área do triángulo isósce- 
les abaixo: 


(1,4)? + 2,8x + —2 
Como (1,4)? = 1,96, temos que x < 0,04, 


P 
Assim, a área х? é “pequena” em relação à área 2 do 5 em М. 5 em 
quadrado original. 5e desprezarmos x^, obteremos e N 


uma aproximação para o valor x. Observe: 25 ES 





B 8 
(1,4? + 2,8x = 2 > 1,96 + 2,8x =2 ED Ё 
* 2:842 0,04 x= 004 - 0014 B.8 Calcule a área do triângulo ABC: 
те, ,04 .". 28 " \ 
Assim, o lado do quadrado de área 2 mede aproxi- Р" 
madamente 1,4 + 0,014 = 1,414. Logo, temos: 
{2 «e 444. 
А 6 dm B аат D 
Se quisermos uma aproximação melhor para «/2 , Й y 
consideramos um quadrado de área 2 cujo lado meca B.9  (Covest-PE) Na figura abaixo o retângulo ABCD de 
1,414 + y (y > О) e repetimos o processo. Faça isto lados 4 cm e 5 cm foi dividido em quadrados de lado 


1 cm. Qual é a área da regiáo colorida? 
e você chegará a 2 = 1,4142135. s 


M 
IB 4 
A c BÁSICOS EENHEHREEENEENNE 


B.1 A base de um retângulo tem 3 cm a mais que a altura. 
Determine a área desse retángulo, sabendo que o seu 
perímetro é 26 cm. 


B.2 A base de um retángulo tem 1 cm a menos que o dobro 
da altura. Calcule o perímetro desse retângulo, sabendo 
que sua área é 15 cm?. 











| Calcule a medida da altura relativa ao lado BC no trián- 
gulo abaixo: 


c 
o 
B 





24 dm 


B.11 Dado o triángulo ABC: 


15cm 3 em 


» 


В 14ст 


а) Determine a medida Л da altura AH. 
Sugestão. Aplique o Teorema de Pitágoras no triân- 





gulo ABH e no triângulo ACH. 
A 
15 13 
B. п с 
х 14-х 


Б) Calcule a área desse triángulo. 

c) O sábio grego Heron que viveu em Alexandria no 
século I d.C. provou que a área A de um triángulo 
cujos lados medem a, b e c é dada por: 


А = Jp(p — а)(р — Ь)(р — c) 


em que p é o semiperímetro, isto é: 


p= UL Usando a fórmula de Heron, calcule 
a área do triángulo ABC. 


B.12 Nafigura, ABCD éum quadrado д 
de lado 6 cm, e CDE é um trián- 
gulo equilátero. Calcule a área 
da região sombreada. 





B.13 Calcule a área de um hexágono regular de lado 4 cm. 


B.14 Uma diagonal que passa pelo centro de um hexágono 
regular mede 12 cm. Qual é a área desse hexágono? 


B.15 Para construir uma caixa de 
base hexagonal, um artesão re- 
cortou em papelão a figura ao 
lado, formada por um hexá- 
gono regular de lado 10 cm, e 
seis quadrados. Qual é a área 
dessa figura? 


B.16 A figura ao lado mostra 
uma circunferéncia de raio 
6 cm inscrita em um trapé- 13cm 
zio retângulo. Calcule a 
área desse trapézio. 





15cm 


B.17 Uma folha retangular ABCD de cartolina é dobrada 
formando o vinco BE, tal que o vértice A coincida com 
um ponto do lado BC, conforme figura. 





A B B 
ES E A 
D € D C 


Sabendo que a área do trapézio BCDE é 400 cm? e que 
AB = 2 · DE, calcule a área do retângulo ABCD. 


B.18 Cada lado de um losango mede 15 cm e uma de suas 
diagonais mede 18 cm. Calcule a área desse losango. 


B.19 O perímetro de um losango é 12./3 cm e uma de suas 
diagonais mede 3,/3 cm. Calcule a área desse losango. 


B.20 Calcule a área do círculo inscrito em um quadrado de 
lado 6 cm. 


B.21 Calcule a área do círculo circunscrito a um quadrado de 
lado 6 cm. 


B.22 A região do plano limita- 
da por duas circunferên- 
cias concêntricas (mesmo 
centro) e raios com medi- 
das diferentes é chamada 
de coroa circular. Calcu- 
le a área da coroa circular 
ao lado. 





B23 Calcule a área da coroa circular limitada pelas circunfe- 
rências inscrita e circunscrita a um triángulo equilátero 
de lado 4 dm. 


B.24 Em um círculo, a região limitada pelos lados de um 
ângulo central é chamada de setor circular. Calcule a 
área do setor circular abaixo: 





(Centro O) 


“umas 


Sugestão. Use uma regra de três. 


.B.25 Toda corda de um círculo divide-o em duas partes cha- 
madas de segmentos circulares. Calcule a área do seg- 
mento circular abaixo: 


A 
(Centro O) 


Sugestáo. Subtraia da área do setor circular OAB a área 
do triángulo OAB. 


B.26 Calcule a área da região sombreada no círculo abaixo: 


N (Centro O) 





-B.27 (Mackenzie-SP) Quatro círculos de raio unitário, cujos 
centros sáo vértices de um quadrado, sào tangentes exte- 
riormente dois a dois, conforme figura. A área da região 


sombreada é: 
а) 2/3 =T 
b)3/2 —n 
c) B 
d)4—m 

ey 5 





'B.28 (Fuvest-SP) Na figura a seguir, ABC é um triángulo equi- 
látero de lado 2. MN, NP e MP são arcos de circunferência 
com centros nos vértices A, B e C, respectivamente, e 
todos com raios iguais a 1. A área da região sombreada é: 





345 - JE я 
uas – 

М, N 
9243 -5 
d) 4/3 —2x c д B 
e) &/3 —3n 


3. RAZÃO ENTRE ÁREAS DE FIGURAS 
SEMELHANTES 
Consideremos os triângulos semelhantes ABC e DEF, 


tal que a razão de semelhança do primeiro para o segundo 
seja k: 





Es E Pl 


Calculando a razáo da área do primeiro para a área do 
segundo triángulo, temos: 


Japo 
A (anc) 2 ap a p 
= йй ас Б реге 
Acer) dg dg d 
2 


Dessa maneira, deduzimos a importante propriedade: 


“A razão entre as áreas de dois triângulos seme- 
lhantes é igual ao quadrado da razão de semelhança 
entre eles. 


Essa propriedade pode ser generalizada para quaisquer 


figuras semelhantes, isto é: 


A razáo entre as áreas de duas figuras semelhantes 
é igual ao quadrado da razão de semelhança entre 


essas figuras. 
у жалда, дч ше: 
P | A 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS | 





B29 As áreas dos triângulos ABC e DEF, abaixo, são 45 cm? 
e 20 cm, respectivamente, Sabendo, ainda, que Ê = Ё, 
C = Fe AB = 6, calcule a medida do segmento DE. 


B.30 Dois decágonos regulares têm áreas iguais a 80 cm? e 
20 стг. O decágono maior tem 30 cm de perímetro. Cal- 
cule o perímetro do menor. 


B31 Na figura, BC é para- A 
lelo a DE, AB = 4e 
BD = 5. Determine a 
razão da área do triân- 
gulo ADE para a área 
do triângulo ABC. 
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C.i (UFPI) A área do quadrado ABCD inscrito no triângulo 
retângulo DEF. abaixo, é: 


а) 42,25 cm? 
b) 36 em? 
c) 46,24 cm? A B 
d)39,2 cm? тост 
e) 49 cm? 
D [5 F 


15cm 


GaU (UFAMA) Num triângulo retângulo, as projeções dos 
catetos sobre a hipotenusa medem 4 cm e 1 cm, respec- 
tivamente. A área desse triángulo mede: 
a) 2 cm? с) 4cm? 


b) 5/2 cm? d) 5 en? 


e) 10 cm? 


ca (ОРАМА) Se $,, 5, e $;, respectivamente, são as áreas 
dos triângulos A,B,C,, A,B,C, е A,B,C,, da figura 


abaixo, então: 

A; A, Аз 
в, 8 (e emer cem Эта 
a) 5, > S, > $; d) 5, = 5, > $, 
b) Si = 5, < 5; е) $, < 5, = $; 
с) Sy < S, < 5; 


ces (PUC-MG) O trapézio da figura é retângulo (possui 
ângulos retos) e representa o contorno de um terreno pla- 
no na escala 1 : 1.000. Na figura, AB = 4cm, AD = 2 cm 
e m(DÊB) = 45º. A área do terreno, em metros quadra- 


dos, mede: 
a) 10 910000 А E 
b) 100 e) 100.000 
c) 1.000 
р € 


€5 (UFMG) Observe a figura: 


t 





Nessa figura, as retas r, s e 1 são paralelas; a distância 
entre re sé 1; a distância entre s e t é 3; EF = 2e 
FG = 5. Calcule a área do quadrilátero ABCD. 


€.6 (UERJ) O decágono da figura abaixo foi dividido em 9 
partes: 1 quadrado, 2 hexágonos regulares e 2 triângulos 
equiláteros, todos com os lados congruentes aos lados do 
quadrado. e mais 4 outros triângulos. Sendo T a área de 


cada triángulo equilátero e O a área do quadrado, pode- 
se concluir que a área do decágono é: 

a) 14T +30 

b) 147 + 20 

с) 187 + 30 

d) 187 +20 


en (PUC-RJ) Triplicando-se o raio de uma circunferência: 

a) a área limitada por ela é multiplicada por 9л. 

b) seu comprimento é multiplicado por 3л. 

с) a área limitada por ela é multiplicada por 9 e seu com- 
primento é multiplicado por 3. 

d) a área limitada por ela e seu comprimento são ambos 
multiplicados por 3. 

e) a área limitada por ela é multiplicada por 3 e seu com- 
primento é multiplicado por 9. 


€.8 (Fuvest-SP) Na figura, BC é A 
paralelo a DE, AB = 4 e 
BD = 5. Determine a razão 
entre as áreas do triángulo 
ABC e do trapézio BCED. 
D E 


(UnB-DF-modificado) Em um, mapa de escala 1 : 50.000, 
a superfície de um lago é representada por uma figura 
com 3 cm? de área. Qual é a área da superfície desse lago, 
em m?? 


`С.10 (UnB-DF) Para analisar а transpiração das plantas, os 
botânicos precisam conhecer a área de suas folhas. Essa 
área pode ser obtida pelo seguinte processo: coloca-se a 
folha da planta sobre uma cartolina e traça-se seu con- 
torno. Na mesma cartolina, desenha-se um quadrado com 
10 cm de lado, como mostram as figuras a seguir. 


Pn n- 


10cm 

Após serem recortadas, as duas figuras são pesadas em 

uma balança de alta precisão, que indica uma massa de 

1,44 g para o quadrado de cartolina. Desse modo, usando 

grandezas proporcionais, os botânicos podem determinar 

a área da folha. 

Usando as informações do texto, classifique como V (ver- 

dadeira) ou F (falsa) cada uma das seguintes afirmações: 

a) Se a figura da folha tem massa de 3.24 g, então a área 
da folha é de 225 ст. 

b) Suponha que o mesmo processo descrito no texto te- 
nha sido utilizado para estimar a área do estado de Mi- 
nas Gerais da seguinte forma: em um mapa traçado 
com escala 1 : 5.000.000, a figura desse estado, recor- 
tado na mesma cartolina, apresentou massa de 3,30 g. 
Então, é correto concluir que a área do estado é maior 
que 580.000 km?. 

c) Um estudante utilizou, para determinar a área de uma 
folha, um processo diferente: contornou a folha com 
um barbante e, em seguida, formou com ele um retán- 
gulo. Dessa forma, o estudante estava certo ao con- 
cluir que, quaisquer que fossem as dimensões do retân- 
gulo, a sua área seria igual à área da folha. 





1. O EIXO REAL 


Consideremos uma reta r e associemos o número O 
(zero) a um ponto O de r. 
o 
=—— "Eis 
0 r 
O ponto O separa a reta r em duas semi-retas opostas 
de origem O. A cada ponto A, A É O, de uma dessas 
semi-retas, associemos um nümero real positivo x, que 
indica a distáncia de A até O, em uma certa unidade u. A 
cada ponto A', simétrico de A em relação a O, associemos 
o oposto de x. 


A о А 
+ 
-x 0 x p 


Dizemos que esse sistema é o eixo real, cuja origem é 
o ponto O e o sentido é o que concorda com o crescimento 
dos valores dos números. Assim, temos: 


Ж э dee le d Ad A 


5) 2 vz 


|=27 |-15 1,5 


| | 
n -1,8 18 т 


Intervalos reais 


Sejam a e b números reais tais que a < b. Chamam-se 
intervalos reais os subconjuntos de IR mostrados na tabela: 


Subconjuntos 


Representação 
no eixo real 


Simbolo| Nome 


de к 








xER|a<x=< b) |ia, bl Intervalo 
fechado de 
э > 
extremosa 9 b 
e b. 
XER|a<x<blla bl Intervalo 
aberto de o э» 
extremosa a b 


eb. 


txeR[asx-« b} |а, bl Intervalo 
fechado à 
esquerdae 
aberto à 
direita de 
extremos a 
eb. 




















Subconjuntos | | 
deR [Simbolo| Nome 





Representação 
no eixo real 



















Intervalo 
aberto à 
esquerda e 


{xER|a< х= Б) |la, bl 





(xER|x> a la, +e[ — |Intervalo 


surável 





(xeR|x>a) Ја, +=  |Intervalo 
incomen- 
surável 

aberto à a 
esquerda 


ema. 








Intervalo 
incomen- 

surável fe- 
chado à di- a 
reita em a. 


ixeR|xsa 











Intervalo 
incomen- 
surável 

aberto à a 
direita em a. 


WER|x<a 








Intervalo 
incomen- 
surável de 
—=а+=. 








Notas 


1. O símbolo e» deve ser lido “infinito”. 
2. A palavra “incomensurável” significa “que não se 
pode medir". 


Convenções 


1. A bolinha cheia (e) em um extremo do intervalo 
indica que o número associado a esse extremo pertence 
ao intervalo. 

2. A bolinha vazia (0) em um extremo do intervalo 
indica que o número associado a esse extremo não pertence 
ao intervalo. 

3. Usaremos sempre a denominação “aberto” no +es 
e no —os, 


53 


л 
ш 
je, 
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Exemplos 


a) O conjunto (x € IR |3 = x < 5} é o intervalo fechado 
de extremos 3 e 5, ou seja, [3, 5]. Sua representação no 
eixo real é: 

A ——————— 
3 5 

b) O conjunto (x € | 1 < x < 4] é o intervalo aberto 
de extremos — 1 e 4, ou seja, ]— 1, 4[. Sua representa- 
ção no eixo real é: 


NAAA AS > 
21 4 





с) О conjunto fe ER| i <x< +) é o intervalo 


aberto à esquerda e fechado à direita, de extremos 





La ps isto & | +] Sua representação no eixo 
a a a a ES 
real é: 

1 1 

`® 2; 


d) O conjunto {x € IR | х > 2) é o intervalo incomensu- 
rável fechado à esquerda em 2, ou seja, [2, --e»[. Sua 
representação no eixo real é: 


— 
2 


e) O conjunto (x € IR | x < 5) é o intervalo incomensu- 
rável aberto à direita em 5, isto é, ]—«e, 5[. Sua repre- 
sentação no eixo real é: 

——————————M——— 
5 

Notas 
1. O intervalo [3, 3] é o conjunto (3). 

2. Os intervalos ]3, 3[, ]3, 3] e [3, 3[ são vazios. 


) 
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B.1 Represente no eixo real cada um dos intervalos: 


a) [5,9] 4) 10, 5] 8)]-2 2] 
b) 1-3, 5[ e) [4, +=°[ h) ]-0o, 4[ 
с) [1, 8 f) 13, to 


B.2 Represente no eixo real cada um dos conjuntos: 
а)А = (x €IR |5 £x « 7) 
bB=(xER|-|1<x<8) 
c)C=(xER|2<x<6) 
dD-(x€R|xzs) 
JE=(xER|x<5) 

f) F= {xER|x>3} 
&G={xER|x<3} 


B.3 Dados os intervalos А = ]-3, 10] e B = [5, 13], deter- 
mine: 
a AUB bAnB 
B4 SendoA = [2, +o[e B = J-oo, 5[, efetue: 
а)АОВ DANB 


B.5 Considerando os intervalos А = [—1, +es[e B = ]0, 7[, 


obtenha: 
aAnB b)AUB 
B.6 Dados os intervalos A = 11, 4], B = 2, 8[e C = [4, 10], 
determine: 
aAUBUC DANBNC 


B.7 Resolva em R o sistema de inequações: 


3x--9:2»x4-2 
5x x 6х +3 





лес 





2. SISTEMA CARTESIANO ORTOGONAL 
DE COORDENADAS 


O principal objetivo de um sistema de coordenadas 
é determinar um ponto através de um conjunto de infor- 
mações. 

Para determinar um ponto de um plano, podemos fixar 
nesse plano dois eixos reais Ox e Oy, perpendiculares en- 
tre si no ponto O. 


A 
T 


ol: 
4 3-2 1 1 


A 


3 


23 45 6 x 


=| 





Cei 


* Esse sistema é conhecido como "sistema cartesiano 
ortogonal de coordenadas". 

* O plano determinado por esses eixos é chamado de pla- 
no cartesiano. 

* O ponto O é a origem do sistema. 

* Os eixos Ox e Oy, denominados “eixos coordenados”, 
são, respectivamente, o eixo das abscissas e o eixo das 
ordenadas. 

* Os eixos coordenados separam o plano cartesiano em 
quatro regióes denominadas quadrantes, que devem 
ser enumeradas conforme a figura: 


áj 


па IQ 
(Segundo quadrante) (Primeiro quadrante) 


o|-1 





> 
х 


шо мо 
(Terceiro quadrante) (Quarto quadrante) 





Nota 


Os pontos dos eixos coordenados nào pertencem a 
nenhum dos quadrantes. 


René Descartes (1596-1650) formalizou o 
conceito de sistema de coordenadas em sua 
obra Géométrie (1637). Embora esse con- 
ceito esteja associado ao nome de Descartes, 
outros matemáticos já o haviam utilizado, 
como Apolônio de Perga (?262-?190 a.C.). 
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Coordenadas de um ponto no plano 
cartesiano 


Dado um ponto P do plano 
cartesiano, chamamos de “pro- 
jecáo ortogonal de P sobre um 
dos eixos Ox ou Oy" a intersec- 
ção desse eixo com a reta per- 
pendicular a ele, traçada por P. 





* P'éa projeção ortogonal de P sobre o eixo Ox. 

* P"éa projeção ortogonal de P sobre o eixo Oy. 

* Dizemos que as coordenadas do ponto P são os números 
associados a P' e P" nos eixos Ox e Oy, respectivamente. 


Exemplo 


y (ordenadas) 
RES е ыы E 






X (abscissas) 


As coordenadas do ponto P sào 5 e 4. A abscissa é 5; 
e a ordenada é 4. Indicamos esse fato por Р(5, 4). 

O símbolo (5, 4) é chamado de “par ordenado de abs- 
cissa 5 e ordenada 4”. 


Notas 

1. Dois pares ordenados de números reais são iguais 
se, e somente se, suas abscissas são iguais e suas ordena- 
das são iguais, isto é, (a, b) = (cd)sa=ceb=d. 
Exemplo 

(a,8)=(1,y)5>a=7ey=8 





2. Indicando por I О, II О, III Q е IV О os quadrantes, 
temos: 





Pía, b)ElIQSa>0eb>0 
P(a,b)EUQSa<0eb>0 


P(a,b) EMQSa<0eb<0 
P(a,b) EIVQSa>0eb<0 
Exemplos 
«DEI (-7.9) eno cs -»emoe 


(i Jena. 


3. Todo ponto de abscissa nula pertence ao eixo Oy e 
todo ponto de ordenada nula pertence ao eixo Ox. 


Exemplos 
(0, —2) € Oy e (5,0) € Ox 


q 
R 
j EXERCÍCIOS RESOLVIDOS temm 


R.i Representar no plano cartesiano os seguintes pontos: 


a) AG, 5); d) р, —5); в) O(0, 0). 
b) B(—4, 2); e) E(6, 0); 

с) C(—3, —2); f) F(0, 6); 

Resolução 


Para representar no plano cartesiano o ponto P(a, b), tra- 
camos pelo ponto de abscissa a do eixo Ox a reta perpen- 
dicular a esse eixo e, pelo ponto de ordenada b do eixo 
Oy, tracamos a reta perpendicular a esse eixo. A intersec- 
ção das retas traçadas é o ponto P, conforme se observa 








na figura. 
Assim, temos: 
y 
64 F 
5L----- *A 
' 
П 
i 
П 
в 2 Й 
e-------4 1 
1 1 
ў 1 
i П 
zum [uu ip ы je 
3, 0 2, 8 6 x 
i i 
nA. ' 
с 2 | 
1 
1 
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UNIDADE 3 


RZ Determinar К de modo que o ponto P(k + 5, 8) pertença 
ao eixo Oy. 
Resolucáo 
Pe€Oyekt5-0..k--5 


Os sistemas de coordenadas do dia-a-dia 


Ao fornecer o seu endereço você está dando as 
coordenadas do ponto onde mora. As informações 
capazes de localizar um ponto são as coordenadas 
desse ponto. 

Um motorista que necessita de um mecânico para 
consertar seu automóvel em plena estrada, ao tele- 
fonar pedindo ajuda, deve fornecer a coordenada do 

' ponto na estrada, ou seja, a marca quilométrica. 

Um ponto sobre a superfície terrestre é determi- 
nado por um par de medidas em graus chamadas de 
latitude e longitude. A latitude de um ponto P é a 
medida em graus do menor arco possível sobre um 
meridiano, ligando o ponto P à linha do equador; a 
longitude é a medida em graus do menor arco pos- 
sível sobre um paralelo, ligando o ponto P ao meridi- 
ano de Greenwich. Por exemplo, se através do rádio 
um navio, à deriva, fornece sua posição por 10ºN, 
150%, isto significa 10º de latitude norte e 150° de 
longitude oeste. 


10ºN, 130º0 





Dê outros exemplos de sistemas de coordenadas 
no nosso cotidiano. 





D: T 

ү, EXERCICIOS BÁSICOS 

B.8  Represente no plano cartesiano os seguintes pontos: 
A(4, 2) рб, —2) G(—6, 0) 
B(2, 4) Е(—4, —1) H(0, —6) 
€(—2,5) F(—1.4) 10, 0) 











B.9 Рага que valores reais de x o ponto P(5x — 8, x + 2) per- 
5x—8«0 


tence ao 2º quadrante? Basta impor que 
3 саг p +2>0 


B.10 Determine os valores reais de x para que o ponto 
P(3x + 6, 2x — 4) pertença ao 4º quadrante. 


B.11 Para que valores reais de x o ponto Р(х? — 9, 5) pertence 
ao eixo das ordenadas? 


B.12 Determine os valores reais de x para que o ponto 
P(3, х2 — 5х + 4) pertença ao eixo das abscissas. 


B.13 Determine os números reais a e b de modo que: 
(За — 2b, a + b) = (10,11) 


o 









ў 
J EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES КЕЙ 


С.Л (Fuvest-SP) Na figura estão representados geometrica- 
mente os números reais 0, x, y e 1. Qual a posição do 
número xy? 


0 x y 1 
a) А esquerda de 0. d) Entre y e 1. 
b) Entre 0 e x. e) À direita de 1. 
с) Entre x e y. 


С.2 (UFPI) Sex € Re 8x + 2 = 4x + 9 < бх + 8, então: 
9 


a2=x< + 


1 
3 d) AL 


DES ILE d sac 


с) -1=х<5 


Sugestào. 
A dupla desigualdade 8x + 2 < 4x + 9 < бх + 8éequi- 
8x+2=<4x +9 


valente ao sistema 
4x+9<6x +8 


C.3 Determine x, x € IR, de modo que o ponto P(x2 — 9, x + 3) 
seja a origem do sistema cartesiano. 


C.4 (Cesgranrio) Em um sistema cartesiano ortogonal, os pon- 
tos A(a, b) e B(c, d) são simétricos em relação ao eixo das 
ordenadas. Assim sendo, tem-se que: 
aja==ceb=-—d da=ceb=d 
ba=-ceb=d ed)a=deb=c 
cja—-ceb = —d 


C.5 Sendoa eb números reais tais que 
(5a — 1,2a + 1) = (2b + 4, a — 2b + 7), aque quadrante 
pertence o ponto P(a, b)? 


C.6 (PUC-SP) Em relação a um sistema cartesiano ortogonal, o 
ponto A(3x + 1, 2x — 5) pertence ao 4º quadrante se, e 


somente se: 
a) - I Qx«- 
b-I << 5 e)1<x<2 
ox» 5 


Capítulo 12 


FUNÇÃO 


1. INTRODUÇÃO 


Suponha que um automóvel percorra um trecho AB de 
uma estrada a uma velocidade constante de 80 km/h. 





Consideremos A como ponto de partida e associemos 
a ele a marca 0 km. A cada ponto P, do trecho AB, 
associemos a marca d km, que é a distância de P até A, 
medida ao longo da trajetória. 

Que distância terá percorrido o automóvel após duas 
horas da partida? 

Como a velocidade do automóvel é constante, 80 km/h, 
após duas horas a distância d percorrida, em km, será: 


d=80:2.. d = 160km 


Raciocinando de maneira análoga, podemos construir 
a tabela a seguir, descrevendo a distáncia d percorrida em 
vários pontos após / horas da partida. 








2 160 
3 240 
4 320 





Note que para cada valor de t se associa um único valor 
de d. Por isso dizemos que a distância d é dada em 
função do tempo г. Podemos expressar a distância em 
função do tempo pela seguinte equação: d = 80r. Essa 
equação substitui, com vantagens, a tabela anterior. 

Se quisermos a distância d, em km, após 4 horas da 
partida, basta fazermos f = 4 e teremos: 


d —80*4..d— 320 km 


Conhecendo a distáncia de B até A, 400 km, se 
quisermos o tempo necessário para o automóvel percor- 
rer o trecho AB, basta fazermos d — 400 km e teremos: 


400 = 80t.. t — 5h 


Do mesmo modo como relacionamos as grandezas d e 
t, podemos relacionar muitas outras grandezas. 


Exemplos 

a) Em um termômetro, a temperatura é dada em função 
do comprimento da coluna (de mercúrio ou de álcool), 
ou seja, para cada comprimento € da coluna está 
associada uma única medida T da temperatura. 


b) O preço de uma peça de tecido é dado em função da 
metragem desse tecido, ou seja, para cada metragem 
de pano associa-se um único preço. 

Procure você mesmo outros exemplos em que duas 
grandezas estejam relacionadas de modo que a cada valor 
de uma se associa um único valor da outra. 


2. FORMALIZAÇÃO DO CONCEITO DE 
FUNÇÃO 


Produto cartesiano 


Sejam A e B conjuntos diferentes do vazio. 
Chama-se produto cartesiano de A por B, e indica- 
se por 4 X B, o conjunto cujos elementos são todos 
os pares ordenados (x, y), tais que x € Ae y € B. 


Em símbolos, sendo А + Ø e B + Ø, temos: 
AXB=[(xy|xEAeyEB) 


Exemplo 
Sendo А = {1,2,3} e B = (5,8), temos: 


A X B = ((1, 5), (1, 8), (2, 5), (2, 8), (3, 5), (3, 8)) 


Tal produto pode ser apresentado sob a forma do 
diagrama abaixo, chamado de diagrama de flechas, 


A B 
== 
mE 


= 






















Pode-se ainda representar o produto cartesiano no 








m plano cartesiano. O conjunto de pontos determinado 
ш pelos pares ordenados de A X B é chamado de gráfico 
а cartesiano do produto A X В. 
< 
a YA 
mum 8---4--*-4 
z pay A 
2 BAR e 
| k d wt 
p e AS 
É RO 
5r-34--9-9 
Ш E 
p gg 
L ' ' L 
Te un 
¡Sa 
E E ШЕП 
DN 
L d: ipii 
T. A T 
Бары) x 
0 Tw ns. x 
dead 
A 


Notas 
1. Se A = Ø ou B = Ø, define-se A X В = Ø. Por 
exemplo: Ø X {1,4,6} = Ø. 
2. O produto cartesiano A X A será indicado por A?, ou 
seja: 


AXA=A? 


3. Se A e B sáo conjuntos tais que A + B, entáo 
AXBF+BXA. 


Relação entre dois conjuntos 


Dados dois conjuntos A e B, chama-se relação R 
de A em B todo subconjunto do produto cartesiano 
A X B. 


Se (x, y) € R, então dizemos que x e y estão associados 
(ou relacionados) através de R. 


Exemplos 


Considerando os conjuntos А = (1,2,3] e 
B = (1,2, 4, 6, 10], temos que: 


A X B = ((1, 1), (1,2), (1, 4), (1, 6), (L, 10), (2, 1), (2, 2), 
(2, 4), (2, 6), (2, 10), (3, 1), (3, 2), (3, 4), (3, 6), (3, 10)) 


a) A relação R = (x; y) EA X B|y=2x}éo 
subconjunto de A X B formado pelos pares ordenados 
em que o segundo elemento (y) de cada par é o dobro 
do primeiro elemento (x). Assim: 


К = (0,2), 2, 4), (3, 6] 


Representando R, em diagrama de flechas, temos: 


B 
y=2x f n 


.2 
.4 
“6 
*10 


A 






Representando R, no plano cartesiano, temos: 


YA 
10r 








Ta 
1 
dpi 
pl pM 
0 t 2 S x 


* A representação de R, no plano cartesiano é chama- 
da de gráfico da relacáo. 

* O conjunto formado pelos primeiros elementos dos 

pares ordenados da relação R; é chamado de Domí- 

nio da relação e é indicado por D(R,). Assim, temos: 

D(R) = {1,2,3}. 

Note que, no gráfico, o domínio está contido no eixo Ox. 

O conjunto formado pelos segundos elementos dos 

pares ordenados da relação R, é chamado de Imagem 

da relação e é indicado por Im(R,). Assim, temos: 
Im(R,) = (2, 4, 6) 

Note que, no gráfico, o conjunto imagem está conti- 

do no eixo Oy. 

Os conjuntos A e B são chamados, respectivamente, 

de conjunto de partida e conjunto de chegada (ou 

contradomínio) da relação R,. 

b) A relação R, = [(x, y) eA x B|y « x] éo 
subconjunto de A X B formado pelos pares ordenados 
em que o segundo elemento (y) de cada par é menor 
que o primeiro elemento (x). Assim, temos: 


R = [(2, 1), (3, 1), (3,2)) 
Representando R, em diagrama de flechas, temos: 







Im(R,) 


DIA) D(R,) = (2, 3) 
Im(R,) = (1,2) 
O gráfico de R, é: 
YA 
10} 
et 








xy 


Função Nota 


Estudaremos agora um tipo particular de relação entre Uma função f de A em B é uma relação, e por isso os 
conjuntos. Esse tipo de relação, por possuir uma proprie- conceitos de domínio (D), contradomínio (CD) e 
dade especial, será chamado de função. conjunto imagem (Im) continuam válidos. No exemplo (a) 

Consideremos a relação f de A em B, descrita pelo anterior, temos: 


diagrama abaixo. 
D(f) =A = [5,8,7, 6); CD(S) = В = (1,2,3,4,5,6); 
Im(f) = (1,2,3,4) 





IB а 
Jj EXERCICIOS RESOLVIDOS 


Note que todo elemento de A está associado, através 
de f, a um único elemento de B. Essa propriedade 1 Dados os conjuntos A = (0, —1, 1, 73,3] e 
caracteriza uma função e por isso dizemos que f é uma B = (0,3, 27, —3, —9, 1), quais das relações seguintes 
função de A em B. são funções de A em B? 
a) f = {@, y) ЄАХВ|у= 32} 
b)g = (у) EAXB|y =x} 
c) h= (у) EAXB|x>y+3} 
d)R-((y€Ax8|y-3) 


Definição 


Sejam A e B conjuntos diferentes do vazio. Uma 
relação f de A em B é função se, e somente se, todo 


elemento de A estiver associado, através de f, a um Resolução 
único elemento de B. Representando cada uma das relações em diagrama de 
flechas, temos: 
Usaremos a notação f: A — B para indicar que f é a) 
E) у= 3х2 
função de А em B. Dr-- 
Exemplos A сч B 


a) E 
4 gum 8 
1—1 f é função, pois todo elemento de A está associado, 
através de f, a um único elemento de B. 


b 
f é função de A em B, pois todo elemento de A está ^ 
associado, através de f, a um único elemento de B 


b) 





g não é função, pois o elemento — 1 pertencente a À não 
está associado, através de g, a nenhum elemento de B. 





hé função de M em N, pois todo elemento de M está 
associado, através de h, a um único elemento de N. 


9 2 EA 
g n= D E CON 
h não é função, pois existe elemento pertencente a A, 1 





g não é função de C em D, pois existe elemento em C e3, associado, através de h, a mais de um elemento de B. 
(o elemento 8) que nào está associado, através de f, a 
elemento algum de D. à) "es 

= == 


=. B 


A ES 





t não é função de G em P, pois o elemento 4 está R é função, pois todo elemento de A está associado, 
associado, através de t, a mais de um elemento de P. através de R, a um único elemento de B. 





m 
ш 
а 
<q 
= 
2. 
2 





R.2 Dados os conjuntos A = (—2, —1, 0, 1,2} e 
B = (0, 1, 2, 3, 4, 5), determine o domínio, o 
contradomínio e o conjunto imagem da função 
= (6) ЄАХВ|у= 22}. 
Resolução 
Representamos a função em diagrama de flechas: 





y 
| 7 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS 
B.1 Dados os conjuntos A = [1, 2,3) e B = Us S. 
determine: 


a) о produto cartesiano A X B, representando-o em 
diagrama de flechas e no plano cartesiano; 

b) o produto cartesiano B X A; 

с) o produto cartesiano А X A = A? 


B.2 Dados os conjuntos A = (—1,0, 1,2] e 
B = [-1,0, 1, 2, 3, 5, 8), quais das relações seguintes 
são funções de A em B? 
к= (0) SAXB|y= ij 
b) f= (œ, y) EAX B|y =x +1} 
с) в = (х,у) EA ХВ |у = х2} 
d)h— (Gy) €AxB|y-x) 


B.3 Dados os conjuntos A = (a, > +) e 


B- b. 2, 4, 3) quais das relações seguintes são 


funções de A em B? 

3R- e» eaxsly- ij 
b)f-(G»€Ax8B|y-24-x) 

c) g= (y) €AXB|y=2) 

d) л = {%0 y)EAXB|xEQey EN} 


B.4 Dados os conjuntos A = {—1, 0, 1, 2,3} e 
B = (—1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 11}, construa o gráfico da 
função f ={(x, y) € A X B | y = 3x + 2}, determinando 
seu domínio e seu conjunto imagem. 


B.5 Dados os conjuntos A = [—2, —1, 0, 1,2} e 
B = (0,3,4, 5, 12}, construa o gráfico da função 
fe у) € AX В | y = 32), determinando seu 
domínio e seu conjunto imagem. 


B.6 Oconjuntof = {(1, 2), (4, 5), (6, 8), (3, 9)] é uma função 
de A em B. Determine o domínio e o conjunto imagem 
da funcáo. 

B.7 Oconjunto f = ((3, 2), (8, 5), (6, x)} éuma funcáo cujo 
domínio é D(f) = (3, 8, 6) e o conjunto imagem é 
Im( f) = (2, 5). Quais são os possíveis valores de x? 


Exercícios complementares de C. 1a C.5 | 


3. IMAGEM DE UM ELEMENTO ATRAVÉS 
DE UMA FUNÇÃO 


Imagem de um elemento através do 
diagrama de flechas 


Consideremos a função descrita pelo diagrama. 





Se um elemento y de B estiver associado a um 
elemento x de A, através de f, então diremos que y é ima- 
gem de x, através de f, e indicaremos esse fato por 
= f(x) (lê-se “y é igual a f de x” ou “y é imagem de x 
através de f”). Assim, temos: 

* 6 — f(1) (6 é imagem de 1 através de f); 
* 7 — f (2) (7 é imagem de 2 através de f); 
8 = f (3) (8 é imagem de 3 através de f); 
8 = f (4) (8 é imagem de 4 através de f); 
11 = f(5) (11 é imagem de 5 através de f). 


Imagem de um elemento através da lei 
y = foo 


Consideremos os conjuntos A — [—3, 8], B — [—10, 20] 
e a função f: A — B, onde cada x, x € A, é associado a 
um único f(x), f(x) € B, através da lei f(x) = 2x + 1. 

A lei f(x) = 2x + 1 nos diz que a imagem de cada x do 
domínio de f é o número 2x + 1 do contradomínio. 
Assim, temos, por exemplo: 

* aimagem do elemento 4, através de f, é: 


ЛА) =2:4+15 34) = 9; logo, (4, 9) Ef 
* a imagem do elemento + através de f, é: 


(2)*73 


1 
logo, E 2) Ef 





His (do) =2 


Note que o símbolo f(x) representa a ordenada do 
ponto de abscissa x. Assim, em vez de escrevermos 
Хо) = 2x + 1, podemos escrever y = 2x + 1, ou seja, 
o símbolo f(x) pode ser substituído por y e vice-versa. 


Imagem de um elemento através do 
gráfico de uma funcao 


Consideremos o gráfico de uma função 


у= jf. 











Cada ponto (x, y) do gráfico de f deve ser interpretado 
como (x, f(x)), ou seja, a ordenada é a imagem da abscissa 
através de f. Por exemplo, o ponto P(5, 4) pertence ao 
gráfico, portanto f(5) — 4. Analogamente, temos: 

* (—6, —5) é ponto do gráfico; logo f(—6) = —5; 
* (—2, 0) é ponto do gráfico; logo f(—2) = 0; 

* (2,3) é ponto do gráfico; logo f(2) = 3: 

* (0, 1) é ponto do gráfico; logo f(0) = 1; etc. 


4. ESTUDO DO SINAL DE UMA FUNÇÃO 


Sendo f uma função de domínio D, dizemos que: 
* fé positiva para um elemento x, x € D, se, e somente 
зе, f(x) > 0; 
* fé negativa para um elemento x, x € D, se, e somente 
se, f(x) < 0; 
* f'se anula para um elemento x, x € D, se, e somente se, 
f(x) = 0. 
Note, portanto, que о sinal da funcáo para um elemento 
x, x € D, é o sinal de f(x), e não o sinal de x. 
Exemplo 
Dada a função f: IR — IR tal que f(x) = x? — 9, temos: 
* a função é positiva para x = —4, pois f(—4) é positivo: 
ICA = (4? -9=7; 
* a função é negativa para x = —2, pois f(—2) é 
negativo: f(-2) = (-2)? — 9 = —5; 
e a função se anula para x = 3, pois f(3) é zero: 
А3) = 32-9 = 0. 
Através do conceito estudado no item 3, podemos 
discutir a variação de sinal de uma função f através do 
gráfico. 


Exemplo 
Seja o gráfico da função y = f(x): 








* Para todo x, —2 < х < 7, tem-se que f(x) > 0; por isso, 
dizemos que a função f é positiva para —2 < x < 7. 

* Рага todo x, —6 = x < —2 ou 7 < x < 9, tem-se 
que f(x) < 0: por isso. dizemos que f é negativa para 
—6-x«-—2007-x*9. 








* Para x = —2 ou x = 7, a função se anula, ou seja, 


f(-2) = 0ef(7) = 0. 


Note que as abscissas dos pontos de intersecção do 
gráfico com o eixo Ox são os valores de x para os quais a 
função se anula. 


y 

Jj EXERCÍCIOS BÁSICOS 

B.8 Dada a funçãof = [(x, f(x) € IR X IR | fx) = 3x + 40], 
calcule: 
a) f(—10) c) f(0) 
ул?) o $) 

B.9 Dadaafunção/ = ((x, y) € R X IR |y =x? + x), calcule: 
a) f(- D c) f(-4) e) f(0) 
5/0) ads) 


B.10 O consumo C de água, em mº, pela população de uma 
cidade em função do tempo г, em segundos, é dado pela 
equação C = 2.000 г. 

a) Qual é o consumo de água dessa população em 
10 segundos? 

b) Qual é o consumo de água dessa população em 
10 horas? 

c) Em quantos segundos essa população consome 
48.000 n? de água? 


B.11 Observe o gráfico de uma função f: A — B, onde 
A = {—1,0, 1,2} e B = (—3, —1, 0, 1}. 





y 
"E 
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-B.12 Um biólogo, ao estudar uma cultura bacteriológica, 
contou o námero de bactérias num determinado instante 
ao qual chamou de instante zero; e ao final de cada uma 
das seis horas seguintes fez nova contagem das 
bactérias. Os resultados dessa experiéncia sáo descritos 
pelo gráfico a seguir. Observando o gráfico, responda: 
a) qual o número de bactérias no início da contagem, isto 
é, no instante zero? 

b) de quanto aumentou o número de bactérias da quinta 
para a sexta hora? 

c) de quanto aumentou o número de bactérias da terceira 
para a quinta hora? 


Número de , 
bactérias 


агаа 


190 -------=------ . 


| ======038 . 











Tempo (horas) 


B.13 Observando o gráfico da função f, abaixo, classifique 
como V ou F cada uma das afirmacóes: 
а) (5,8) Ef 
b) O ponto de f de abscissa 7 é o ponto (7, 0). 
c) O ponto de f de abscissa 4 tem ordenada menor que 8. 
d) Existe apenas um ponto de f com ordenada 4. 
e) Não existe nenhum ponto de f com ordenada negativa. 
f) Existe um único ponto de f com ordenada 2. 
g)Se5 €x < 6e (x, y) € f, então 4 < y < 8. 
h) Se7 € x < 9 e (x, y) € f, então y > 0. 


y 
Spo NUR. 
i 
i 
Abe le 


B.14 O gráfico a seguir é de uma função f de [—3, 5] em IR. 

Classifique como V ou F cada uma das afirmações: 

а) /(—3)=7 

b) fo) = 0 

c) f(4) =0 

d)f(5) — 0 

9 

e) (2) «0 

f) А3) «0 

BIO HE) =—1 

h) Para todo x, -3 €x «4 
tem-se que f(x) > 0. 

i) Paratodox, -3 x «4 
tem-se que f(x) > 0. 

) №) <064<х% 5 

k)f)«0e4zxszs5 








-BÁS Uma função f: R? — IRF é tal que f(4) = 2,89) = 3e 
Fab) = Ка) - f(b); V (a, b) C IR. Calcule: 


а) f(36) b) f(81) с) fQ) d) f(1) 
B.16 Seja f uma função de IR em IR tal que f(x) = +. 


Qual é o elemento do domínio de f que possui como ima- 
gem o número 1? 


B.17 Sendo f uma função de domínio A = (—2, —1, 0, 1, 2} 
e contradomínio IR tal que f(x) = 4x? — 1, determine o 
conjunto imagem de f. 


Exercícios complementares de C. 





5. ANÁLISE GRÁFICA — 
RECONHECIMENTO DE UMA 
FUNÇÃO | 

Através do gráfico, podemos verificar se uma relação 

é ou não uma função. . 


Exemplos 


a) Considere o gráfico a seguir, de uma relação R de 
A = (1,2, 3) em B = (4,5,6,7): 
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Analisando o gráfico, percebemos que a relação R não 
é função de A em B, pois (1, 4) e (1, 7) pertencem a R, ou 
seja, o elemento 1 do conjunto de partida está associado, 
através de R, a dois elementos do contradomínio: 4 e 7. 
Representando R em diagrama de flechas, temos: 





Podemos generalizar: 


Se uma reta paralela ao eixo Oy. interceptar o 
gráfico de uma relação R em mais de um ponto, 
então R não é função. 


b) Observe o gráfico a seguir, de uma relação R de 
А = [2, 5] em = [1,3]: 








Note que qualquer reta r paralela ao eixo Oy, passando 
por um ponto de abscissa x, x € A, intercepta o gráfico 
num ünico ponto. Isso significa que qualquer x, x € A, 
está associado, através de R, a um único y, y € B. Logo, 
R é função de A em B. 
Podemos generalizar: 


Um gráfico representará uma função de A em B 
se, e somente se, qualquer reta paralela ao eixo Oy, 
passando por um ponto qualquer de abscissa x, 
x € A, interceptar o gráfico num único ponto. 


6. DETERMINAÇÃO DO DOMÍNIO E DO 
CONJUNTO IMAGEM DE UMA 
FUNÇÃO 

A partir do gráfico de uma função f, podemos 

determinar o domínio e o conjunto imagem de f. 


Exemplos 


a) Considere o gráfico de uma função f, representado a 
seguir. 
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О domínio da função é o conjunto das abscissas de 
todos os pontos do gráfico, isto é, D(f) = (—2, —1, 1,2]. 
O conjunto imagem da função é o conjunto das 
ordenadas de todos os pontos do gráfico, isto é, 
Im(f) = (1,4). 
b) Considere o gráfico de uma função f, representado 
abaixo. 


YA 





O domínio da função é o conjunto das abscissas de 
todos os pontos do gráfico, isto é, D(f) = [3, 9]. 

O conjunto imagem da função é o conjunto das 
ordenadas de todos os pontos do gráfico, isto é, 


Im(f) = [1,8]. 





М 
5 EXERCÍCIOS BÁSICOS 1º 


B.18 O gráfico representa uma relação R de A = {1, 2, 3, 4} 
em B = (5, 6, 7, 8). R é função de A em B? Por quê? 


c o чы o 
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В.19 O gráfico representa uma relação R de 
А = (1.2, 5,6) em B = (1, 2, 3, 4}. é função de A em 
B? Por qué? 





B.20 Qual dos gráficos abaixo representa uma função de 
А = [-3, 6] em IR? Por quê? 





b) 





B.21 Determine o domínio e o conjunto imagem da função f 
cujo gráfico é dado a seguir. 
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B.22 Determine o domínio e o conjunto imagem da função f 
cujo gráfico é dado a seguir. 





хү 





Exercícios complementares de С.19 а C.24 


N 
is ; 
J EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


C Dados os conjuntos A —[—3, 2] e B = (4), represente no 
plano cartesiano o gráfico de: 
a)A XB b)BXA с) A? 

€2 O conjunto f = ((2, 5), (3, 5), (6, 8). (4, 2)} é uma rela- 
ção de A = (2, 3, 6, 4) num conjunto B. Essa relação é 
função de A em B? Por quê? 


С.з Oconjuntof= {(1,2), (x, 3), (5, 8), (6, 4)] é uma função 
de А = (1, 5, 6, 9) num conjunto B. Nessas condições, 
qual é o valor de x? 


Dados os conjuntos A = [3, 6] e B = (8), a relação 
f= ((x, y) EA X B| y = 8} é uma função de A em B? 
Por qué? 


¡ESP (Enem) No quadro abaixo estáo as contas de luz e água de 
uma mesma residéncia. Além do valor a pagar, cada conta 
mostra como calculá-lo, em fungáo do consumo de água 
(em m?) e de eletricidade (em kWh). Observe que, na 
conta de luz, o valor a pagar é igual ao consumo 
multiplicado por um certo fator. Já na conta de água, 
existe uma tarifa mínima e diferentes faixas de tarifação. 








Companhia de Eletricidade 
Fornecimento Valor - R$ 
401 KWH x 0,13276000 53,23 
Companhia de Saneamento 
TARIFAS DE ÁGUA/NP 
Faixas de Tarifa Consumo Valor - R$ 
consumo 
até 10 5,50 tarifa mínima 5,50 
11a20 0,85 p 5,95 
21a30 213 
31250 2,13 
acima de 50 2,36 
Total 11,45 








I) Suponha que, no próximo més, dobre o consumo de 
energia elétrica dessa residéncia. O novo valor da 


conta será de: 
a) R$ 55,23 c) R$ 802,00 e) R$ 22,90 
b) R$ 106,46 d) R$ 100,00 


П) Suponha agora que dobre o consumo de água. O novo 
valor da conta será de: 

a) R$ 22,90 c) R$ 43,82 

b) R$ 106,46 d) R$ 17,40 


e) R$ 22,52 


€.6 Considerando a função f = ((x, y) EN? | y = xX — 3x), 
classifique como V ou F cada uma das afirmações: 
а) (3,0 Ef 
b) 0,0 Ef 
с) (44)є/ 
d) (3,5) Ef 
е) (1, -2) Ef 


3 9 
eos а 
в) Existem dois valores de x de modo que (x, 4) € f. 


С.7 Um fazendeiro estabelece o preço da saca de café em 
função da quantidade de sacas adquiridas pelo comprador 
através da equação P = 50 + = em que Pé o preço 
em dólares e x é o nümero de sacas vendidas. 

a) Quanto deve pagar, por saca, um comprador que 
adquirir cem sacas? 

b)Quanto deve pagar, por saca, um comprador que 
adquirir duzentas sacas? 

c) Sabendo que um comprador pagou 54 dólares por saca, 
quantas sacas comprou? 


Es] o gráfico a seguir representa uma função f de [—4, 2] 
ет ІК. 











> 
x 
Determine: 
a) f(-4) DEL с) f(2) d) f(0) 
С.9 Uma função f: R? — IR é tal que (2) = 1e 
Қа * b) = f(a) + f(b), V (a, b) CIR$. Calcule: 
a) f(4) b) f(8) c) fü) d) f(42) 


С.10 O gráfico a seguir representa o crescimento de uma plan- 
ta em função do tempo: 


Altura da ^ 
planta (em) 


30 


25 


15 








> 
x 


Tempo 
(semanas) 





Analisando o gráfico, responda: 
a) Qual a altura da planta ao final da terceira semana? 


eu 


са? 


Слз. 


см 


10 


b) Qual foi o crescimento da planta durante a terceira 
semana? 

c) Em qual das trés semanas registradas houve o maior 
desenvolvimento da planta? 


(UFMG) Seja a função f: IR — IR tal que 
ar E e 
Лх) = FAT: Se x 0, uma expressão para it = ) é: 


ax +1 
adsl 
E 
E 
е1 





b) 


c) 


x 
PEE 
e) n.d.a. 


d) 


(UECE) Seja f: IR — IR a função tal que f(1) = 4 e 
f(x + 1) = 4 * f(x) para todo x real. Nestas condições, 
fOO) é igual a: 


a) 27-10 c) 210 
b) 4- 10 d) 410 
(Fatec-SP) Seja a função f: IN* — IN* tal que 


Fan + 1) = (n 1) * f(n), para todo n Є IN*. 
Sexe JD — 


FO) , então: 
a)x-8 с)х=6 e) n.d.a 
bx-7 d)i-5 
(Enem) O número de indivíduos de certa população é 


representado pelo gráfico abaixo. 
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Слз. 


1940 1950 1960 1970 1980 1990 


Em 1975, a população tinha um tamanho aproximada- 
mente igual ao de: 

a) 1960 

b) 1963 

c) 1967 

d) 1970 

e) 1980 


(Fuvest-SP) Se f(x) — = quanto vale f(4/7 )? 


.€.16 (Univali-SC) Um móvel movimenta-se de acordo com o 


gráfico abaixo. A distância percorrida pelo móvel, entre 
os instantes 3 se 5 s, é: 








> 
9 tis) 


a) 80m 
b) 800 m 


c) 600m 
d) 1.880 m 


e)8m 


` С.17 (Unisinos-RS) O consumo de combustível de um auto- 


móvel é medido pelo número de quilômetros que percor- 
re, gastando 1 € de combustível. 

O consumo depende, entre outros fatores, da velocidade 
desenvolvida. O gráfico (da revista Quatro Rodas) a 
seguir indica o consumo, na dependência da velocidade, 
de certo automóvel. 


(km/0) 
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A análise do gráfico mostra que: 


a) o maior consumo se dá aos 60 km/h. 

b) a partir de 40 km/h, quanto maior a velocidade, maior 
é o consumo. 

C) o consumo é diretamente proporcional à velocidade. 

d) o menor consumo se dá aos 60 km/h. 

€) o consumo é inversamente proporcional à velocidade. 


.€.18 (UFPB) O gráfico da função polinomial 


р(х) = а + х? — 72 — x + 6 está representado na figura 
abaixo. O conjunto solução da inequação p(x) = 0 é: 


y^ 
6 











a) S = {x ER |x< -3 oux = 2) 
bS=(xER|-3<x<loux=>2) 
ce)S-—(xemR|[xs-3oulxxsx2) 
d)S=(x€R|-3=x=<-—10u1=x=2) 
eS-(xemR|-3«x«-l1ouxz1) 





/€.19. A reta г é o gráfico de uma relação R cujo domínio é €.23 Determine o domínio e o conjunto imagem da função f 








m В Zi 4 Em A "n " 
ш D(R) = {3}. A relação R é função? Por quê? cujo gráfico é a semicircunferência a seguir: 
A Y E y 
« 
[a] 
z gl x 
0 3 x 
E ME o М 
0 8 х 


'С.20 Uma circunferência pode ser gráfico de uma função cu- 
jos domínio e imagem são intervalos reais? Por quê? С.24 (UFPB) Considerando a função y = f(x), com 
-7 = x <8, representada na figura, é correto 


C21 A reta r é o gráfico de uma função f. Determine o domí- afirmar que: 


nio e o conjunto imagem de f. 


C22 Areta r abaixo é o gráfico de uma função f. Determine o 
domínio e o conjunto imagem de f. 








а) f(—4) + f(4) = 0 

b) f0) = 0 

c) f(1) - fQ) - f(8) - 0 

d)f(2) +0 

€) O conjunto imagem de f é o intervalo [—2, 2]. 
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Capítulo 13 


FUNÇÃO REAL DE VARIÁV EL REAL 


000000000000000 


1. CONCEITUAÇÃO 


Toda função f em que o domínio e o contradomínio 
são subconjuntos de IR denomina-se função real de RI 
variável real. 

Para que uma função f esteja completamente definida, 

é necessário que sejam dados todos os seus pares 
ordenados ou o seu domínio, o seu contradomínio e a lei 
de associação y = f(x). Porém, para facilitar o estudo das 
funções reais de variável real, foi convencionado: 


Se o domínio de uma função f for o mais amplo 
subconjunto de IR onde f pode ser definida, e o R2 
contradomínio de f for IR, então essa função pode 
ser apresentada simplesmente pela lei de associação 
e f: 

Assim sendo, ao apresentarmos a função y = f(x), 
ficam subentendidos como domínio e contradomínio 
de f os conjuntos: 


D(f) = (x €R|fG) ER) e СО) =R RS 


Exemplos 
a) Ao lb co a função f, através da lei: 


fœ) = ——, fica subentendido: 
* como decis de f o conjunto de todos os números x, 


reais, de modo que + também seja real; temos que 
+ ERSxER e x 0; logo, D(f) = IR* 
* como contradomínio de f o conjunto dos números 
reais, CD(f) = 
b) Ao apresentarmos a função f, através da lei 


Дх) = nx , fica subentendido: 

* como domínio de f o conjunto de todos os números x, 
reais, de modo que x também seja real; temos que 

Jx ER SxER,; logo, D(f) = IR 

* como contradomínio de f o conjunto dos números 

reais CD(f) = IR. R4 
c) Ao apresentarmos a função f, através da lei: 

fŒ) = 3x + 5, fica subentendido: 

* como domínio de f o conjunto de todos os números x, 
reais, de modo que 3x + 5 também seja real; temos 
que 3x + 5 EIR & x E R, isto ё, 3x + 5 é real para 
todo x real; logo, D(f) = IR: 

* como contradomínio de f o conjunto dos números 
reais CD(f) = 








)] E 
Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


Determinar o domínio da função f(x) = — 
Resolução 


O domínio de f é o conjunto de todos os números x, 





reais, de modo que = também seja real. Temos 


8 
1 
x-—8 

Logo, D(f) = (x € IR | x + 8). 

Determinar o domínio da função f(x) = dx — 5 . 
Resolução 

O domínio de f é o conjunto de todos os números x, 





que ERSxERex-—8 + O(ouseja, х 8). 


reais, de modo que „/х — 5 também seja real. Temos 


que J/x=5 ER&xERex-— 5> 0 (ou seja, x > 5). 
Logo, D(f) = (x ER |x => 5) 


Determinar o domínio da função 


Јо) = + х= 5 . 


Resolução 
O domínio de fé o и de todos os nümeros х, 


+ Ja também seja 
+ J2x=5 ER=xER, 








reais, de modo que 





real. Temos que 


x—840 e 7—5 20. 


@ а) 
Lembrando que o conectivo “e” indica a intersecção 
das soluções das inequações (1) e (II). temos: 


LIDO RO CE SULA 


П 1 
WM EEE $ 
апи) 





15 18 
Logo, D(f) = ix € R[x25 e x 8]. 


EI 


Determinar o domínio da função f(x) = UT 





Resolução 
O domínio de fé o conjunto de todos os números x, reais. 
= -4 


de modo que ———— —149 


Ax . CRexCR х-4=0 е х®—49*0 


— 49 ——— _—— 


а qn 


também seja real. Temos que: 
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Resolvendo a inequacáo (I), encontramos х = 4, e resol- 
vendo (II), encontramos x € —7 ex * 7. 
Fazendo a intersecção das soluções de (Т) e (II), temos: 








w ке 
ы 
n E 2d CT 6 
uam AN 
14 17 


Logo, D(f) = (x€ «R[xz4 e xs 7). 


EXERCÍCIOS BÁSICOS 


Determine o domínio de cada uma das funções: 
З 





a) Ја) = EY в) Дх) = Mx 
TO 

© /® 1 i) ft) ex - & 12 
à ft) = RU fo 

e) fa) 7x2 к) Д) = +1 


f) Дх) = х2 


Determine o domínio de cada uma das funções, repre- 
sentando-o no eixo real: 














a) Јо) = x 
1 
b) fa) 4x-3 - 
) Јо) = x = 
xx—3 
9.) = 2295 
d) б) = + -> 


е) fœ = J4x—1 * 3x-2 

Determine o domínio de cada uma das funções: 
3 

a) fe) = SE 

b) Д) = J4x 1 








г 
df = еа 
e) fo) = B 
(х= DQx - 1)(4х 5) 

f) fo) = — - + 42x—1 

1 i 
po a 

1 1 
PO a AA 
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3 m 3 2 
1) == an + cmo 
E 4 1 
o Co NT, 
239 == TE 
а =) ET : 
Юю fo) = E erum 


B.4 Determine o domínio de cada uma das funções, 
representando-o no ira real: 


979 = L + qe 


Б те tos E 
x'—16 х®—9 {к +1 
4x3 

(х2 — 5х + 4)(x3 — 8) 

1 


Чуй = AEI 4————— ta 
+2 





с) fa) = 


“Exercícios complementares de C.1 a C.4 


2. RAIZ DE UMA FUNÇÃO 

Considere a função f: IR — IR tal que f(x) = x? — 9. 
Note que f(3) = 3? — 9 = 0е f(—3) = (-3? – 9 = 0. Ou 
seja, рагах = 3 ou x = —3, a função f(x) =x? — 9 se anu- 
la. Por isso, os números 3 e —3 são chamados de raízes 
(ou de zeros) da função f. 








Definição 


Chama-se raiz (ou zero) de uma função real de 
variável real, y = f(x), todo número r, do domínio 
de f, tal que f(r) = 0. 


Exemplos 


a) As raízes da função f(x) = x? — 5x + 6 são todos os 
valores reais x tais que f(x) = 0, isto é, 


X — 5x + 6 = 0 > x = 2 ou x = 3. Logo, as raízes de 
fsãoZe3. 


b) A raiz da função g(x) = 








2x — 3 é obtida fazendo-se 


g(x) = 0, isto é, 2x — 3=051= 3. Logo, a raiz 


= 
de g é 2º 
с) A função A(x) = x? + 9 não possui raiz no domínio IR, 
pois x? + 9 = 02 х? = —9, Não há número real cujo 
quadrado seja igual a —9. 


3. FUNÇÃO CONSTANTE 


Consideremos a função real, de variável real fo) = 
ou seja, a imagem de qualquer número real x ё o número 5. 
Por exemplo: 


fGy-s5 
fU )=5 
I1) 5 

14 
Reis 


Seu gráfico é: 
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Tal função é denominada função constante. 


Chama-se função constante toda função 
fF: IR — IR, tal que f(x) = k (k, constante real). 


O gráfico da função constante f(x) = k é a reta 
paralela ao eixo Ox pelo ponto (0, k). 


y 
mo 
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4. FUNÇÃO CRESCENTE E FUNÇÃO 
DECRESCENTE 


Considere o gráfico de uma função f: 
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Note que no intervalo [2, 7] C D( f), se considerarmos 
dois números quaisquer x, e x,, com x; > ху, teremos que 
a imagem de x, será maior que a imagem de x,, isto é: 


{хь 25) C [2, 7] ex; 77 x ,—9 flo) => fl) 


Por isso, dizemos que a função f é crescente no intervalo 
[2. 7]. Observe: 


YA 


f(x) 


foa) 











Note também que, se considerarmos no intervalo [7, 10] 
dois números quaisquer x, e x2, com x, > x), teremos que 
a imagem de x, será menor que a imagem де ху, isto é: 


{xn} C 0, 10] ex, > x, => flo) < f(x) 


Por isso, dizemos que a função f é decrescente no 
intervalo [7, 10]. Observe: 








Assim, podemos definir: 


Uma função f, real de variável real, é crescente 
em A, A C D( f), se, e somente se, para quaisquer 
nümeros x, e x; do conjunto A, ocorre: 


n> х=» f) > fo) 


Uma função f, real de variável real, é decrescente 
em A, A C DX f), se, e somente se, para quaisquer 
nümeros x, ex; do conjunto A, ocorre: 


X > x > flo) € foi). 


| 
ү, EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.5 O gráfico de uma função f é dado a seguir. Quais são as 
raízes de f? 








Resolucáo 
Note que f(—4) = 0, f(1) = 0, (3) = 0 ef(5) = 0. 
Logo, as raízes de f sào —4, 1, 3e 5. 


As raízes de uma função f são as abscissas dos 
pontos de intersecção do gráfico de f com o eixo Ox. 
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Prática pode aumentar capacidade 
da memória 


(...) O ponto de vista padrão, repetido em quase 
todos os textos de psicologia, é de que o limite 
comum para a memória a curto prazo é de cerca de 
sete bits de informação — a extensão de um número 
de telefone. Mais do que isso, em geral, os números 
não podem ser retidos confiavelmente pela memória 
a curto prazo a menos que as unidades separadas 
sejam repartidas em “porções”, como os números 
de um prefixo telefônico que são lembrados como se 
fossem uma única unidade. 

(...) numa surpreendente demonstração do poder 
absoluto do treino para romper barreiras na habili- 
dade da mente para lidar com a Informação, Anders 


Ericson, psicólogo da Universidade do Estado da , 


Flórida, em Tallahassee, que escreveu recentemente 
um artigo sobre o papel da prática deliberada para 
performances espetaculares, na revista American 
Psychologist, e seus colegas da Universidade Carnegie- 
Mellon estimulam seus estudantes universitários a es- 
cutar uma lista de até 102 dígitos e recitá-los corre- 
tamente. 

Após 50 horas de prática, com diferentes grupos 
de dígitos, quatro estudantes conseguiram lembrar 
de até 20 dígitos após ouvirem uma única vez. Um 
estudante, um executivo sem talento especial para 
matemática, conseguiu se lembrar de 102 dígitos; 
esse felto exigiu 400 horas de prática. (...) 


O Estado de S. Paulo, 22 out. 1994. 


Para ler o texto na íntegra consulte o site Estadão na 
escola (www .estadao-escola.com.br), clicando em “Pesqui- 
sa”, "Temas transversais” e “Ciência e meio ambiente” com 
as palavras-chaves “capacidade” e “memória”. 
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B.5 Determine as raízes de cada uma das funções reais de va- 


riável real: 

a) fo) 2x — Ax -3 
b)y=5x+3 

с) Јо) = 43-9 

d) f(x) = x* — 40 
е)у= х*+ – 302 +2 
у= 2+1 

g) Дх) = — 6x + 8x 


xcd AS 
2 4 








hy= 


x+6 
X 


i fo) = —2x 





B.6 


B7 


B9 


O gráfico de uma função f é dado abaixo. Determine as 
raízes da função f. 
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Construa o gráfico de cada uma das funções: 
a) fi) = 5 b) f() =—1 )y= 2 


Dé o domínio e o conjunto imagem de cada uma das 
funções: 


a) f() = 5 5)fo- T 


O gráfico de uma função f é: 








B.10 





a) Em que intervalo(s) do domínio a função f é crescente? 

b) Em que intervalo(s) do domínio a função f é decres- 
cente? 

c) Em que intervalo(s) do domínio a função f é constante? 


O gráfico de uma função f é a reta г: 








Classifique como V ou F cada uma das afirmações: 
a) O domínio de f é o conjunto IR. 

b) O conjunto imagem de f éR. 

c) f possui uma ünica raiz. 

d) f é decrescente em todo seu domínio. 

e) f é crescente em todo seu domínio. 

f) f é constante. 

g f(-2)-0 

h) f(0)—3 
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Сл Determine o domínio de cada uma das funções: 





а) fe) = o d) fo) = de 
b) fo) = /— e) fa) = /— 


= At =D 


С.2 (Faap-SP) Determine o domínio e o conjunto imagem da 


função fœ) = J1—x + 4x—1. 


C.3 (Cesgranrio) Sendo x = 4, o conjunto imagem da função 


у= dx + x —4 é dado por: 

a) [y € IR |y 7 0) dbER]y>4) 
Ы [y ER|0<y=<2) e)n.d.a. 

c) ER|y=>2) 


C.4 (UFMG) Seja f: IR — IR uma função dada por 
Јо) = 2- Jx? + 1 . Pode-se afirmar que o conjunto 
imagem de f é: 
aly ER:y>-1) d)y € R:y 3] 


b) {y E R: y > 0) e)R 
с) (y € R: y z 2} 


€.5 Determine as raízes de cada uma das funções: 








pisc: 
олю Ty 

2+ 2 
БЫ = == 7 x-1 


e)f(x)—4x—3 —2x 
а Д) = /x+5 —x+1 


C.6 As raízes da função f(x) = ах? + bx + 4 sio le 2. 
Determine os valores de a e b. 


C7 Construa o gráfico da função f(x) = = 


€.8 O gráfico a seguir mostra a velocidade (у) de um auto- 
móvel em função do tempo (1): 


vim/s)A 
gl-= = 


| 


fi 








DO) eses Y 
im re pi mp 


a) Em que intervalo(s) de tempo a velocidade é crescente? 

b) Em que intervalo(s) de tempo a velocidade é decres- 
cente? 

c) Em que intervalo(s) de tempo a velocidade é constante? 


€.9 (Enem) Em uma prova de 100 m rasos, o desempenho 


C.10 


típico de um corredor padrão é representado pelo gráfico 
a seguir: 
qo : 
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Baseado no gráfico, em que intervalo de tempo a 
velocidade do corredor é aproximadamente constante? 
a) Entre Ое 1 segundo. 

b) Entre 1 e 5 segundos. 

c) Entre 5 e 8 segundos. 

d) Entre 8 e 11 segundos. 

e) Entre 12 e 15 segundos. 


Um economista, para fazer uma análise da variação da 
taxa de inflação num determinado ano, num determinado 
país, enumerou os meses de 1 a 12 e associou a cada més 
a inflacào correspondente, obtendo assim a tabela abaixo 


Governo divulga balanço 


anual da inflação 





Taxa de 
inflação (%) 
1 6 
2 8 
3 9 
4 m 
5 6 
6 9 
1 9 
8 9 
9 8 
10 6 
11 5 
12 9 


Considere a relação R do conjunto dos meses 

А = (1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12) no conjunto das 

taxas, em 95, В = (6, 8, 9, 7, 5}, associando a cada més 

a taxa de inflação correspondente. 

Construa o gráfico da relação R e, observando o gráfico, 

responda: 

a) Do mês 1 ao mês 3, a taxa de inflação foi crescente, 
decrescente ou constante? 

b) Do mês 6 ao mês 8, a taxa de inflação foi crescente, 
decrescente ou constante? 

c) Do mês 9 ao mês 11, a taxa de inflação foi crescente, 
decrescente ou constante? 

d) Qual a variação da taxa de inflação do més 7 ao més 8? 


Note pelo gráfico que, do més 1 ao mês 2, a taxa de 
inflação cresceu 2%; por isso dizemos que do més 1 ao 
2 a variação da taxa de inflação foi +2%. Note ainda, 
pelo gráfico. que, do mês 4 ao mês 5, a taxa de inflação 
decresceu 1%; por isso dizemos que a variação da taxa 
de inflação do mês 4 ao 5 foi de —1%. 





C11 (Enem) А obsidiana é uma pedra de origem vulcânica 
que, em contato com a umidade do ar, fixa água em sua 
superfície formando uma camada hidratada. A espessura 
da camada hidratada aumenta de acordo com o tempo de 
permanência no ar, propriedade que pode ser utilizada 
para medir sua idade. O gráfico abaixo mostra como 
varia a espessura da camada hidratada, em mícrons 
(1 mícron = 1 milésimo de milímetro) em função da 
idade da obsidiana. 












a 


cux (Enem) O crescimento da população de uma praga 


agrícola está representado em função do tempo, no 
gráfico abaixo, onde a densidade populacional superior 
a P causa prejuízo à lavoura. 


Densidade 
populacional 
da praga 








o 





a 





Espessura hidratada (em microns) 




























20.000 40.000 60.000 80.000 100.000 120.000 140.00€ 
Idade (em anos) 


Com base no gráfico, pode-se concluir que a espessura 
da camada hidratada de uma obsidiana: 


a) é diretamente proporcional à sua idade, 
b) dobra a cada 10.000 anos. 


с) aumenta mais rapidamente quando a pedra é mais 
jovem. 


d) aumenta mais rapidamente quando a pedra é mais 
velha. 


e) a partir de 100.000 anos não aumenta mais. 


t t Tem d 


© © 


No momento apontado pela seta D; um agricultor in- 
troduziu uma espécie de inseto que é inimigo natural da 
praga, na tentativa de controlá-la biologicamente. 


No momento indicado pela seta O, o agricultor aplicou 
grande quantidade de inseticida, na tentativa de eliminar 
totalmente a praga. 

A análise do gráfico permite concluir que: 

a) se о inseticida tivesse sido usado no momento mar- 


cado pela seta O. a praga teria sido controlada 
definitivamente, sem necessidade de um tratamento 
posterior. 

b) se náo tivesse sido usado o inseticida no momento 


marcado pela seta O, a população de praga continu- 
aria aumentando rapidamente e causaria grandes da- 
nos à lavoura. 

C) o uso do inseticida tornou-se necessário, uma vez que o 


controle biológico aplicado no momento O náo resul- 
tou na diminuição da densidade da população da praga. 
d) o inseticida atacou tanto as pragas quanto os seus 
predadores; entretanto, a população de pragas recupe- 
rou-se mais rápido, voltando a causar dano à lavoura. 
e) o controle de pragas por meio do uso de inseticidas é 
muito mais eficaz que o controle biológico, pois os seus 
efeitos são muito mais rápidos e têm maior durabilidade. 


Copítulo 14 


FUNÇÃO AFIM OU DO 1° GRAU 


1. CONCEITUAÇÃO 


Uma máquina fabrica 2 m de corda por minuto, A 
tabela abaixo descreve a produção dessa máquina em 
função do tempo. 






Tempo (min) Produção (Ш) 














4,0 
45 9 
5,0 10 


O gráfico correspondente a essa tabela é: 





Produção (m) 
10 





0/057152253354455 Tempo (min) 


Se diminuirmos mais e mais o intervalo entre as 


Е S С 
. medições, ou seja, q min q 
mais e mais pontos, e todos numa mesma reta. Podemos 


min, etc., obteremos 


então dizer que o gráfico abaixo descreve a produção 
dessa máquina em função do tempo. Indicando por x o 
tempo, em minutos, e por y a produção, em metros, temos 
que a lei que associa x e y é y = 2x. 


Produção (m) 





Tempo (min) 


Neste capítulo vamos estudar funções como a desse 
exemplo, isto é, funções do tipo y = ax + b, com 
(a, b] CIRea 7 0. 


Definição 


Toda função do tipo f(x) = ax + b com (a, b) CIR 
e a = 0 é denominada função do 1º grau ou função 
afim. 


Exemplos 

а)у=3х+1 с) у = 4х 
by-x-5 4-3 +1 
Nota 


Toda função do 1? grau y = ax + b em que b = 0 
recebe o nome particular de função linear. São lineares 
x 


as funções y = 2x, y = 5 


у= х, etc. 








2. GRÁFICO DE UMA FUNÇÃO DO 
1º GRAU 


Demonstra-se que o gráfico de uma função do 
1º grau é uma reta. 


Um importante postulado da geometria diz: “Dois 
pontos distintos determinam uma reta”. De acordo com 
esse postulado, a construção do gráfico de uma função do 
1º grau é feita obtendo-se dois de seus pontos distintos e 
traçando-se a reta determinada por eles. 
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ЕЛ Construir o gráfico da função y = 3x — 6. 
Resolução 
O gráfico da função y = 3x — 6 é uma reta. Logo, 
precisamos de dois pontos distintos para determiná-la. 
Para isso, atribuímos a x dois valores reais, distintos, 
quaisquer e calculamos a imagem y de cada um deles: 





y 
—— 






0 |3:0—6- —6 = (0, —6) é um ponto 
Valores da reta. 
arbitrários —e | |3.] —6— —3 = (1, —3) éum ponto 


da reta. 


Assim, o gráfico da função y = 3x — 6 é: 








R2 O gráfico da função y = ax + b é: 











Determinar os valores de a e b. 





Resolucáo 

Como o ponto (0, 4) pertence ao gráfico, temos que a 
sentença y = ax + b deve tornar-se verdadeira para 
x=0ey=4,istoé4=a:0+b=>b=4. 
Analogamente, o ponto (—2, 0) pertence ao gráfico; 
então devemos ter 0 = a • (—2) + b. 

Como b = 4, temos 0 = a · (2) - 4a = 2. 


Uma empresa, para construir uma estrada, cobra uma 

taxa fixa mais uma taxa que varia de acordo com o 

número de quilômetros de estrada construída. O gráfico 

descreve o custo da obra, em milhões de dólares, em 

função do número de quilômetros construídos. 

a) Obtenha a lei y = f(x), para x = 0, que determina esse 
gráfico. 

b) Determine a taxa fixa cobrada pela empresa para a 
construção da estrada. 

c) Qual será o custo total da obra, sabendo que a estrada 
terá 50 km de extensão? 


y 
(em milhóes 


de dólares) 


5 





ср 





Resolucáo 

a) O gráfico é uma semi-reta contida na reta que passa 
pelos pontos (0, 4) e (10, 5). A lei y = f(x), cujo 
gráfico é essa reta, é da forma y = ax + b. 
Como os pontos (0, 4) e (10, 5) pertencem a essa reta, 
devemos ter: 


4=a:0+b>b=4(Me5=a-:10+b (ID 


Substituindo (I) em (II), temos: 


Santis 


10 
Assim, a lei que determina esse gráfico para x = 0 é 
x 
= +4, 
тр 


Nota 
Devemos supor x 2 0, pois x é o número de quiló- 
metros de estrada construída; logo, não há sentido em 
atribuirmos valores negativos a x. 

b) A taxa fixa é obtida fazendo x = 0, ou seja, o início da 
obra: 


B2 


MO E 
у= 10 +4>y=4 

Logo, essa taxa é de 4 milhóes de dólares. 
c) Para calcularmos o custo total da obra, basta fazermos 


x — 50, ou seja, o término da obra: B.3 


у= E +4=»у=9 
Logo, o custo total da obra será de 9 milhoes de dóla- 
res. 


A função do primeiro grau na economia 


Suponha que um fabricante gastou R$ 900,00 
em moldes para a confecção de frascos de vidro e 
que, além disso, o custo de produção de cada frasco 
seja de R$ 0,05. Assim, o custo total, em reais, para 
a produção de x frascos é dado por: 


C(x) = 900 + 0,05x 


Em economia C(x) é chamada de função custo, 
em que a parcela 900 é chamada de custo fixo, 
pois não depende da quantidade produzida; e a 
parcela 0,05x é chamada de custo variável, por 
depender do número de unidades produzidas, Essa 
função do primeiro grau é crescente e seu gráfico é 
formado por pontos de uma semi-reta de origem no 
ponto (0,900): 


B.5 





x (unidades produzidas) 


Note que o gráfico é formado por pontos “isolados” 
porque a variável x só pode assumir valores naturals. 
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B.1 Construa o gráfico de cada uma das funções: 
a)y-2x—4 e)y 22x -3 


by=-2—4 y= 


с) у= 5х 


d)y- —5х 


Construa o gráfico de cada uma das funções а seguir. 
Determine os pontos de interseccáo de cada gráfico com 
os eixos coordenados Ox e Oy. 


а)у=5х— 10 dy= A -3 

b)y-2-x-1 e)y = 3x *2 
= л а 

уж es у= 2х 


O gráfico da função y = ax + b ё: 


y^ 











> 
х 
Determine: 
a) os valores dea e b; 
b) a raiz da função. 
O gráfico da função y = ax + b é: 
y^ 
> 








Determine os valores de a e b. 





(UECE) Toda função f: IR — IR tal que f(x) = ax, com 

a * 0, é chamada de função linear. Pode-se afirmar 

que: 

a) toda função linear é crescente em todo seu domínio. 

b) toda função linear é decrescente em todo seu domínio. 

c) o gráfico de uma função linear é uma reta que passa 
pela origem do sistema de coordenadas. 

d) existem funções lineares com raiz positiva. 

e) existem funções lineares com raiz negativa. 


Chama-se função identidade a função linear f(x) = x. 
Construa o gráfico da função identidade determinando 
seu domínio e seu conjunto imagem. 


Um vendedor recebe a título de rendimento mensal um va- 

lor fixo de R$ 160,00 e mais um adicional de 2% das ven- 

das por ele efetuadas no mês. Com base nisso, responda: 

a) Qual o rendimento deste vendedor em um mês no qual 
0 total de vendas feitas por ele foi de R$ 8.350,00? 

b) Qual a função que expressa o valor do seu rendimento 
mensal em função de sua venda mensal? 





B8 O gráfico seguinte mostra a temperatura de uma região 
da cidade de São Paulo desde as 7 h até as 11 hem um 
dia de inverno. 



















A 


Temperatura (^C) 


Jer 


o 
T 
1 





t 
E 
0 7911 Tempo (h) 


a) Qual a temperatura máxima nesse período? 
b) Qual foi a variação da temperatura desde as 9 h até 
as 11 h? 
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3. VARIAÇÃO DE SINAL DA FUNÇÃO 
DO 1° GRAU 


Considere a função do 1° grau f(x) = 2x — 6, cujo 
gráfico é dado a seguir. 








Note que: 

e 3 é raiz da função; 

* a função é crescente; 

* para qualquer x real, x > 3, temos f(x) > 0; por 
exemplo, f(4) > 0; 

* para qualquer x real, x < 3, temos f(x) < 0; por 
exemplo, f(2) < 0. 


Por isso, dizemos que: 

* a função se anula para x = 3; 

* a função é positiva para todo x real, x > 3; 
* a função é negativa para todo x real, x < 3. 








Representando esquematicamente a variação de sinal 
da função, temos: 





[Год = 2x-6 = + x 











O estudo da variação de sinal da função f(x) = 2x — 6 
pode ser feito também algebricamente, sem o auxílio do 
gráfico. Observe que: 

* araiz da função f é a raiz da equação 
2x-6=0=>x=3; 

* os valores de x para os quais f(x) é positivo (f(x) > 0) 
são as soluções da inequação 2x — 6 > 0 > x >3; 

* os valores de x para os quais f(x) é negativo (f(x) < 0) 
são as soluções da inequação 2x — 6 < 0 2 x < 3. 


Logo, temos: 





[roa = 2x-e] 3 








Como outro exemplo, vamos estudar o sinal da função 
fŒ) = —2x +4. 
I) Graficamente: 


* 2 é raiz da função; 

e a função é decrescente; 

* para qualquer x real, x > 2, temos f(x) < 0; 
* para qualquer x real, x < 2, temos f(x) > 0. 
Assim, esquematicamente, temos: 





2 > 
| f(x) =-2х+4 | * | - х 








П) Algebricamente: 

* araiz da função f é a raiz da equação 
—2х+4=0=х=2; 

* os valores de x para os quais f(x) é negativo (f(x) < 0) 
são as soluções da inequação —2x + 4 < 0 = x ^ 2; 

* os valores de x para os quais f(x) é positivo (f(x) > 0) 
são as soluções da inequação —2x + 4>0>x<2. 

Logo, temos: 








fld=-2x+4] + E х 











Resumo 


Variação de sinal da função f(x) = ax + b 





а> 0 (fé crescente) a< 0 (fé decrescente) 
Mesmo | Sinal 
sinal | contrário 


dea | aodea 





Sinal 
contrário 
ao de a 





ma 
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R.4 O gráfico mostra a temperatura de uma região do Rio 
Grande do Sul desde as 5 h até as 11 h. 


Temperatura (°С) 








> 
11 Tempo (lh) 


a) Em que horário desse período a temperatura atingiu 
0°С? 

b) Durante quanto tempo desse período a temperatura 
esteve negativa? 

c) Durante quanto tempo desse período a temperatura 
esteve positiva? 


Resolução 

a) O gráfico é um segmento de reta contido na reta que 
passa pelos pontos (5, —2) e (11, 10). A lei y = f(x) 
que tem como gráfico essa reta é da forma y = ax + b. 
Como os pontos (5, —2) e (11, 10) pertencem a essa 
reta, temos: 


E -a:5*b D 
10 = a-11-b (D 
Subtraindo, membro a membro, as igualdades (I) e (II): 
-12= -6a=>a=2 
Substituindo a = 2 em (I): 
-22=2º5+b>5b=-—12 


Logo, o gráfico em questão é dado por y = 2x — 12, 
com5=x=< ll. 

Para sabermos o instante em que a temperatura 
chegou a 0 °С, basta fazer y = 0, ou seja: 


0 —2v— I2—xx —6 


Portanto, a temperatura O °С deu-se às 6 h. 
b) Analisando o gráfico, constatamos que, nesse período, 
a temperatura esteve negativa para 5 « x « 6, ou seja, 








durante 1 h. 
Temperatura (ºC) 
ао a 
> 
0 11 
uoi e sete ti Tempo (h) 


c) Analisando o gráfico, constatamos que, nesse período, 
a temperatura esteve positiva para 6 < х « 11, ou seja, 
durante 5 h. 

A 
Temperatura (*C) 


10 








0 
EDI UE SS Tempo (h) 
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B.9 Discuta, através de gráfico, a variação de sinal de cada 
uma das funções: 


a) f(x) = 5x — 10 gy-2x-2 
b) f(x) = —5x — 10 hy =-x-2 
с) fe) 23x +1 i) f(x) = 4x 1 
d)y=-3x+ 1 pfe = —4х +1 
e) y = 5х k) Да) = х 
Dy--5x |) fet 
B.10 Discuta, algebricamente, a variação de sinal de cada uma 
das funções: 
a) fo) 22x — 5 Jo +1 


b) Да) = —2x - 5 orici eer 


в) Дх) = /2х— 46 
ny--42x-— «/6 


c)y=4+2 
d) y = -4x+2 





m 
ш 
а 
< 
z 
Z 
= 





B.11 Discuta a variação de sinal da função у = ax + b, cujo 
gráfico é a reta: 








B.12 Discuta a variação de sinal da função y = ax + b, cujo 
gráfico é a reta: 








B.13 Uma função linear f é decrescente. Classifique cada 
uma das afirmações como V ou F: 


a f()»0 d EN<O 
b) f «0 9 f-0»0 
of(4) «o D f() - 0 


Exercícios complementares de С.а С,8 


4. FUNÇÃO DEFINIDA POR MAIS DE 
UMA SENTENÇA 


Um elevador é construído segundo as seguintes 
especificações: 
* para carga de massa menor ou igual a 1.000 kg, são 
usados cabos de aço de 20 mm de diâmetro; 
* para carga de massa x kg, com x > 1.000, são usados 
cabos de aço de т mm de diámetro. 
A função seguinte mostra o diâmetro f(x) de cada 
cabo, em função da massa x, sendo f(x) em mm e x em kg: 


20, se 0 = х = 1.000 
{з= x 


E > Ч 
50° sex 1.000 


Note que essa função é definida por duas sentenças: 
f(x) = 20, se 0 = x < 1.000 
cu 
Fo 50 Sex > 1.000 





O gráfico de f é: 








Ye 
(diámetro, 
em mm) 


24 
20 





1 
[ 
1 
1 n 


o| 1.000 1.200 
x (massa, em kg) 





Perceba, por esse exemplo, que nem sempre é possível 
definir uma função através de uma única sentença y = f(x). 
Por isso estudaremos neste capítulo as funções definidas 
por duas ou mais sentenças. 





y | 1 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS mamm 


1,se x é racional 

—1, se x é irracional 

A expressão E = HO) + fE) = (42) é igual a: 
Fa) 

al —2 6) = 
b)2 d)1 

B.15 Construa o gráfico de cada uma das funções e dé seu 
domínio e conjunto imagem: 


В.14 (Faap-SP) Seja f(x) = | 


e)y—3 


зло [58543 

x—2,sex35 
x+3,sex<1 

b = 

e таи 
2x— l,sex«4 

99% Ки 


rtl jrs 
3,se2<x<4 
x-1,sex>4 


d) 0) = 


В.16 Сопуепсіопа-ѕе usar a “bolinha vazia” para se excluir 
um ponto de um gráfico, por exemplo, o gráfico da 

-Zos al 

2,sex>1 


função ft) = | 





De acordo com essa idéia, construa os gráficos: 


4,sex«0 
diei tr un 
DI) = 1, se x=3 
xX) = 
x+2,sex>3 


2x—3,sex «2 
—x+3,se2<x=<4 
= se x4 


c) f&) = 


B.17 А temperatura de uma caldeira varia linearmente de 0 °С 
a 300 °С no intervalo de O min a 10 min e, a partir дай, 
sua temperatura permanece constante. 





a) Qual é a lei que expressa a temperatura da caldeira em 
função do tempo? 

b) Construa o gráfico da temperatura da caldeira em 
função do tempo. 


Exercícios complementares C.9 e C.10 


' 
ye ; 
р. EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


2 


CA Construao gráfico da função y = A 








C.2 (Vunesp) Um botânico mede о crescimento de uma 
planta, em centímetros, todos os dias. Ligando os pontos 
colocados por ele num gráfico, resulta a figura abaixo. 
Se for mantida sempre essa relação entre tempo (t) e 
altura (Л), a planta terá, no trigésimo dia, uma altura 
igual a: 

a) 5 em 
b) бст 
c) 3 cm 
d) 15 cm 
e) 30 cm 


h (cm) ^ 








T 
i 
1 > 
0 5 10  t(dias) 


C3 (U. Católica de Salvador-BA) Em um certo país, as 
pessoas maiores de 21 anos pagam um imposto progres- 
sivo sobre os rendimentos. Esse imposto corresponde a 
10% sobre as primeiras 1.000 unidades monetárias 
recebidas e 2096 sobre os ganhos que ultrapassam esse 


valor. Nessas condições, indicando por i o valor do 
imposto e por r uma renda superior a 1.000, tem-se: 


a) i = 0r — 100 d) i = 100 + 0,3r 
b)i-100--02r e)i-r- 100 
c)i-03r 


C.4 Ота barra de ferro foi aquecida até uma temperatura de 


30 °С ea seguir foi resfriada até a temperatura de —6 °С. 
O gráfico mostra a temperatura da barra em função 
do tempo. 


Temperatura (°С) | 


30 





a) Depois de quanto tempo, após o início do resfriamento, 
a temperatura da barra atingiu 0 °С? 

b) De 0 a 6 min, em que intervalo de tempo a temperatura 
da barra esteve positiva? 

c) De 0 a 6 min, em que intervalo de tempo a temperatura 
da barra esteve negativa? 


€.5 Um banco paga as contas de um cliente. As contas 


vencem, no mês de abril, segundo a função 

у= -2 + 18, em quex € {1, 2, 3, ..., 30} e yé o sal- 

do do cliente em milhares de reais, no dia x de abril. 

a) Em que dia do mês de abril o saldo do cliente chega a 
R$ 0,00? 

b) Em que intervalo de tempo, no mês de abril, o saldo é 
positivo? 

c) Em que intervalo de tempo, no més de abril, o saldo é 
negativo? 


C.6 А água que usamos em nossas casas vem de grandes 


represas que devem ser conservadas sempre limpas. 
Suas margens nào devem ser povoadas, para que esgotos 
nào sejam despejados em suas águas. 

Suponha que numa dessas represas o medidor do nível da 
água consista de uma barra graduada, perpendicular à 
superfície da água, conforme a figura, sendo 0 m o nível 
mínimo para abastecimento da região servida pela represa. 
O gráfico mostra o nível dessa represa em função do 
tempo, nos dez primeiros dias do mês de maio. 
































UNIDADE 3 


Tempo (dias) 


Nível da 
água (m) 
psc җы p fep р үйне; > 





+ 
110 





Supondo que o gráfico em todo o més de maio seja um 

segmento de reta, responda: 

a) Em que dia do més de maio o nível da água atingirá o 
mínimo necessário para o abastecimento da região? 

b) Durante quanto tempo no mês de maio o nível da água 
se apresentará negativo? 

c) Durante quanto tempo no mês de maio o nível da água 
se apresentará positivo? 


/(€.7 (Unicamp-SP) O gráfico da função у = mx + n passa 


pelos pontos A(1, 3) e B(2, 8). Pode-se afirmar que: 
a) a única raiz da função é 4. 

b) f(3) = 10 

c) Да) = 12 

d) f) «0ex«3 


e)ft9)»0ex- i 


.€,8 (UFCE) A função f(x) = ax + b é tal que f(3) = 0 e 


ХА) > 0. Pode-se afirmar que: 
а)а<0 

b) f é crescente em todo seu domínio. 
c) f(0) — 3 

d) f é constante. 

e) f(2)>0 


€.9 (UFMG) Observe o gráfico, em que o segmento AB é pa- 


ralelo ao eixo das abscissas. Esse gráfico representa a re- 
lação entre a ingestão de certo composto, em mg/dia. 





Absorção ^ 
(mg/dia) 
ap == == А G 
І 
i 
i 
> 
о 20 Ingestão 
(mg/dia) 





A única afirmativa falsa relativa ao gráfico é: 
a) A razão entre a quantidade absorvida e a quantidade 
ingerida é constante. 


b) A absorção resultante da ingestão de mais de 20 mg/dia 
é igual à absorção resultante da ingestão de 20 mg/dia. 

c) Para ingestões acima de 20 mg/dia, quanto maior a 
ingestão, menor a porcentagem absorvida do composto 
ingerido. 

d) Para ingestões de até 20 mg/dia, a absorção é propor- 
cional à quantidade ingerida. 


.€.10. (Enem) O documento abaixo é a conta de luz de uma 


residência. Além do valor a pagar, a conta mostra como 
calculá-lo, em função do consumo de água (em m°). 
Observe que existe uma tarifa mínima e diferentes faixas 
de tarifação. 





Companhia de Saneamento 
Tarifas de água/m? 
Feixeside, Tarifa Consumo Valor - R$ 
consumo 
até 10 5,50 tarifa minima 5,50 
11220 0,85 7 5,95 
21a30 2,13 
31a50 2,13 
acima de 50 2,36 
Total 11,45 











Dos gráficos abaixo, o que melhor representa o valor da 
conta de água, de acordo com o consumo, é: 








a) R$ d) R$, 

mê m3 
b) R$ e) R$, 

> 

mê mê 
c) R$ 

m3 






1. A PARÁBOLA 


Para o estudo da função do 2º grau é necessário o 
conhecimento de uma curva plana denominada parábola. 
Essa curva é a intersecção da superfície de um cone com 
um plano paralelo a uma das geratrizes desse cone. 


A 






Geratriz 
(infinita) Plano paralelo à 
: geratriz AB 
Parábola 


Nomenclatura 


A parábola é composta por dois ramos simétricos em 
relação a uma reta e chamada de eixo de simetria. O 
ponto V da parábola que pertence ao eixo de simetria é 
chamado de vértice da parábola. 


Vértice 


| — — Eixo de simetria 
e 
Em várias situações do dia-a-dia pode-se perceber a 
presença da parábola. 


Exemplos 


a) Quando lançamos uma pedra obliquamente para cima, 
sua trajetória é parabólica. 


e 
б A 





b) Quando acendemos o farol do carro, os raios de luz, pro- 
venientes da lâmpada, incidem num espelho parabólico 
e são refletidos paralelamente ao eixo de simetria. 











UDO 2° GRAU 


Como você vê, embora poucos saibam o nome dessa 
curva, ela faz parte do nosso cotidiano. 

A parábola está intimamente ligada ao estudo das 
funções. Observe, por exemplo, alguns pontos do gráfico 
da função f(x) = x*: 


^ 
= == 
-3 9 L i 
-2| 4 L | 
-1 1 L t 
0 0 L 1 
1 1 П ы 
оа i 
3 9 i 
1 
i 
i 





E 
mb 
w 
x 





Se atribuirmos a x os infinitos valores reais, obteremos 
a parábola: 


> 


y: 







1 
\ 
i 
la oo - o Фо 
1 
' 
1 


la N w 








Neste capítulo, vamos estudar funções como a desse 
exemplo, isto é, funções do tipo f(x) = ax? + bx + c, com 
(a,b, c) CReaF0. 


Definicáo 
Toda função do tipo у = ax? + bx + c, com 


(a, b, c) C IR ea + 0, é chamada de função qua- 
drática ou função do 2? grau. 





















Exemplos 


m 2 

"n 2) y = 312 ejt) e SERE 
б 3 2 
P b)f(x) 24-2 а) у= 2х? 

а peça. dd 

> Fogóes solares 

==) 


É possível utilizar a radiação solar para fins 
domésticos, por exemplo, para cozinhar alimentos. 
Para isso deve-se concentrar essa radiação em 
pequenas regiões, utilizando-se lentes ou espelhos. 

Os fogões solares usam espelhos parabólicos 
para a concentração de calor. Os raios solares 
Incidem na superfície do espelho e ao se refletirem 
passam pelo foco do espelho. O calor concentrado 
nesse ponto é suficiente para cozinhar alimentos. 


Foco 





As recepções de ondas eletromagnéticas através de 
antenas parabólicas ocorrem de maneira semelhante. 


2. GRÁFICO DE UMA FUNÇÃO 
DO 2º GRAU 


Demonstra-se que o gráfico de uma função do 
tipo f(x) = ax? + bx + c, com (a, b, c) CRea +0, 
é uma parábola. 


Essa parábola tem o eixo de simetria perpendicular ao 
eixo Ox e sua concavidade é voltada para o sentido 
positivo do eixo Oy, se a > 0, ou voltada para o sentido 
negativo do eixo Oy, sea « 0. 


Exemplo 


Para esboçar o gráfico da função y = x? — 1, podemos 
construir a seguinte tabela: 











Como sabemos que o gráfico de uma função do 2º grau 
€ uma parábola, marcamos no plano cartesiano os pontos 
obtidos pela tabela e a seguir unimos esses pontos 
desenhando uma parábola. 


Es Balística 


As funções do segundo grau são fundamentais nos 
estudos de balística, ciéncia que se ocupa do movi- 
mento de projéteis. Conhecidas as velocidades do 
projétil e o ángulo de elevação, é possível determinar 
a equação da trajetória que é um arco de parábola. 

Para uma distância dada, sempre existem dois 
ângulos de elevação que enviarão um projétil ao 
lugar desejado. Na prática, pode ser necessária a 
mais alta das duas trajetórias para superar um obstá- 
culo. Exceção: o ângulo de 45º é o maior alcance 
possível e é único. 





As linhas pretas representam o percurso que seguiriam 
os projéteis se não existisse a força da gravidade. As 
linhas vermelhas indicam as trajetórias reais dos projéteis. 


3. PONTOS NOTÁVEIS DA PARÁBOLA 


Alguns pontos da parábola, por facilitarem a construção 
do gráfico da função do 2º grau, merecem destaque. Veja- 
mos quais são eles. | 


Os pontos de intersecção da parábola 
com o eixo Ox (se existirem) 


Para obtê-los, a partir de y = ax? + bx + c, basta 
atribuirmos o valor zero à variável y e resolver a equação: 


а? +bx+c=0 @) 


Para resolvê-la, utilizamos a fórmula de Bhaskara, 


= EE em que A = P? — 4ac. 


• Seaequação (I) tiver A > 0, então terá duas raízes reais 
e distintas: x, + x,. Assim, os pontos de intersecção da 
parábola com o eixo Ox são (x,, 0) e (х, 0). 


Resumindo: 


a>0 a<0 
(concavidade para cima) (concavidade para baixo) 


z ENS. x 
Xy х х x X; x 





Exemplo 

Dada a função do 2? grau y = 2x? — x — 1, para 
obtermos os pontos de intersecção de seu gráfico com o 
eixo Ox, atribuímos o valor zero à variável y e resolvemos 
a equação 2x? — x — 1 = 0. 

Temos A = b? — 4ac > ^ = (-1? — 4*2:(-1) = 9. 

Como À > 0, a parábola intercepta o eixo Ox em dois 
pontos distintos: (ху, 0) e (x,, 0), em que x, e x, são raízes 
da equação. 

Determinando x, е x,, temos: 














=p ЈА |o -(-20 x49 
s dava Bf* 2:2 

1 
E E 


Temos ainda que o coeficiente de x? é positivo (a > 0); 
logo, a parábola tem a concavidade voltada para cima: 





* Sea equação (I) tiver А = 0, então terá duas raízes reais 
e iguais: x, = ху. Assim, a parábola será tangente ao 
eixo Ox no ponto de abscissa x, = x;. 


Resumindo: 





a>0 а<0 
(concavidade para cima) (concavidade para baixo) 


чуй 


Кой жеб ра 


х= 


Exemplo 
Na função f(x) = —4x? — 12x — 9, fazendo f(x) = 0, 
obtemos as raízes de f, ou seja: 


—4x — 12x -9—0 
Temos А = b? — 4ac > А = (-12* 








4-49) = 0. 


Como À = 0, temos duas raízes reais e iguais (x, = x;); 
portanto a parábola tangencia o eixo Ox no ponto de 
abscissa x, = X». 

Determinando essas raízes, temos: 


-b+ ЈА _ —(-12)+J0 
Za ae 2(—4) 





x DES 
ыы са n 


О coeficiente de x? é negativo (a < 0); logo, a parábola 
tem a concavidade voltada para baixo: 





* Sea equação (I) tiver А < 0, então não terá raízes reais. 
Assim, a parábola não terá ponto em comum com o 
eixo Ox. 


Resumindo: 


a>0 a<0 
(concavidade para cima) (concavidade para baixo) 


N 
x, 
A 





> 
x 


Exemplo 
Seja y = 2x? + x + 1. Fazendo y = 0, temos 
2x! +х+1= 0. 
А = Ь2 – 4ас > А = 12-421 = -7 


Como А < 0, а equacáo nào possui raízes reais. 1550 
significa que a parábola correspondente ao gráfico da 
função não tem ponto em comum com o eixo Ox. 
Sabemos ainda que o coeficiente de x^ é positivo (a 7 0); 
logo, a concavidade é voltada para cima. 


Mica Д 


Para determinarmos a posição dessa parábola, podemos 
construir uma tabela: 





x 





y^ 
лар==9 
h 
-1 2 | [ [ 
к uw ha 
0 d j | i 
1 4 ЕЕ 
t ja 
2 11 '\ s-i | 
RENT 
' a 
i e, > 
2 19 x 








Nos subitens seguintes, estudaremos alguns pontos 
notáveis da parábola que dispensarão a construção 
dessa tabela. 





mM 
ышы 
i| 
< 
=] 
2 
5 





O ponto de intersecção da parábola 
com o eixo Oy 
Para obtê-lo, a partir de y = ax? + bx + c, basté 
atribuirmos o valor zero à variável x: 
y=a:0+b:0+c>y=c 
Assim, o ponto de intersecção da parábola com o eixo Oy 
é (0, c). 
Exemplo 
Para esbogar o gráfico da funcáo y = x^ — 6x + 5, 
vamos obter os pontos de intersecgáo da parábola com os 
eixos Ox e Oy. 
Fazendo y = 0, temos x? — 6x + 5 = 0. 
А = b? — 4ac 
“+ A=(-602-4:1:5=16 


aB, А2008 


2a 2*1 
“1 =5x=1 
Portanto, a parábola intercepta o eixo Ox nos pontos 


(1, 0) e (5, 0). 
Fazendo x = 0, temos: 


y=0-6:0+5 =» y=5 
Então, a parábola intercepta o eixo Oy no ponto (0, 5). 
O esboço do gráfico é: 


y 


о! 
x 


O vértice da parábola 


Outro ponto notável da y^ ê 
parábola é o seu vértice. 
Como obtê-lo? 

No exemplo anterior 
esboçamos o gráfico da 5 
função y = x? — бх + 5, 
representado ao lado. 

O vértice V da parábola 
pertence ao eixo de sime- 
tria e. Logo, sua abscissa é o a 
a do ponto médio do seg- 
mento de extremos (1, 0) e 
(5, 0), ou seja, x = 3. ў 











Substituindo x por 3 em y = x? — бх + 5, obtemos a 
ordenada do vértice: 


Ng. 











6:3+5 = y=—4 


Portanto o vértice da parábola é o ponto V(3, —4). 

Para determinar, genericamente, as coordenadas do 
vértice V da parábola de equação y = ax? + bx + c, 
vamos supor que a ordenada de V seja o número k. A reta 
de equação y = k possui apenas o ponto V em comum 
com a parábola: E 


y 


(É claro que o gráfico 

pode estar em uma 

posição diferente des- 

k sa. A ilustração é só 

V para facilitar o racio- 
cínio.) 





E y at tbrr e 0 
Portanto o sistema 
y=k (II) 


tem uma única solução. Substituindo (II) em (I), obtemos 
ах? + bx + с = К, ou seja, ax? + bx + c — k = 0 (Ш). 
Como essa equação deve ter raízes reais e iguais (pois o 
sistema tem uma única solução), impomos que А = 0, 
isto é: 


b?—4a(c - Ю = 0 

<. b? — 4ac + 4ak = 0 

to Маб ТВ _ PAE 0A 
eh 4a 4a 4a 


4ac — b? 


Substituindo k por ZE 


na equação (Ш), 
obtém-se x = ER (Faça você mesmo as contas.) 


2a 
Concluímos, então, que o vértice da parábola é o ponto 


b A 
ғ Za” x) 


y 
IB : 
f EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


Ri  Esbocar o gráfico da função у = —3? + 4x — 5, dando 
seu domínio e conjunto imagem. 
Resolução 
Fazendo у = 0, temos —x? + 4x — 5 = 0). 
А = 4 – 4(—1)(-5) 7. А = —4 


Como A < 0, a função nào tem raízes reais; portanto а 
parábola nào intercepta o eixo Ox. 
Fazendo x = 0, temos y = -0 + 4:0 - 5 > y = -5. 


R2 


Logo, a parábola intercepta o eixo Oy no ponto (0, —5). 
Para determinarmos o vértice V(xy, yy), vamos usar as 
fórmulas: 











LEA esr SRM Md as 
v 2a 2(—1) ЧҮЙ 
EX, EE e 
NE aa acp q 
Temos, então, que V(2, — 1). 
O esboço do gráfico é; 
y^ 
» 
x 
E 
> 
S 
E 
g 
E 
A 
E 
8 
O domínio da função é IR. 


O conjunto imagem é Im = ]—ee, —1]. 


Observe o gráfico da função f(x) = ax? + bx + с. 
Determinar a, b e c. 


y 





Resolução 

(02€f22-2a-0t*b-0-c 
(1,00€f 2 0-a-I?*b-1-c 
(4,0 Ef > 0=a:4+b:4+ce 


Assim, para determinar a, b e c, basta resolvermos o 
c=2(D 

sistema 14 + b t c = 0 (Ш 
l6a+4b+c = 0 (IH) 


Substituindo c por 2 em (II) e (III), e, a seguir, multipli- 
cando por —4 ambos os membros de (II), temos: 


а+Ь+2 = 0:(-4) sp =0 

l6a+4b+2=0 l6a+4b+2 = 0 
Somando, membro a membro, essas duas últimas equa- 
ções, temos 12a — 6 = 0 > а = > 


Substituindo, em (II), a por E ec por 2, obtemos: 


+b+2=05b=-> 


| 
ә 


eei 219 Les 
Temos, entáo, a = z b= ue ec=2. 


M 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS um 


В. Esboce o gráfico de cada uma das funções. dando seu 


A função do segundo grau na economia 


Imagine que a Petrobrás destine determinada 
verba para a construção de oleodutos ou compra de 
caminhoes. O dinheiro pode ser empregado apenas 
na compra de caminhões, ou apenas na construção 
de oleodutos, ou ainda, uma parte na compra de 
caminhões e a outra na construção de oleodutos. 
Algumas das possibilidades estão descritas na tabela 
e no gráfico abaixo: 


km de oleodutos 


Número de caminhões 








30 40 50 x[número de 
caminhões) 





Em economia, esse gráfico é chamado de curva 
de possibilidade de produção. Essa curva pode ser 
aproximada por uma função do segundo grau 
у = аж + bx + c. Рага obter os valores de a, b e c, 
substituem-se x e y pelas coordenadas de cada um 
de três pontos escolhidos na tabela, por exemplo, 
(50, 0), (0, 55) e (40, 19), obtendo-se o sistema: 


а: 502 + Б · 50 + с=0 
а-О +60 + с= 55 
a: 40+ 6:40 + с= 19 


Aoc a MS ыыт" 
cuja solução é a = 50° b 10 
sim, a função do segundo grau que aproxima esse 


gráfico é: 


ес= 55, As- 
* 


CUT ed 
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domínio e conjunto imagem: 


а) y=x-8x+ 12 g) y-—5x^t2x — 1 





by-2e2-4x—5 h) у=х?— 6бх+9 
с) y = —Ах?-13х i) у=-—х?—4х—4 
dy =-+09 3) у=3х? 

е) у = 4х2 + 8х k) y = 5x 


уу 23x =x: 


Ж. 





m 
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B.2 O gráfico da função y = ax? + bx + cé 


53 


B.4 


B.5 


B.6 


B.7 


B.8 


yA 











Determine: 
a) os valores de a, b e c; 
b) o conjunto imagem dessa função. 


O gráfico da função y = ax? + bx + cé 





Determine os valores de a, b e c. 
O gráfico da função f(x) = ax? + bx + c é: 


y^ 








a) Determine os valores de a, b e c. 
b) Calcule f(4). 


Para que valores reais de m a função f(x) = mx? + 3x + 1 
possui duas raízes reais e distintas? 


Para que valores reais de m a função 
Дх) =x? + mx + т — 1 admite duas raízes reais е 
iguais? 


Para que valores reais de m a função 
Јо) = (m — 2)? + 2mx + m + 3 nào admite raízes reais? 


Construa o gráfico de cada uma das funções e dê seu do- 
mínio e conjunto imagem: 


02 — хзё х=3 
DA= r. X353 

2 — 2x, sex E 2 
b = 
о) LOT a 


2 — DA sexs2 


а BM 6,sex2 


Exercícios complementares de C.1 a С. 





4. MÁXIMO (MÍNIMO) DE UMA 
FUNÇÃO DO 2º GRAU 


Valor máximo de uma função 
do 2º grau 


Seja a função f(x) = —x? + бх, cujo gráfico é: 








Note que f(3) = f(x), Vx, x € D(f). Por isso dizemos que: 
* f(3) = 9éo valor máximo da função f; 
* 3éo ponto de máximo da função f. 


Generalizando 


Se o ponto V é vértice da parábola que representa 
graficamente a função do 2º grau f(x) = ax? + bx + с, 


com a < 0, então a abscissa de V, + é ponto 


de máximo e a ordenada de V, > é o valor 


máximo da função f. 


A receita máxima 


Suponha que uma empresa venda seus produtos 
de modo que o preço unitário dependa da quantidade 
de unidades adquiridas pelo comprador. Por exemplo, 
Se, sob determinadas restrições, para cada x unidades 


vendidas o preco unitário é 40 — pais reais, então a 


5 
receita (total bruto recebido pela venda) é dada por: 
Rx) = (ао = +), ou ainda, R(x) = ZÉ + 40x 


Em economia R(x) é chamada de função receita. 

Uma análise da função receita nos permite tomar 
decisões acertadas no sentido de otimizar a lucrativi- 
dade da empresa. Por exemplo, na função R(x) 
acima, podemos concluir que a receita máxima é 
R$ 2.400,00 e é obtida com a venda de 100 unidades 
do produto. Observe: 


R(x) 





x (unidades 
vendidas) 


H ET 
100 200 


Valor mínimo de uma função 
do 2º grau 


Seja a função f(x) = x? — 6x, cujo gráfico é: 








Note que f(3) < f(x), Vx, x € D(f). Por isso dizemos que: 
* f(3) = —9 é o valor mínimo da função f; 
* 3éo ponto de mínimo da função f. 


Generalizando 


Se o ponto V é vértice da parábola que representa 
graficamente a função do 2º grau f(x) = ax? + bx + c, 


com a > 0, então a abscissa de V, X é ponto 


de mínimo e a ordenada de V, -+ é o valor mí- 
nimo da função f. 


» 
D 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.3  Esbocar o gráfico da função y = 2x? + 2x + 1 e determi- 
nar seu valor mínimo e seu ponto de mínimo. 
Resolução 
Fazendo y = 0, temos 21? + 2x + 1 = 0. 

A=2-4+2:1 
A=-4 


Como À < 0, a parábola nào intercepta o eixo Ox. 
Fazendo х = 0, temos y =2+02+2-0+1=>y=1. 
Logo, a parábola intercepta o eixo Oy no ponto (0, 1). 
Para a determinação do vértice V(x, . yy), temos: 





Ns ЕСО 
y gu C Svo: DEM 2 
к А pd 
Уу da Yv 4-2 С. Уу 2 


Assim, temos V (= 5) к 


O esboço do gráfico é: 






Valor mínimo 


Pontode | — — 5 


mínimo 
O valor mínimo da função é > 
O ponto de mínimo da função é — > 
М 
y Д 1 eram ка as 
EXERCÍCIOS BÁSICOS “em 


B.9 Esboce o gráfico e determine o valor máximo (ou o 
mínimo) e o ponto de máximo (ou o de mínimo) de cada 
uma das funções: 
а)у=х?—8х+7 
Б)уу=—2х°+2х—3 


с)у= 2028 
а) у = 3х2 – 2х + 1 


В.10 Determine o valor máximo (mínimo) e o ponto de máximo 
(mínimo) de cada uma das funções: 
а) у = 2x? — 12x + 10 Dy>=w-2+4 
b)y= —x? + 4х + 5 g) у= =x + 3х 5 
с) у=х2- 9 h)y = x? + 9х 
а у= —x? + 16 i) у= —х?—4х 
е) у = Зх? 





В.11 Determine т, т € IR, de modo que o valor máximo da 
função f(x) = —x? + 4x + m seja 1. 


B.12 Calcule o valor de m, m € IR, de modo que o valor 
mínimo da função f(x) = x? + mx — m — 6 seja —9. 


B.13 Sabe-se que, sob um certo ângulo de tiro, a altura atingida 
por uma bala, em metros, em função do tempo, em 
segundos, é dada por A(t) = —201? + 200r. Qual a altura 
máxima atingida pela bala? Em quanto tempo, após o 
tiro, a bala atinge a altura máxima? 





em 
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B.14 (Unifor-CE) Num certo instante, uma pedra é lançada de 
uma altura de 10 m em relação ao solo e atinge o chão após 
60 segundos. A altura da pedra em relação ao solo, em 
função do tempo, pode ser representada por uma função 
do segundo grau, cujo gráfico está representado abaixo. 








Altura, em 
metros 
1 
1 
10 Т 
1 
1 
i в _„ 
0 25 60 Tempo, em 
segundos 
A altura máxima h, atingida pela pedra, é de aproxima- 
damente: 
а) 20,44 m с) 21,5 т е) 224 m 
b)21m d)22m 





5. VARIAÇÃO DE SINAL DE UMA 
FUNÇÃO DO 2º GRAU 


Consideremos a função f(x) = x? — 6x + 8, cujo 
gráfico é: 








Observe que: 
ef (+) e f(5) sáo positivas; 
* f(3) é negativa; 


* f(2) e f(4) são iguais a zero, pois 2 e 4 são raízes da 
função. 


Lembremos que discu- 
tir a variação de sinal da 
função f significa deter- 
minar os valores x, do do- 
mínio de f, para os quais 
f(x) é positiva, f(x) é ne- 
gativa ou f(x) é igual a ze- 
ro. Analisemos o gráfico 
ao lado: 











* sex —2 ou x =4, então f(x) = 0 
e sex € 2 ou x> 4, então f(x) > 0 
• se2 «€ x < 4, então f(x) < 0 


Esse resumo é a variação de sinal da função f, que pode 
ser representada esquematicamente no eixo real por: 





> 


[ro =>e-6x+ 8] + | - | + x 








Generalizacao 
De modo geral, a discussão da variação de sinal de 


uma função do 2º grau, f(x) = ax? + bx + c, recairá 
sempre em um dos casos seguintes: 


a < 0 (concavidade para cima) 


A > 0 (duas raízes 
reais e distintas, 
x É х) 


A « 0 ( raiz real) 


А = 0 (duas raizes 
reais e iguais, 
х= х) 


© Жэ, | 


ENE: 07 





а < 0 (concavidade para baixo) 


А > 0 (duas raízes 
reais e distintas, 


A = 0 (duas raízes | А < 0 (Я raiz real) 


reais e iguais, 





X * x) X X) 
x 
x s nz% | 
7 < B NO | 
V NN 








6. INEQUAÇÃO DO 2º GRAU 


Chama-se inequação do 2º grau toda inequação que 
pode ser representada numa das seguintes formas: 


ax +bx+c>0 
ax +bx+te=>0 
ax +bx+e<0 
ax +bx+e<0 
ax +bx+c+o 


com (a, b, c) CR e a #0. 

A resolução desse tipo de inequação é fundamentada 
no estudo da variação de sinal da função do 2º grau, con- 
forme mostram os exercícios resolvidos a seguir. 


15 1 
J EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R4 Resolver em R a inequacáo 3? — 2x — 3 > 0). 
Resolução 
Uma boa maneira de se resolver uma inequacáo do 2° 
grau é através do gráfico. 


* Raízes da função f(x) = — 2x — 3 R.6 | Resolver em В a inequação —x2 + 2x — 5 > 0. 





ue 
i ci cere E Resolucáo ш 
А =b? – Дас > А = (202 —4- 1(-3) = 16 РМа indio Md c Ps O 
e A о EE —?+2х-5=0 У 
2а 2:1 А = 02 дас = А = 22 —4(-1(-5)  -16 = 
гохр з, = —1 Como A < 0, a equação não tem raízes reais; portanto ЩТ 
Logo, a parábola intercepta o eixo Ox nos pontos de a parábola não tem ponto em comum com o eixo Ox. 
abscissa x; =3 e x, = —1. * Gráfico de f 
* Gráfico de f O coeficiente de x? é negativo (a « 0); logo, a parábola 
Como o coeficiente de x? é positivo (a > 0), a parábola possui a concavidade voltada para baixo, conforme o 
possui a concavidade voltada para cima, conforme o gráfico a seguir. 
gráfico a seguir. 
y^ 











A inequação pede os valores de x para os quais 


f(x) > 0, ou seja, x? — 2x — 3 > 0. Essa desigualdade Я = ҮТ 
cere ве somente ees fonts doo о A inequação pede os valores de x para os quais f(x) > 0, 


conjunto solução é: ou seja, =x? + 2x— 5 > 0. 
Note que essa desigualdade não ocorre para valor algum 


S=(*ER|x<-1 ou x73] de x, pois f(x) é negativa para todo x real. Logo, não exis- 


Resolver em IR a inequagáo x? — 7x + 6 < 0. te x que satisfaça a inequação e, portanto, 5 = Ø. 
Resolução 
+ Raízes da função f(x) = x? — 7x + 6 R.7 Рага que valores reais de m a função f(x) = x? — 3x + m 
?-7х+6=0 é positiva para qualquer x real? 
Д = 2 – 4ас = A=(-79-4:1:6=25 Resolução 
Es om (27) 055 О gráfico da função fe uma parábola com a concavidade 
А = a= A И. voltada para cima (a > 0). Para que essa funcáo seja 


positiva para todo x real, a parábola náo pode ter ponto 


Sax 6x21 } 
ЖЕ em comum com o eixo Ox. 


Logo, a parábola intercepta o eixo Ox nos pontos de 
abscissa x; = беж, = 1. 

* Gráfico de f 
Como o coeficiente de x? é positivo (a > 0), a parábola 
possui a concavidade voltada para cima, conforme o 
gráfico a seguir. 


" 








Para que isso ocorra, devemos ter А < 0. 


Д = 02 – дас => A= (-3} -4 Im 











Г.А = 9 – 4m 
Tin > 
Il 9 I) x Impondo A < 0, temos: 
UH MI 
uu 9—4m«0 ..—4m<-9 
" : 9 
A inequacáo pede os valores de x para os quais “4m>9 Jm + 


f(x) < 0), ou seja, x? — 7x + 6 < 0. Isso acontece se, e 
somente se, | « x « 6. Logo, o conjunto solução da 


a A Assim, a funcáo f será positiva para todo x real se, e 
inequacáo é: 


S-(reR|1«x«6) Somente ser m c s 


89 
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B.15 Discuta a variação de sinal de cada uma das funções: 
а) ДХ) =°—5х+4 
Ву x32 
СЕ 05 
с) у 3 ash 2 
d)f(X) = = + 6x — 9 
e) 0) = 3# -x+1 
кые 2х? _ 4 
f) fo) = zx tx a 
8) y =X — 9x + 20 
h) f(x) = —* + 5x — 6 
1 


)y=ê-x+t = 
)y=2-x 4 


Dys- tx- 


k) Д) = 502 х +1 


2 
рл = -4- +2- 5 


B.16 Resolva em IR as inequações do 2º grau: 
а) 2 —-3x—-4>0 
0) 32 — 2х=0. 
c) -2+x+ 12>0 
d)?-2x-1«0 
ex —6x-9x0 
Dx-x+6>0 


hax- 74-1070 

i) -e 2x - 820 

j 3е—2х<0 

к) 4#—4х+1>0 

) -3 +4x = >0 


т) 222 + 5х+1<0 








2% 6 

n) E 3 5 «0 
0)22<9 
pr<x 

x 3x £ х 
25 УН л? 

g-i Lef 
r) ERE 35 FU 


B.17 Para que valores de m, m € IR, a função 
Јо) = 4x? — 3x + m — 1 é positiva para qualquer x, 
x€IR? 


B.18 Para que valores de m, m € IR, a função 
fo) = —(m + 1)? + 2mx — m — 1 é negativa para 
qualquer x, x € IR? 


| Exercícios complemen 





Jj EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES | 


C1 (Mackenzie-SP) Na figura, temos o gráfico da função 
real definida por y = 3? + mx + (15 — m). А ordenada 
k do ponto de intersecção da parábola com o eixo Oy é: 


a) 25 b) 18 с) 12 d)9 e)6 


€2 O gráfico da função f(x) = kx? — (2k + 4x + k + 4, 
k € IR, intercepta o eixo das abscissas em dois pontos 
distintos. Determine os possíveis valores de k. 


C3 О gráfico da função f(x) = x? + х + 2k — 3, k € В, não 
intercepta o eixo das abscissas. Determine os possíveis 
valores de k. 


C.4 (Vunesp) Encontrar a função quadrática cujo gráfico 
passa pelos pontos P, (0, 1), P;(—1, —2) e P,(—2, 7). 


€.5 Considere o conjunto A = [—1, 2] еа função f: A — IR 
tal que f(x) = x? — 7x + 12. Determine o conjunto 
imagem de f. 


€.6 Obtenha o conjunto imagem da função f: [0, 4[ — IR tal 
que f(x) = x? — 2x — 3. 


€ Sendo o conjunto A = [0, +es[ e a função f: A — IR tal 
que f(x) = —x? + 4x, qual é o conjunto imagem de f? 


€,8 (PUC/Campinas-SP) Uma bola é largada do alto de um 
edifício e cai em direção ao solo. Sua altura h em relação 
ao solo, segundos após o lançamento, é dada pela 
expressão h = —251? + 625. Após quantos segundos do 
lançamento a bola atingirá o solo? 
а) 2,5 c)7 
b)5 d) 10 


e) 25 


€.9  (Fuvest-SP) O gráfico de f(x) = x? + bx + c, onde b ec 
são constantes reais, passa pelos pontos А(0. 0) e B(1, 2). 


Então f( -4 ) vale: 


a) -4 9-7 e) 4 


2 1 
b) IE d) "E 
`С.10 (Fuvest-SP) Considere a parábola de equação 
у= х2 + тх + 4m. 
a) Ache a intersecção da parábola com о eixo Ox, 
quando m — —2. 
b) Determine o conjunto dos valores de m para os quais 
a parábola nào intercepta o eixo Ox. 


/€.11. Construa o gráfico da função 

X +2512, s6x=-1 
=x, se Іса 1 
=F t o > 1 
conjunto imagem. 


e dé seu domínio e 


Joy = 


/€.12. Determine o valor máximo da função f cujo gráfico é a 
seguinte parábola: 





ЇС.13 Um triângulo ABC, retângulo em A, possui os catetos 
AB e AC medindo respectivamente 4 cm e 8 cm. Um 
retângulo ADEF é inscrito nesse triângulo, de modo que 
os pontos D, E e F pertençam respectivamente aos lados 
AC, CB e AB. Calcule a área máxima que pode ter esse 


retângulo. 
B 
F E 
4em 
A D с 
8cm 
Sugestões. 


Faça EF = x; através da semelhança entre os triângulos 
ABC e CDE, determine, em função de x, a medida do 
lado DE; calcule a área S do retângulo, em função de x. 


'C.14 Em uma fazenda, um trabalhador deve construir um 
galinheiro de forma retangular. Dispondo apenas de 
30 m de tela, o homem decide aproveitar um velho muro 
como uma das laterais do galinheiro (conforme figura). 
Qual será a área máxima desse cercado, sabendo que o 
muro tem extensão suficiente para ser lateral de qualquer 
galinheiro construído com essa tela? 





(C15 O custo diário da produção de uma indústria de aparelhos 
de telefone é dado pela função C(x) = x? — 86x + 2.500, 
onde C(x) é o custo em dólares e x é o número de unidades 
fabricadas. Quantos aparelhos devem ser produzidos 
diariamente para que o custo seja mínimo? 


'€C.16 (FGV-SP) Para uma determinada viagem, foi fretado um 

avião com 200 lugares. Cada pessoa deve pagar 

R$ 300,00 mais uma taxa de R$ 6,00 por cada lugar que 

ficar vago. 

a) Qual a receita arrecadada, se comparecerem 150 
pessoas para a viagem? 

b) Qual a máxima receita que pode ser arrecadada nas 
condições do problema? 


`С.17 (Faap-SP) Divida o número 180 em duas partes de modo 
que o seu produto seja máximo. 


`С.18 (Cesgranrio) Um dia na praia às 10 h a temperatura era de 
36º C e às 14 h atingiu a máxima de 39,2 *C. Supondo 
que nesse dia a temperatura f(r) em graus era uma função 
do tempo г medido em horas, dada por f(t) = at? + bt + с, 
quando 8 < т < 20, então pode-se afirmar que: 
ab=0 c)a=b e)b «0 
b)ab «0 da>0 


.C.19. (U. Católica de Salvador-BA) Considere a função 
f: IR — R, definida por f(x) = 3? — 3x + 2. O conjunto 
A, no qual a função f é crescente e f(x) > 0, qualquer que 
sejax € A, é: 


a) p i] 


m 


c) [2, =[ 
d) ]-« 1] U Р, eel 


e) | il U [2, ef 


`С.20 (Cesgranrio) O conjunto dos valores de p para os quais a 
inequação x? + 2x + p > 10 é verdadeira para qualquer 


x pertencente a IR é dado por: 
ap>-9 с)р> 11 e) n.d.a 
b)p <11 d)p < —9 


.€.21 Determine o domínio de cada uma das funções: 
a) Јо) = x? — 4x 
ыд) = 2 -x*3 
ор) = J-x «2x - 1 


1 
DIO = =x" 1978 + 
ЦӘ Ax? — 8x + 12 
'€.22 (FGV-SP) Para que a função real 


Р) = Jx? — бх + К , ondexe k são reais, seja definida 
para qualquer valor de x, k deverá ser um número tal que: 
ak=<5 c)k=5 e)kz9 
bk=9 d)k«9 
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1. INTRODUÇÃO 


Sendo x € IR, consideremos os números 2x — 10 e 
x? — 5х + 6. Para que valores de x o produto desses 
números é positivo? 

Para responder a essa pergunta devemos resolver a 

inequação (2x — 10)G? — 5x + 6) > 0. 
Note que esse tipo de inequação é absoluta novidade, pois 
nào nos deparamos com nenhuma dessas até agora. Para 
resolvé-la, o que faremos no exercício R.1, vamos antes 
definir inequação produto. 


2. INEQUAÇÃO PRODUTO 


Chama-se inequação produto toda inequação apre- 
sentada em uma das seguintes formas; 


Хх) 20) 20 
Хо) g0)=0 
Хх) gx) « 0 
fQ)*g0)s0 
fe) * 80) * 0 


em que f e g são funções quaisquer. 


Exemplos 
а) (2x — 1010? — 5x + 6) 50 
b) (5x — 10)(6 — х)(3х — 15) = 0 


18 E 
ү, EXERCICIOS RESOLVIDOS 
RA ResolveremR a inequação (2x — 10)? — 5х + 6) > 0. 
Resolução 
‚Кол a variação de sinal de cada uma das funções 
Јо) = da e g(x) = x? — 5x + 6, temos: 
E E: = 10 
. ur 10202x-25 
* variação de sinal de f: 
Mesmo sinal 


LA 








Sinal contrário 
ao dea 


П. gx) 232 — 5x +6 
* raízes deg: x? - 5x + 6-0 x—20ux—3 
* variação de sinal de g: 





Que 








“Capítulo 16. 


INE PRODUTO E 
ACAO QUOCIENTE 


өөөөөө 


Representando no eixo real a variação de sinal de f e g, 
temos: 


























A 

[fod = 2x- 10 elele 

|a à =x -5x+6 + |=| + + 

[00 о (0 =(2x-10)02-5x+6) | - | + |- | + 
2—6 ox 





Obtivemos os sinais na última linha aplicando a regra de 
sinais para o produto f • g. Como nos interessa que esse 
produto seja positivo, (2x — 10)(xº — 5x + 6) > 0, temos 
que o conjunto solução é: 


=[xER|2<x<30ux>5),ou ainda 
= 12, 3[ U ]5, +00] 


Resolver em IR a inequação 

(5x — 10)(6 — x)(3x — 15) = 0. 

Resolucáo 

Estudando a variação de sinal de cada uma das funções, 
До) = 5х — 10, g(x) = 


6— xe h(x) = 3x — 15, temos: 















2 5 6 > 
fix) = 5х- 10. + + + |x 
9(х) =6-х + - 













h(x) = 3x- 15 


fix) -gix hod = 
= (5x— 10) (6 – х) (3x— 15) 




















Os sinais da última linha foram obtidos através da regra 
de sinais para o produto fgh. Como nos interessa que 
esse produto seja negativo ou nulo, 

(5x — 10)(6 — x)(3x — 15) « 0, temos que o conjunto 
solução é: 


=(xER|[2<x<5oux=6) ouainda 
S = [2,5] U [6, +%[ 


EXERCÍCIOS BÁSICOS — 


Resolva em IR as inequações: 

а) (х2 — 5x)2x — 4) « 0 

b) (1? — 8х + 7)? —9)>0 

c) —1(x-2)»0 

d) (—3х + 12)(222 —8) < 0 

е) G? + 6x + 10)(3х — 1) >20 

f) (3х2 + 2x + 1)(—22 + 1) «0 
(= + 3x — 5)(8х — 40) > 0 

h) хо? — 6х + 8) > 0 

1) = tx) 0 

jp 02 —6x49)(—2? +2x- 1)>0 
k)G? — 6x + 9(—à? + 2х 1) 20 
D @ - 4)(02х+ 1) +0 


Determine, em IR, o conjunto solução de cada uma das 

inequações: 

а) 2x- 36 — 6x — 1) — 0 

b) (2 — 5х)(х — 4)(—х + D=0 

с) (2x — 3)%(х — I)*(4 — х)? < 0 Sugestão. A variação 
de sinal da expressão (2x — 3) é a mesma da base da 
potência, pois o expoente é ímpar. A expressão 
(x — 1)* é sempre positiva ou nula, pois o expoente é 
par. 





B3 (Fuvest-SP) O conjunto solução de 
(— + 7х — 15)02 + D<0é 
a) Ø c) IR. e) R, 
b) [3,5] d) [-1, 1] 


-B.4 | (Fuvest-SP) De x* — x? < 0 pode-se concluir que: 
а)0<х<1 ==. | 
ъ)1<х<2 e)x«-loux-1 
e) —1sx:5 0 
Sugestão. Fatore o polinômio x — x°. 





ercícios complementares de C.1 a C.6 


3. INEQUACAO QUOCIENTE 


Chama-se inequação quociente toda inequação apre- 
sentada em uma das seguintes formas: 





fo O Дх 

xe a tup» 
fel о Дх) 

y "y t4 


em que f e g são funções quaisquer, com g nào identica- 
mente nula. 











Exemplos 
2 —2x?- x46 
a) 3 «0 c) EU NE >0 
23-3 
b) Emi x0 
EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
R.3 Resolver em IR a inequação EE <0. 


Resolução 
Condição de existência x — 3 € 02 x+3 . (1) 





Como o numerador de x 2 é positivo, a fração será 


3 
negativa se, e somente se, o denominador for negativo, 
ousejax —3« 0 х<3 . (ID 


Efetuando a intersecção de (I) e (II), temos: 


(1) 
i 
(1) a > 
i 
— ——— 
су) їз 











Logo, o conjunto solução da inequação é: 


S= [x €IR|x € 3} ou ainda S = ]-eo, 3[ 


Resolver em R a inequação 





Resolução 

Condição de existência x — 1 + 0 >x #1. 

Estudando a variação de sinal de cada uma das funções, 
f(x) 92x —3 e g(x) = х — 1, temos: 





























2 
= E 2 > 
f(x) =2x-3 25 = E e 
gix)-x-1 - * + 
fü) 2x-3 Л " 
god x-1 x 
о—ө. 





Os sinais da última linha foram obtidos através da regra 


de sinais para o quociente L, Como nos interessa que 


2x 





esse quociente seja negativo ou nulo, < 0, te- 


mos que o conjunto solução é: 
з= екі 1<х= i| ou ainda $ — |. 3l 


Note que o intervalo deve ser aberto à esquerda, pois, 
pela condição de existência, devemos ter x * 1. 


х8 





Resolver em IR а inequação =x + > 
Resolução 

Condição de existência x + 0. 

Quando uma inequação do tipo >, =, < ou < apresentar 
a variável no denominador, devemos transformá-la 
numa outra equivalente com zero num dos membros da 
desigualdade e, a seguir, resolver a inequação quociente 
assim obtida. 

Transformando a inequação dada na equivalente 


1:3 
x 


z0 





= pr 


s|- 


e reduzindo o primeiro membro ao mesmo denominador, 
recaímos em uma inequação quociente: 
2(x-3)-2x*!'-x 
2x 
=, 2x4d-6—2x*—x z0.. ESO 20 
2x 2x 


>=0= 





Estudando a variação de sinal de cada uma das funções, 
Дх) = 22 + x + бе g(x) = 2x, temos: 
































3 
—- 0 2. É 
fix) =-22 +x+6 -|+| + |- e 
gi) -2x -]|-]+|+ 
= esses a | | + | > 
go) 2x 
-2x +x + 

Devemos ter TM = 0: logo, o conjunto so- 
lução é: 


= ек|: -2 ou 0 < x = 2} ou ainda 


ru 


ju 


] U yo. 2] 


















UNIDADE 3 


Y 
) 4 
5 EXERCÍCIOS BÁSICOS = 


В.5 


В.6 





Resolva ет IR as inequações: 
4 


— > 
Ms O 











x2—-6x+8 
Xe =:8% + 15 


wo — TAO: 
BUE. 40 


q 02—45 65 
Me Us 
(2x — 6)(x? — 5x +4) 
x —4x+3 
(2x — 3)(x? + 9x) 
PFF 


k) 


=0 
р <0 


Determine, em IR, о conjunto solução de cada uma das 
inequacóes: 

















a) DES 1 < — 1 Sugestão. Escreva a inequação na 
forma E +1<0. 
) E 2 =r 
9 ne Tod Eu 
d+ 4 2 AI 1 
5 : x E = 3 
f) + = 
g) i =2 +% 


Determine o domínio de cada uma das funções: 








dfa) = = = 
Ыы) = É Fo 1 





3 = 2 


J EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES ## 





cs Determine o maior número inteiro x que satisfaz a desi- 
gualdade (x — 1)(2x — 5) « 0. 


Determine, em IR, o conjunto solução da inequação 
X — X — 4x + 4 < 0. Sugestão. Fatore o primeiro 
membro. 


Сз Determine o conjunto de todos os valores de x, x € IR, 
que verificam a desigualdade 
Qx — 1)(x + 5) > x + 5. Sugestão. Escreva а inequação 
sob a forma (2x — 1)(х + 5) — (x + 5) > 0 e fatore o 
primeiro membro. 


C4 А base e a altura de um triângulo medem 4x e x + 2, 
respectivamente, e a base e a altura de um retângulo 
medem x + 3 ex + 2, respectivamente, onde x € IRf. 
a) Para que valores de x a área do triângulo é maior que 

a do retângulo? 
b) Qual é o menor valor inteiro x para que a área do 
triângulo seja maior que a do retângulo? 


(Cesgranrio) Dada a inequação 
(3x — 2y(x — 5) (2 — x)x > 0, tem-se que a solução é: 


o elx < i ou 2<1<5) 





b)jx| i <x<200x<0) 


9 <y<2 


2 

= < 
d) 3 MES 
e) nda 


€6. (UFRS) Considerando as funções 
fo-x-3egQ)- T para que valores reais 
de x tem-se f(x) > g(x)? 


IG Determine o menor número inteiro x que satisfaz a desi- 


(x -3)Qx + 1) 
4=x 


gualdade <0. 


cs. (U. F. Uberlândia-MG) Determine o conjunto solução da 


af >0. 


C9 (FGV-SP) Para que y = {x 3)0* 2x — 8) 





y real, seja definida, devemos ter: 
a)-4«x«-loulc«x«2 
b)-4<x<-3ou-l<x<20ux=3 
c) -3€«x«€-lou2xxx3 
d)x<3o0ux>-—1 
e)x«—4o0u—3«x«-lou2xxx3 


“Capítulo 1 7 | 
O CONCEITO DE MÓDULO 


É 
90000000000000000000 


1. DISTÂNCIA ENTRE DOIS PONTOS 
DO EIXO REAL 


Num dia de inverno o termômetro marcou a temperatura 
mínima —5 °C e a máxima +6 °С. Dizemos que a variação 
da temperatura nesse dia foi de 11 °С. Para chegarmos a 
esse resultado, calculamos a diferença entre a temperatura 
máxima +6 °С e a mínima —5 °С: 

+6°С— (5809) = HTC 
O cálculo abscissa máxima menos abscissa mínima 


dá origem à definição de distância entre dois pontos do 
eixo real. 


Definição 


Sejam A e B dois pontos do eixo real com 
abscissas x, e Xy, respectivamente, tal que x, = хд: 





A B 
spie m І = 
ХА хв х 


Chama-se distáncia entre os pontos A е В, е 
indica-se por d; ou dps, a diferença xp —x,. 


2. MÓDULO DE UM NÜMERO REAL 


Definição 


Considere no eixo real de origem O um ponto A 
de abscissa x: 
o A 


| f > 
0 x 





Chama-se módulo de x, e indica-se por |x|, a 
distáncia entre os pontos A e O: 








Note que, como [x| é a distância entre dois pontos, tem-se 
que |x| é um número real positivo ou nulo. 








Exemplos 
o A 
a) " E > 
5| =d =5-0 > |5|= 5. 
Р í 
b) 2 > > 








[-5| = dzo = 0 - (=5) 





> |—5|=5 





o 
с) —— > 
[0| = doo =0—0 = Jo] =0 
о c 
E DI COS; 
d) 0 x 
(sendo x > 0) 
bl=do=x-0> |] =x 


D о 


Bt 
x 0 
(sendo x « 0) 
k| = dpo =0=x => lx = —x (Cuidado! 


O número —x é positivo, pois x é negativo.) 
Temos então que: 
I. o módulo de um número positivo x é igual ao próprio 
x, isto é, sex > 0, então |x| = x; 
II. o módulo de um número negativo x é igual ao oposto 
de x (que é positivo), isto é, se x < 0, então |x| = —x; 
Ш. o módulo de zero é igual ao próprio zero: |0| = 0. 
Sintetizando as conclusões (Т), (TI) e (III), podemos dar 
uma definição algébrica para |x| da seguinte maneira: 


lhd2xexz0 e x--xexs0, VxxER. 


Exemplos 


= = $ (O módulo de um número positivo é o 


próprio número.) 

b)|-4| = —(-4) = +4 (O módulo de um número 
negativo é o oposto desse número.) 

c) [0| = 0 (O módulo de zero é o próprio zero; podería- 
mos dizer também que |0| = —0, pois —0 = 0.) 


a) 





3. PROPRIEDADES DOS MÓDULOS 
MA го, 


Essa propriedade decorre imediatamente da definição 
de módulo, pois, sendo uma distância entre dois pontos, 
o módulo é um número real positivo ou nulo. 


Vx,xER. 


M2 |]=0+x=0. 

Tal propriedade afirma que existe um único ponto do 
eixo real que dista zero unidade da origem O. É o próprio 
ponto O: 








Y 
M.3 Sendo d ER..temse |x| = d & x +d. J 


A propriedade M.2 é uma particularidade da M.3, 
quando d = 0. Para d > 0, a propriedade M.3 garante que 
existem apenas dois pontos distintos do eixo real que 
distam da origem a distância d. São os pontos de abscissa 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


ЕЛМ Resolver em IR a equação |х — 3|=4. 
Resolução 
Pela propriedade M.3, sabemos que existem dois e so- 
mente dois números cujo módulo é igual a 4. São eles: 4 





"m 
Lu 
A 
< 
2 
2. 
23 











de-d: e —4, Logo, temos: 
о 
І 1 1 = k—3|24 әх =-4 
-d 0 d e x=7 04 x= 
Exemplo == 
k|=5 & х= +5 RJ Resolver em IR a equação |x|  |r — 5| = 6. 
o Resolução 
EC т as xS Pela propriedade M.4, temos: 


kl- 516 = [цх—5)|=6 .'. Ь®—5х| =6 
Pela propriedade M.3, temos: 


x — 5х = 6 оп 7—5х=—6 
== Sx- 6=0 > х= 1 qux=6 


MA К-И = bol У{х,у}. {х,у} CIR. 
Isto é, o produto dos módulos de dois números é igual 
ao módulo do produto deles. 





ou 
азму з —5х+6=0 5 x-200x-3 
I-3l- M e I-3 -4 
Logo, $ = {—1, 6,2,3}. 
М.5 lx" =x"Snépar, Vx x€lR,en€N. R3 Resolver em IR a equação x? — 3|x] — 4 = 0. 


Resolução 
Pela propriedade M.5, temos que x? 
ção pode ser escrita na forma: 


Note que essa propriedade decorre imediatamente da an- 
terior, pois: 

* para n = 0, temos |х| = 1 = x°; i 
* paran + 0, temos: hi? 30-4=0 
Fazendo |x| = t, temos: 





Ix. Logo, a equa- 








Ix = ld e eal >... - ld = pgs 2 = 
CA A A > P-3-4=0 >» 1=4our=—1 
n fatores Extensão da M. 4 Assim, |x| = 4—x = +4 ou [| =-1= 2x 
= || q) Logo, 5 = (4, —4). 
g 
Como л é par, temos x" = 0; logo, temos |а| = x". (1) R.4 Resolver em R a equação |3x — 1| = [2x + 6]. 
Por (I) e (II), temos |x|? = x" (se n é par). Resolução 
Pela propriedade M.7, temos que: 
Exemplos а) |x|? = х2 b) |x| = x$ [Bx— Ц = 2х + 6| = 3x — 1 = 2x +6 ou 
E] DR =" оре =з 
M.6 E = E . Vix yh (xy) CIR e y 0. Logo, o conjunto solugáo $ da equagáo proposta é: 
у NOE | S=(7,-1) 


Isto é, o quociente entre os módulos de dois números R5 


^ А = Resol IR ão |x2 — 5x| = —5x + 9. 
é igual ao módulo do quociente entre eles. dan acid + Ё 


Resolucáo 
Exemplo * Impomos a condição de existência: 
I=8l —.|-8 —5х+9=0=—-5х—9 5 5x«9 .. LI 
[2 2 * Aplicamos a propriedade M.3: 
h? — 5х| = -5x £9 6 x2 — 5x = +(-Sx + 9) 
JxX?— 5x = —5x-9 (D ou 


MJ ld =ldesx= ta, Víxa) (xa) CR. Dn ои 








Para entender essa propriedade, pense na definição de Resolvendo as equações: 
módulo: |x| = |a| se, e somente se, os pontos de abscissa Lxi—5x— —5x49-9x!—29..x-23o0ux-—-3 
х e a estiverem à mesma distância da origem O do (x=3 não convém, pois não satisfaz a condição de 
eixo real. existência.) 
i ? i "e П.х 5х = 5х 9 2 – 10х+9=0 
-а 0 a A А =b? —– Дас > ^ —(-10? —4*1:9— 64 
Note que os pontos de abscissa a е —a equidistam da огі- qe 22 JA ја En 
gem O. Assim, temos: = zu 


4 х= 900их= 1 

(x = 9 nào convém, pois nào satisfaz a condição 
Existem ainda outras propriedades dos módulos, que de existência.) 

veremos mais adiante. Logo, 5 = (—3, 1). 


bd = la e x = a ou x = —a 





EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.1 Classifique cada uma das sentenças abaixo como V ou Е: 





а) |8| = 8 

b) Jo] = –0 

c)|-8| = 8 
91.2 -A= 42 —2 
е)|/5 -2=/5-2 

ғ 13/10 — 2,3] =2,3 — 3/10. 
в) [2/9 -43|-0 
һ)|л-3|=т—3 

i) |т—3,14|=0 


p [n — 3,15| = 3,15 - m 

B.2 Calcule os valores dos módulos: 
a) (1/3 — 1,6 |+ 1,6 
b) 1/5 — 2,4] + 4/5 | 


91-42 |+ р 42 | 
d) || — 3,14] + |х — 3.15]| 


B.3 Classifique cada uma das afirmações como V ou F: 
a) |x| = x, para todo x, x € IR. 
b) [| = x?, para todo x, x € IR. 
с) [8| = x^, para todo x, x € IR. 
d) |x?| = x*, para todo x, x € IR. 
e) |ab| = |a| * |b|, para quaisquer a e b reais. 
£) la + b| = la] + |b], para quaisquer a e b reais. 
g) Existe número real x tal que |x| = x e |x| = —x. 
h) |x| > 0, para todo x, x € IR. 
1) [5| - l| = [5x], Vx, x € IR. 
J) 5|x| = [5x], Vx, x € IR. 
k)=5 + |x| =|-5x), Vx, x € IR. 





S 2 








= + Vx,x€IR*. 
x 

m) к= x*, Vx. x € IR. 

n) (if? = 25, Vx, х EIR. 











B.4 Resolva em IR as equações: 


a) |к– 8|=3 е) |е — 5x| = 6 
b) [2x— 1| =7 р [2-4 = 4 

с) [3x— |= 0 g) |02 — 3x] = 0 
d) |? — 25| = 1 


В.5 Resolva em IR as equações: 
ax2-2x-8=0 
b) 2 – |5 +4= 0 


с) 2 + 4+3=0 
d) 22 – 9x| +7=0 


В.б Resolva em ІК as equações: 





a) |Sx + 8| = |4x + 10] e) |8x — 1| = x — 4] 
b) [3x — 1| = [1 — 2x] f lx 2] = le +3] 
с) b? — 3x| = Ы в) [22 — 3x) = lx — 2] 
d) le — 5x| = [x — 5| b) þe — x| = [2x] 

B.7 Determine, em IR, o conjunto solução de cada uma das 
equações: 
a) |5x — 10| = 2x + 3 e) |8x— 16] =7x+ 1 
b) |6 — 3x| =x +4 fp-3|-1—-x 
c) e — x| =x g) pe — 4x] = 5x 
d) (2 — 3x] =x — 3 h) |? —5x] =х- 5 








Exercícios complementares de C.1 a C.7 


4. DESIGUALDADES E MÓDULOS 





Propriedades 
Considere o eixo real de origem O: 
o 
1 > 
0 x 


2) Quais as abscissas x dos pontos desse eixo cujas 
distâncias à origem O são menores ou iguais a 3? 

b) Quais as abscissas x dos pontos desse eixo cujas 
distâncias à origem O são maiores ou iguais a 3? 


Para responder a essas questões, note que os pontos de 
abscissa 3 e —3 distam três unidades da origem: 


o 


П 1 П > 
Ed 0 3 х 





Assim, temos: 
a) qualquer ponto de abscissa x, —3 « x « 3, localiza- 
se a uma distáncia menor ou igual a 3 da origem. 


Observe: 
o 
——> 
ер х 
-28 .A 1 28 
p y 


b) qualquer ponto de abscissa x, х <= —3 ou x > 3, 
localiza-se a uma distância maior ou igual a 3 da 
origem. Observe: 


o 
-6 Pu 0 “БК 6x 
29 -r т, 8. 
2 2 


As perguntas feitas nos itens (a) e (b) poderiam ter sido 
formuladas da seguinte maneira: 
a) Quais as abscissas x dos pontos do eixo real tais que 
lx] < 3? 
b) Quais as abscissas x dos pontos do eixo real tais que 
lx] > 3? 


Temos, então: 

a) k| =3 © -3=х=3; 

b) |23 © х= -3 ou х2 3. 

Raciocinando dessa maneira, podemos concluir as 
seguintes propriedades: 


M8 |} ae -asxsa, Ya, a ER, 


Exemplo 
bj<5 o -5<x<5 


M9 li<as-a<x<a, Vaa ER, 


Exemplo 
ld] <4 € -4«x«4 


MI10 li >asx<—aoux=>a, VaaER.. 





m 
ш 
© 
< 
= 
z 
2 





Exemplo 
l=z68x1<-60ux=6 


Mii |j>asx<-aox>a, Va,aER,. 


Exemplo 
>22 > x<-2 ou x>2 


D: 
Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS —— 


R.6 Resolver em IR a inequação [3х — 1| < 8. 
Resolução 
Pela propriedade M.8, temos que: 


Br-1|<8 © -8«€3x-1«8 
Essa dupla desigualdade é equivalente a: 


3x-1«8 E „ы 
e 7 
3x—12—8 12 (m 
O conjunto solução 5 do sistema é (I) N (II), ou seja: 
! 1 
tg ————À————————À————— 
| 15 E 
П П 
(11) KA EE é 7 j 5 
WE 1 
ma IX E EET 
Ж i 
Assim,$ = (х ER| -i <x=<3l. 


RJ... Resolver em IR a inequação |x? — 5х| > 6. 
Resolução 
Pela propriedade M.11, temos que: 
[= 5|>6 => -5x<-6 ou x-5x>6 
pose, 


(60) (II) 
O conjunto solução $ da inequação é (I) U (II), ou seja: 





' , ' 
A 6 0s is d "Y 4 —— а 
Beg ї Ж 

1 

АЕ а эе e 
жЖ—5х—67>0.— т ES 

xL. beilo 

má a 
o 12 з ҮЗ 


і 1 ' 


Assim, 5 = (x € R|x « -1 ou 2<х<3 ou x » 6). 





In : А 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS * 


B.8 Resolver em IR as inequações: 


а) Bx + 5| < 11 e) |l=x<5 

3 A. 0 
opeis оа) 
с) -5|s4 gie-3[21 
de= -]<1 h) |? +2x] <3 


B.9 (Cesgranrio) A intersecção dos conjuntos 
(xeR|ikx-2| «4Je(txe || — 7| «2) € um 
intervalo de comprimento: 

a)2 b)5 c)1 d)3 е)4 


Nota. О comprimento de um intervalo é а distáncia entre 
seus extremos. 


B.10 Um metalúrgico deve fabricar um eixo de ferro cujo 
diámetro deve ter 5 cm. O torno pode provocar um 
pequeno erro x nessa medida, com |x| « 0,008 cm. Qual 
a maior e a menor medida que pode ter o diámetro dessa 
peca depois de pronta? 





5. FUNCÀO MODULAR 


Consideremos a função: f(x) = |x|. Pela definição de 


>0 
módulo, sabemos que |x| =“ = 
—x,sex«0 
x, sex=0 
Logo, fo) = jd e feo = | 
=, se x=0 


Construindo o gráfico dessa função dada por duas 
sentenças, temos: 





Note que o domínio e o conjunto imagem de f são, 
respectivamente: 


D(f) = IR e Im(f) = [0,+=[ 


A função f(x) = |х| é chamada de função modular. 


8 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.8 Construir o gráfico da função f(x) = |x — 1| e determinar 
seu domínio e conjunto imagem. 


Resolução 
Para construir o gráfico de f, vamos transformá-la 
numa função dada por duas sentenças. Sabemos que: 


h-11=( 
ер 


x— |,sex—1=0 
—(x— 1)/se =] 50 
Ж „леге 1 
—X-Fl,sexs]l 


Assim, temos: 
fe- | 
cujo gráfico é: 


>, sol 
—х + 1,вех=1 








е 
х 


ojo 1 


O domínio e o conjunto imagem de f são respectivamente: 
D(f) = IR e Im(f) = [0, + eel 


Regra prática 


Para construirmos o gráfico de uma função f do 
tipo f(x) = |g(x)|, executamos os seguintes passos: 
1º) construímos o gráfico da função g: 





l 2%) no gráfico de g, conservamos os pontos de 

| ordenadas não-negativas e transformamos 
os de ordenadas negativas em seus simétri- 

| cos em relação ao eixo das abscissas, obtendo 

] assim o gráfico de f: 

І 

| 








q 
D 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS ERE 


RO Construir o gráfico da função f(x) = |x? — 4x| e determi- 


nar seu domínio e conjunto imagem. 


Resolução 


Utilizando a regra prática, vamos inicialmente construir 


o gráfico da função g(x) = x? — 4x. 
Observe o gráfico de g: 











A seguir, no gráfico de g, conservamos os pontos de 
ordenadas não-negativas e transformamos cada ponto 
de ordenada negativa em seu simétrico em relação ao 
eixo Ox, obtendo assim o gráfico de f: 











O domínio e o conjunto imagem de f são, respecti- 
vamente, D(f) = IR e Im(f) = [0, +oo[. 


R.10 Construir o gráfico da função f(x) = —|2x — 6 e deter- 

minar seu domínio e conjunto imagem. 

Resolução 

Executamos os seguintes passos: 

1º) construímos o gráfico da função g(x) = 2x — 6; 

2º) no gráfico de g, conservamos os pontos de ordenadas 
não-negativas e transformamos cada ponto de 
ordenada negativa em seu simétrico em relação ao 
eixo Ox; 

3º) transformamos todos os pontos do gráfico obtido no 
passo anterior em seus simétricos em relação ao eixo 
Ox; isso porque multiplicamos por — 1 a ordenada de 
cada ponto do gráfico anterior. 


1º passo: g(x) = 2x — 6. 


50) 

rese 
0 =6 
3 0 


O gráfico de g é: 











2* passo: 1° passo: g(x) = х? — 4х + 3. 
O gráfico de g é: 


y 


m 
ш 
а 
< 
= 
z 
=) 








хү 


2° passo: 








1 
o 
р 192 78 x 
3* passo: finalmente, construímos o gráfico da funcáo E 
Р) = –|2х — 6], 
3° passo: finalmente, construímos o gráfico da função 
y^ Дх) = |? — 4x 4 3| - 2. 
st r 





O domínio e o conjunto imagem de f são, respecti- 
vamente, D(f) = IR e Im(f) = [-2, +eo[. 


Nota 

Se a função fosse f(x) = |x? — 4x + 3| + 2, então, após 
o segundo passo, a translação seria feita para “cima”, 
pois estaríamos adicionando duas unidades a cada orde- 
nada do gráfico obtido no segundo passo. 








O domínio e o conjunto imagem de f são, respectivamente: 


D(f) = R e Im(f) = ]-es, 0] 


" 
RT Construir o gráfico da função f(x) = |x? — 4x + 3| — 2 s И 
e determinar seu domínio e conjunto imagem. ' EXERCÍCIOS BÁSICOS 


R E 
ошо x B.11 Construa o gráfico de cada uma das funções e determine 
Executamos os seguintes passos: UN T н 
1º) construímos o gráfico da função g(x) = x? — 4x + 3; vig ou a Mu 
р a) y = px - 1| 8)» = [84 
2º) no gráfico de g, conservamos os pontos de ordenadas ) 
náo-negativas e transformamos cada ponto de orde- b) fe) = [73x + él h) fe) = —|2х + 8| 
nada negativa no seu simétrico em relação ao eixo Ox; с) о) = [2x2 — 4x| i) о) = le? — 5x + 6| 
3*) transladamos o gráfico, paralelamente ao eixo Oy, d)y 2 |-x? + 2x — 2| j) y= + 4x4 6| 
2 unidades para “baixo”. Isso porque vamos subtrair Е 
E ed е) д) = —|3х + 1] куд) = =h? — 2] 


2 unidades da ordenada de cada ponto da função ob- 
tida no passo anterior. Р) fe) = -h — 5x + 6| 





IBZ Esboce o gráfico e dé o domínio e o conjunto imagem de 





cada uma das seguintes funções: 
a) Д) = px — 6| + 3 
by=|-x+2]-3 

c) Дх) = px? — 2x] + 4 


d) fa) = |-x 4 9| 2 
e) у= [3x— 1|- 2 

Г) Л) = }2—2х—3|+1 
g) y = |-х2 + 2x + 8] – 8 
рд) =|1 +12] - 2 


'B.13 Determine o gráfico, o domínio e o conjunto imagem de 
cada uma das funcoes: 

a) f(x) = 2 — |3x — 6| Sugestão. Construa o gráfico da 
função g(x) = —|3x — 6| e translade-o, paralelamente 
ao eixo Oy, duas unidades para cima. 

b) Д) = —2 — [3x? — 9x| 

€) fx) = 4 — |3х — 1| 

d) у= —1- |32 — 12| 





` Exercícios complementares de С.11 a C.13. 


\ 
) 4 
ү, EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


eT (Unifor-CE) Os números reais x e y são tais que 
x+ y= 15е2ху = 72. 
O valor de |x — y| é: 
a) 0 b) 3 c) 6 d) 9 
C.2 Qual das afirmacóes abaixo é verdadeira? 
а) J =x, para qualquer x, x € IR. 


e) 12 


b) x? = |x|, para qualquer x, x € IR. 


С.3 (ЕСЕ) Se f(x) = £ — 2, então as raízes irracionais 





da equação |f(x) — 6| = 8 são: 
a) 24/2 e =242 c) 4/2 е -442 


b) 342 e —34/2 d)542 e—542 


C4. (Fuvest-SP) Determine as raízes das equações seguintes: 
a) x-3=5 b) [221] +x=0 


€.5  (UFCE) A soma dos valores reais de x que satisfazem а 


x AN N 
igualdade det =1é: 


ig) =5 €) n.d.a. 


d)—3 


€.6 (PUC-RJ) O conjunto solução da equação 
k=1|= к= 1f emiR: 
a) possui apenas um elemento. 
b) possui exatamente dois elementos. 
с) é vazio. 
d) possui exatamente três elementos. 
e) possui exatamente quatro elementos. 





(Fuvest-SP) Qual o conjunto dos valores assumidos pela 


b 


abc 
* * 
Д 


label” 
a, b e c variam no conjunto dos números reais não-nulos? 
a) (—4,—3,—2; —1,0, 1, 2, 3,4) 

b) (—4, —2, 0, 2, 4) 

с) {—4, 0,4} 

d) {4} 

е) ІК 





= на с 
expressão Tal Tel + quando 


€8 Resolver em R a inequação ||3x — 6| —2] < 3. 


C9 (Mackenzie-SP) O conjunto solução de 1 < |x — 3| < 4 
é o conjunto dos números x tais que: 
a4«x«7ou-1«x«2 
b)-1«x«7ou-3«x«-1 
c)-1«x«7ou2«x«4 
d)ücxc4 
e) -1<x<40u2<x<7 


`С.10 Em um dia de inverno a temperatura assumiu apenas os 
valores t? C, com |t — 6| « 4. Qual foi a temperatura má- 
xima e a mínima nesse dia? 


“С.11 Construa o gráfico de cada uma das funções e determine 
seu domínio e conjunto imagem: 
a) f(x) = 3x —4| Sugestão. Como 3 = [3], 
temos que f(x) = |3| - |2x — 4| = [32x — 4). 
b) Д) = —2 [3x + 1| 
c) Да) = lx] - |3x — 6| 
x 1 
ofo=[|5|--5] 
e) f(x) = 32x — 1| +2 
f) fo) = lx +1] + Je 1]=4 


2) 74 — 3l — 1| 
Dfa) =2 — ld] + x — 4| 








.C.12. Construa o gráfico da função f(x) = [2x — 8| e determine 
os valores de x para os quais f(x) « 2. 

.C.13  (Faap-SP) Esboce o gráfico da função 
fe = |е} +2. 
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1. CONCEITUAÇÃO 


Consideremos a função f(x) = 2*. Podemos obter o 
gráfico de f através de uma tabela: 


Atribuindo a x 
os infinitos valo- 
res reais, obtém- 
se o gráfico 


DA 


“Capítulo 18 
FUNÇÃO EXPONENCIAL 











* D(f) = IR; 
* Im(f) = R$; 
* f é crescente em todo seu domínio. 


» 


1 
x реу | 


8 
[mean 
2 





1 
2 








Atribuindo 
axos infinitos 
valores reais, 
obtém-se o 
gráfico 





Consideremos agora a fungáo g(x) = (+ jr Para ob- 


ter um esboco do gráfico, vamos construir a tabela: 








* D(g) = IR; 
* Im(g) = R$; 
* g é decrescente em todo seu domínio. 


х 


As funções f(x) = X e g(x) = @ são chamadas 


de funções exponenciais. 
Definição 
Chama-se função exponencial toda função 


f: IR— IR, tal que f(x) = a*, em que a é uma 
constante real positiva e diferente de 1. 


Exemplo 
São funções exponenciais: 
JG) = 3 h(x) = 7º; 
so=(5): 1-0" 


Crescimento populacional 


O crescimento populacional, na ausência de 
fatores inibidores, pode ser descrito através de uma 
função exponencial. Por exemplo, o número M(t) de 
bactérias de uma população no Instante t é dado 
por M(t) = Ме“, em que e é um número irracional 
cujo valor aproximado é 2,7, k é uma constante que 
depende do número de bactérias e М, ё o número 
de bactérias da população no instante t = O. 





Cultura de bactérias. 


2. PROPRIEDADES DA FUNÇÃO 


M 
) 7 
EXPONENCIAL J EXERCICIOS RESOLVIDOS 


5B 


E.1 Sendo a > бе а + 1, tem-se que: SN 
а= Ф әх= у 


E.2 А função exponencial f(x) = а" é crescente em 
todo seu domínio se, e somente se, a > 1. 


^ Ях) =ах(а>1) 


У 








кра 
y 





Tem-se, então: 
a’ >а“ ©х,>х, Ма,аЄіКеа> 1. 


E.3 A função exponencial f(x) = а* é decrescente em 
todo seu domínio se, e somente se, 0 < a < 1. 


f(x) = ах (0 <а<1) 








lere t 
X 
o 
х 





Tem-se, então: 


а> ах «x, Va, a ERe0<a<l. 


3. EQUAÇÃO EXPONENCIAL 


É toda equação cuja incógnita se apresenta no expoente de 
uma ou mais potências de bases positivas e diferentes de 1. 


Exemplos 
a)3"=9 b) 5% + 5" = 30 c)6'=2 


Resolução de uma equação 
exponencial 

A resolução de uma equação exponencial baseia-se na 
propriedade E.1, isto é, sendo a > 0 e a + 1, tem-se que: 


а= Ф ©х= у 


Apresentamos, сото exercícios resolvidos, alguns tipos 
de equações exponenciais. 





Resolver em IR a equação 125º = 625. 

Resolução 

Resolveremos essa equação transformando-a numa 
igualdade de duas potências de mesma base. Para isso, 
fatoramos os números 125 e 625: 


125 | 5 625 | 5 
25 |5 E 125 | 5 
515 >BI=S  .5|5 pss 
1 $5 
1 
Assim, temos: 
125" = 625 > (5) = 5 
Prop. E.1 
S58—5 "Ё" 3-4 
d 
nai 
E 
Logo, 5 = | 3 К 


Resolver em IR a equacáo 2* = 1. 

Resolução 

O número 1 pode ser escrito como 2º. 

Logo, 2" = 12" =2º,, pela propriedade E.1, temos 
x=0. 

Logo, $ = (0). 


Resolver em IR a equação 3* = 2*. 
Resolução 
Dividindo ambos os membros da equação por 2“, temos: 
spa P зү 
Potes MEM sele 
3* =2* = 7 xc ( 3 ) 1 


0) -6) 


Logo, 5 = (0). 


Ргор. Е.1 
> x=0 


Resolver em IR a equação 9* — 10 - 3* +9 = 0. 
Resolução 
A equação pode ser escrita sob a forma: 

(32): —10-3+9=0> (31)? —10:3:+9=0 


Fazendo a mudança de variável 3 = т, temos: 
2-10+9=0 
А =(-10P-4-1-9=64 
iosa  10=8 
2 


2 


LS Soup = 1 


Voltando à variável x, temos: 


3=953=3º,.x=2 ou 
3 = 1535 = 30", х= 0 


Logo, S = {0,2}. 





e 
ш 
а 
< 
= 
2. 
> 





5 Resolver em R a equação 2** 3 + 27! = 17. 
RS. equaçã 








Resolução 
2r 4.977 517-997 425 4 27:21 5 13 
2 

s gs = 

SEDA з 3 17 

Fazendo a mudança de variável 2* = 1, temos: 
t 161 ++ 34 

8t = 17 = = 
2 Y E 


S Iu-345t-2 


Voltando à variável х, temos 2 = 2 x = 1. 


Logo, S = (1). 


in , 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.1 Resolva em R as equações: 
a) 64º = 256 
b) 25:+2= 125:+5 
c) 9х-1 = 275х + 1 
d) 13* = 
e) 52-1 = 1 
йт = 8 


g)8?-16-! 
h) 49% = 343% +2 
ij pm —:81 =0 
p T9 —10r+16 = | 
k)3 – 5 = 
35-27691 


B.2 Determine, em IR, o conjunto solução de cada uma das 


equações: 


+ 
a “б, 
о (2) = /8 

d) 3:71 = (2/9) 
e) (325+)? = 12 
9 (VY = 3/81 
Y 
h) x) =i 
i 181° = 3 

ў 08" = (ey 


Fr qd суд 
Sys] cds 


a 


2 x+ 
у a] is d 
em РМ 
ES 


m) 





B.3 Determine o conjunto dos valores x, x € IR, que satisfazem 


cada uma das equacóes: 

а) 25+1+ 2:-1=20 
узек = 9+2= —54 
су = 3! +4. 343230) 
4)5:-2 + 5:*! = 126 
€)5:2:1-2 34 2:-1= 44 


B.4 Resolva em IR as equações: 
aj4'—6-2'-8-0 
b)9' —4-351-27-0 
c)4ctt — 381 =56:=0 
d)9'—4-3'-3-0 


1 


AY 
e) 25 —26:5 +5 = 0 


3 
09 2 «301230 
8)2:9:7-14:3:i2222 
h)5-2:-2 3 4:—1 = 58 
i) 3771-271 436-72 


В.5 (0. Amazonas-AM) Em pesquisa realizada, constatou- 
se que a população (P) de determinada bactéria cresce se- 
gundo a expressão P(t) = 25 + 2', onde / representa o 
tempo em horas. Para atingir uma população de 400 bac- 
térias, será necessário um tempo de: 

a) 4 horas d) 2 horas 
b) 3 horas e) 1 hora 
c) 2 horas e 30 minutos 


Exercícios complementares de C.1 a C.5 


4. INEQUAÇÃO EXPONENCIAL 


Inequação exponencial é toda inequação cuja incógnita 
se apresenta no expoente de uma ou mais potências de 
bases positivas e diferentes de 1. 


Exemplos 


а) 5* > 25 БУЗ 4 36007 «12 с) 3" 22" 


8 
5 EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R6 Resolver em IR a inequação 25% -! > 125:+2, 
Resolução a 
259-12 125425 (527! > (5) 
E a fe 
Como a base (5) das potências é maior que 1, temos, pela 
propriedade E.2, que o “sentido” da desigualdade se 
mantém para os expoentes. Assim, temos: 
SEAS SG 2 3% +6 


Г бк Ax 642.7. 3x58 L1 i 


Logo, S= | ER|x> 1]. 


2x-5 


xl 
R7 Resolver em IR a inequação (+) = (+) 1 


Resolugáo 


CIO 


6x—15 2x42 
(a 
2 2 
Como a base (+ das potências é um número entre O 


e 1, temos, pela propriedade E.3, que o “sentido” da 
desigualdade é “invertido” para os expoentes. Assim, temos: 


7 =G 


=> брод Dt DO 


2х+2 
= 6x 








Logo, S= fxe R х= i. 





gp. 





B7 


B.8 


B.9 


EXERCÍCIOS BÁSICOS EA 


Resolva em IR as inequacóes: 
а) 169-12 82:+5 


1 ах — 4 1 2x 
» (5) <5) 
e) (03)+=5 > (0,341 
à (42) «3/8 
e) (406 )" ^ 706 

de= 

о (Ys 
в) 125%+1> 25% 


» (3) «(87 


Ü E uS 


p 47 <44 
)G3y >427 


1 2x1 1 x*3 
dee 
JE 42 
(UME-SP) A solução da inequação 


1 a+» 1 №:++ А » 
(4) — (+) = 0 no conjunto dos reais é: 


5 5 
ax=s-20ux>2 dx=0 
b)-2<1<2 e)xz0 
1 
Jun 


Resolva em IR as inequagóes: 
а) 25-1 < 2=+1 < ort 
2-1< 22x +1 


2241x451 дө 


Sugestão. Resolva o sistema | 


determine a intersecção dos conjuntos solução das 
duas inequações. 


a2 
b) (+) S4 le 1653 


Resolva em IR as inequações: 
DP TET STI 


b) (J039 унны 1 
с) (JE “з= 1 


| Exercício complementar C.6 


М 
jJ EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


C1 (PUC-MG) Sendo xe y reais, o valor de x + y no sistema 


E = 4" s 
é 
25^ = 25:59? 
4 1 
a) 3 c) E e)2 
у 2 a1 
3 ) 
_ (PUC-RJ) A soma das raízes da equação 
Aart 3:605 „ 
5 = 95- é 
a) —4 С) =} е) 4 
b)-2 d)2 


(ITA-SP) Determine o conjunto solugào da equagáo 
3% + 5% — 15º = 0, no universo IR. Sugestão. Divida 
ambos os membros da igualdade por 15". 


- (UnB/PAS-DF-modificado) As substâncias radiativas 


têm uma tendência natural a se desintegrarem, emitindo 
partículas e transformando-se em uma nova substáncia. 
Conseqüentemente, com o passar do tempo, a quantidade 
da substáncia radiativa diminui. A velocidade de decai- 
mento pode ser medida contando-se o número de partí- 
culas liberadas por unidade de tempo. Instrumentos para 
medir a radiatividade, como, por exemplo, o contador de 
Geiger, fazem isso automaticamente. 


O plutónio-240, produzido em reatores nucleares, é um 
material radiativo de longa vida, o que torna o lixo atômico 
desses reatores de difícil armazenamento. A partir de 
uma massa inicial M, dessa substância, a sua massa M, 
após / séculos, será, aproximadamente, determinada pela 
equação М = M/(1,01)*. 

Com base nessas informações, determine, em porcen- 
tagem, a quantidade de massa do plutônio-240 restan- 
te, após 2 séculos de desintegração. (Dê um resultado 
aproximado.) 


(UMC-SP) O número N de decibéis e a potência / de um 


som medida em watts por centímetros quadrados estão 
N 


relacionados pela fórmula / = 10716 + 10º, O número 
de decibéis correspondente ao som provocado por tráfi- 
co pesado de veículos, cuja potência é estimada em 107* 
watts por centímetro quadrado, é igual a: 
a) 40 c) 120 
b) 80 d) 160 


e) 200 


C.6 ResolvaemlR a inequação 4º — 3 - 2* + 2 < 0. Sugestão. 


Faça a mudança de variável 2" = 1 e resolva a inequação 
P-3+250 
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1. PRINCÍPIOS BÁSICOS 


Considere as expressóes: 
e 31.245 + 6.231; 
* 31.245 * 6.231; 


* 31.245 — 6231; 
* 31.245 : 6.231. 


Quais delas vocé resolveria mais rapidamente? 

De modo geral é mais simples somar ou subtrair dois 
números do que multiplicá-los ou dividi-los. Com base 
nessas idéias, o escocés John Napier (ou Neper) formali- 
zou a teoria dos logaritmos, cuja finalidade é simplificar 
cálculos numéricos. 

Os princípios básicos dos logaritmos — transformar 
uma multiplicação em adição ou uma divisão em 
subtração — já haviam sido vislumbrados por outros 
matemáticos antes de Napier. No entanto credita-se a ele 
a criação dos logaritmos, devido a vinte anos de trabalho 
que culminaram com a publicação das obras Mirifici 
logarithmorum canonis descriptio (Descrição das normas 
dos logaritmos maravilhosos, em 1614) e Mirifici loga- 
rithmorum canonis constructio (Cálculo das normas dos 
logaritmos maravilhosos, em 1619). 


John Napier 
(1550-1617). 


2. LOGARITMO 


Para compreender o que é um logaritmo, considere uma 
potência de base positiva e diferente de 1. Por exemplo: 


2-8 


Ao expoente dessa poténcia damos o nome de logaritmo. 
Dizemos que 3 é o logaritmo de 8 na base 2. Em símbolos: 


22—8 © 109,8 = 3 





Exemplos 
а) 5 = 25 © log;25 = 2 


ee 1 
IS -T & log, q = —2 
"NEU 1 2 
с) (2) TG finge = 
Definição 


Sejam a e b números reais positivos e b + 1. 
Chama-se logaritmo de a na base b o expoente x tal 
que b* — a. 

Em símbolos: 


loga =x e b'=a 


Nomenclatura 


Na sentença log, a = x: 
e a é chamado de “logaritmando”; 
* b é chamado de “base do logaritmo”; 
* x é chamado de “logaritmo de a na base b”. 


Exemplos 
a) log; 16 é o expoente x tal que 2* = 16. 
Temos 2° = 16 &2' = 2* n. x = 4. 


Assim, log, 16 = 4. 


b) logs E é o expoente x tal que 5* = > 


к= AS ES SEE e 
Temos 5 35 € 5-5 ex 2; 


1 
sim, log; 37 = —2. 
Assim, logs 25 2. 
c) log; 1 é o expoente x tal que 7* = 1. 


Temos7=1 $ 7-7 ..x-0. 
Assim, log; 1 — 0. 
d) log; 3/5 é o expoente x tal que 5 = 3/5 . 
+. 
MS es-s x I 
o 
3 








Temos 5* 


Assim, log; AE 


| Convenção 


Chama-se logaritmo decimal aquele de base 10. Indi- 
ca-se o logaritmo decimal de um námero a simplesmente 
por log a (a base 10 fica subentendida). 





Exemplo 
d em il 
log “000 é o expoente x tal que 10 000 
Temos: 
Ej de a o 
10 1.000 *10*= 1053 ^. x 3 
Assim, lo) ЛЕЕ а 
"981000 


3. PROPRIEDADES DOS LOGARITMOS 


Decorre imediatamente da definigáo que para números 
reais positivos a e b, com b + 1: 


LA log,b= 1. 


De fato, fazendo log, b = x, tem-se b* = b ^. x = 1. 


1.2 108,1 = 0. 
De fato, fazendo log, 1 = x, tem-se b* = 1". x = 0. 


L3 log,a'— y log, a, Vy,y€R. 


De fato, fazendo log, a = x, tem-se b* = a. Elevando-se 
ao expoente y ambos os membros dessa última igualdade: 
(by-a e Б" = а 

Pela definição de logaritmo: 
Ь** = а? e ух = log, a* 
Como x = log, a, temos, finalmente, que: 
ylog,a = log, a” 


Т.А log, b* = x. 


De fato, pelas propriedades L.3 e L.1, temos 
log, b* = x log, b = x * 1, portanto, log, b* = x. 


Ls pe“ = а. 


De fato, fazendo log, a = x, tem-se: b* = a. Substituindo, 
nessa última igualdade, x por log, a, tem-se: 


log, a 


b =a 


M 
5 ( 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.i Calcular os logaritmos: 


а) log;;; 625 c) log 3/1.000 


1 64 
b) logs E d) 1089 759: 





Resolucáo 
а) 102;,; 625 = x €» 125 = 625 .`. (Sy = 5* 
4 
555 = 5% = 
Eres 5* 2x 3 
" 4 
Assim, 10915 625 = з" 
пэ етта 
En 743 243 
ngu. 7. 38—39 gras 
eae 
E + 
: 1 5 
Assim, loga 5 еды: 
c) log 41.000 =x = 10' = 4/1.000 
3 
м0 107 л. = 10% >= х= 2. 
Assim, log 4/1.000 = i 
2162. тү 64 
9 юва 75 == (5) = 75 
3 34x 2 6 3 Ax 3 -6 
ШЫ 7) (2) =) = 
AC F 64 __ 
=»3х=—6 LX = жыш ал е =-2, 


Medida do nível sonoro 


Para medir o nível sonoro utiliza-se a escala logarítmica. Considerando h a 
menor Intensidade física do som audível e / а intensidade física do som que se 


quer medir, o nível sonoro В de | é calculado por: 


À 
Bi edi 
o 


na unidade de medida bel (símbolo B), nome dado em homenagem a Graham 
Bell, inventor do telefone. Na prática utiliza-se o decibel (símbolo db) que equi- 


vale à décima parte do bel. 





Graham Bell (1847-1922). 





m 
ш 
а 
< 
Е 
2. 
2 





R4 


В.2 


В.4 
BS: 


B.6 


Sabendo que log, a = 3, calcular log, 2°. 

Resolucáo 

Pela propriedade L.3, temos log, « = 5 log, a. 

Como log, a = 3, temos log, «* = 5 log, a = 5 + 3 = 15. 
Então, log, a? = 15. 


Calcular o valor da expressão 
log;5 


E=3 


Resolucáo 


+ log, 6 — log; 1. 


Pela L5, temos 3 = 5. 
Pela L.1, temos log; 6 — 1. 
Pela L.2, temos log, 1 — 0. 
Assim,E=5+1-0=6. 


Calcule o valor da expressão 5^ 5. 

Resolução 

Pela L.3, temos 4 log; 2 = log; 2* = log; 16. 

Assim, e s е 16. 

NA 
Pela L.5 

EXERCÍCIOS BÁSICOS mmmn sE 

Calcule os logaritmos: 

a) log, 49 j) log $/1.000 

b) log, 216 k) log у 2/625 

c) log; 1.024 1) log, 3 

d) log з. E m) log;, 128 
625 

e) log; 1/16. п) log 4 -i6 

35 

f) log 10.000 0) log 0,001 

g) log, 4 р) logos 0.09 

h) logs 1 q) log; ys 0,008 

Е 81 

i) log, 243 1) logos 5 


1 
(UECE) O valor de 21%? + (28:%)? 4 9783 


é igual a: 

a) 3 b)4 с) 5 d) 6 
Determine х em cada igualdade: 

2)log;x = 2 f) log, x = - 

b) loga x = + 8) logx = —2 

c) log x = —3 h) log; 02, x = —0,1 
d)log,x = 0 i) log,.x = 3 

e) logsx = 3 


Sabendo que log, a = 9, calcule log, af. 


Sabendo que log, a? = 8 e que a > 0, calcule log, az. 


Sabendo que log, a = 9, calcule log, 3/a . 


B.7 Sabendo que log, a = 4, calcule log, а E 


B8 Calcule o valor da expressão E = 6 ^. 


2 1053 


B.9 Calcule o valor da expressão E = 5 


B.10 Calcule o valor da expressão E = (pn) ‚ em que 
be€Rteb-*l. 


2 +1о 3 


B.11 Calcule o valor da expressão E = 5 


1 = 0,4 


В.12 Calcule o valor da expressáo Е = 8 
B.13 Prove que: 


a) log, + = —log, a, com (a,b) CR$eb + 1; 
E EN * 
b) log, a = SE com {a,b} С, а + leb s 1. 
B.14 Sabendo que log, 5 = m, calcule em função de m: 


c) logs 2 


b) log; 3 3 


1 

a) log; uy 

B.15 Sabendo que log, 5 = т, calcule em função de m: 
1 1 

а) log; т b) logs sm 


B.16 Chama-se cologaritmo de a na base b, (a, b) C IR* e 
b + 1, o número —log, a. Isto é: 





colog, а = —log, a 
Calcule os cologaritmos: 
a) colog, 8 b) colog,, 32 с) cologs 1 - 


Exercícios complementares de C1aC4 


4. OUTRAS PROPRIEDADES DOS 
LOGARITMOS 


Sendo a, b e c números reais positivos, com b + 1, 
temos: 


L.6 log, ac = log, a + log, c. 


Demonstracáo 
Sejamlog,a = x © b'=a elog,c— y © b'=c. 
Assim, podemos escrever Р? = ac & Б** = ac. 
Pela definição de logaritmo: 
b" = ас e х + у= log ac 
« log, a + log, c = log, ac 


(c.q.d.) 
Exemplos 
a) log, (4 * 2) = log, 4 + log, 2 
b) log; (625 • 125) = log; 625 + log; 125 


L.7 log, E = log, a — log; c, 


Demonstracáo 





Sejamlog,a =x €» b“ =a е log,c=y © Б = с. 








Assim, podemos escrever i = 2 epo, 
p с с 
Pela definição de logaritmo: 
pr ex-y=log, 2 
c 
d a 
+. log, a — log, c = log, m 
(c.q.d) 


Exemplos 


a) log; $ = log, 8 — log, 2 
Б) logs ES — 10g, 625 — log, 125 


L.8 Mudança de base: 


log, a 


log, a = Tor P 


Vk, k E КЎ, К #1 
Demonstração 
Sejanlog,a =x € b'=a e logga =y = = а. 
Pela propriedade transitiva da igualdade: 
b=acek=asb'=k 


Pela definição de logaritmo, b* = А & y = log, Б". 
Pela propriedade L.3, podemos escrever: 








у = х 109; b ~. log a = log, a * log, b 
loga _ 
end = log, a 
(c.q.d.) 
Exemplos 
.. log; 32 
a) logs, 32 = "d GE 
. log 9 
b) loga 9 log, 81 


Ny 
9 $ 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.5 Sabendo que log, 5 = 0,898 e log, 2 = 0,386, calcular: 


a) log, 10 c) log; 5 e) log; — 


b) log; 2,5 d) logs 20 f) log, /5 


R.6 


RJ 


Resolucao 
L.6 


SN 
а) log, 10 = logs (5 + 2) = logs 5 + log,2 = 
= 0,898 + 0,386 = 1,284. 


L7 
z^ 


b) logs 2,5 = log; E = log; 5 — log; 2 = 
— 0,898 — 0,386 — 0,512. 


LS 
.log5 _ 0,898 
©) log: 10662 ^ 0386 — 2526 
L6 
Aa 
d) log, 20 = logs (2? - 5) = log; 2? + 
L3 


4A 
+ log; 5 = 2 log; 2 + log, 5 = 
= 2. 0,386 + 0,898 = 1,67. 


L7 
A 


e) log, 77 = log; 5 — log, 12 = 


L.6 
PE 


= logs 5 — log, (6*2) = logs 5 — (log, 6 + 
+ logs 2) = 0,898 — (1 + 0,386) = 
= 0,898 — 1,386 = —0,488. 


L3 
ON 
f) log, 5 =log 5? = E log, 5 = 
= + 0898 = 0449 


Sabendo que log 2 = m e log 3 = k, calcular log (85/9 ) 
em função de m e k. 


Resolução 
16 
2.274, 
log (83/9 ) =108(2-3*) = log 2 + 
L3 
227A 
+ 10837 —31og2 + 103 = 3m + 26 = 
_ 15m + 2k 
5 
Portanto, log (83/9) = Deer; 


Sabendo que 102,59 = a, calcular log, 5 em função de a. 
Resolução 


log;9 = a © log; 3? = a 


Pela propriedade L.3, podemos escrever: 


21081;3 = а .'.logs3 = "m 
т е ES 159 € 
emos, então. logs 5 = logis zem 
L7 
ve a PC 
= 10615 15 —1og;3—1— 5 = 3 








м 
ш 
Q 
« 
a 
> 
5 





dh 
IB 5 

j EXERCÍCIOS BÁSICOS m 
B.17 Sabendo que log; 2 = 0,43 e log; 3 = 0,68, calcule: 





a) log; 6 e) log; 3 i) log; 3 
2 

b) logs + f) log; 8 j 109; 44/3 

c) log; 1,5 g) log; 24 k) log 5 12 

d) log; 2 h) logs - 

B.18 Sabendo que log 5 = 0,69 e log 3 = 0.47, calcule: 

a) log 15 g) log 18 

b) log 75 h) log 4/15 

с) log + i) log, 5 
27 T 

d) log mU j) log, 125 

e) log 30 k) log х 0,9 


Dlogó Sugestão. 6= Z>. 
B.19 Sabendo que log, 4 = 1,26, calcule: 
a) log, 3 b) log; 3 


B.20 Sabendo que log, 5 = 2,32, calcule: 


a) log; 2 b)log2 c) log 5 


B.21 Provequelog, a = M log, a para qualquer 


a, a € IR*, e quaisquer números a e b reais positivos 
com b + 1. Sugestão. Faça uma mudança de base. 


B.22 Determine o valor de x, sabendo que x = log; 4 · log; 3. 


B.23 Determine o valor de x, sabendo que 
х = log, 125 * log; 4 * logs 3. 


B.24 Sabendo que log (a + b) = m e log (a — b) = n, calcule 
log (a? — b?) em função de m e n. 


B.25 Sendo log, (a — b) = 3, obedecidas todas as condições 
de existência, calcule o valor da expressão: 


E = log, (За + 1) — log, (За? + a — 3ab — b) 


B.26 Sendo logs 4 = 3,4, obedecidas todas as condições de 


existência, calcule o valor da expressão: 


E= lg, $ —log; ab 
5 5 


B.27 Sabendo que 3* = 2, calcule log, 18 em função de k. 


B.28 Dado que 6" = 2, calcule, em função de n, o valor de 
log; 24. 


B.29 Conhecendo logs 5 = a, calcule, em função de a, o valor 
de log;, 4. 


B.30 Sabendo que log; 3 = т, calcule, em função de т, о 
valor de log, б. 


- Exercícios complementares de C.5a 0.12 





5. FUNÇÃO LOGARÍTMICA 


Consideremos a função f(x) = log, x. Podemos obter 
o gráfico de f através de uma tabela: 


y Atribuindo a x os infinitos valores 
reais positivos, obtém-se o gráfico 


—— 











* D(f) --IRE; 

* In(f) - IR; 

* f(x) = log, x é uma função crescente em todo seu 
domínio. 


Consideremos agora a função g(x) = log, x. Para 
2 


obter um esboço do gráfico de g, vamos construir a seguinte 
tabela: 


y Atribuindo a x os infinitos valores 
—— H fel 
reais positivos, obtém-se o gráfico 


^ 











y 
1 
8 
im 
4 
abr 
2 
1 
2 
4 
8 
* Dg) - RE 
* Im(g) = R; 
* g(x) = log, x é uma função decrescente em todo seu 
z 
domínio. 
Definição 


Chama-se função logarítmica toda função 
J:Rž—R tal que f(x) = log, x, comb € Ržeb #1. 


Exemplos 


a) f(x) = log, x с) g(x) = log; x 


ю— 


b) h(x) = logo, x d) tx) = log т x 










5 Os terremotos 


'Abandonando um pequeno dado sobre a superfície 
terrestre ocorrerá uma liberação de energia que a 
fará vibrar levemente. Se, no lugar do dado, for aban- 
nado um tijolo, a eneraia liberada fará vibrar mais 
nsamente essa superfície. Imagine um cubo de 
anito com 2 km de aresta abandonado de uma 
altura de 280 km; a energia liberada será equivalente 
“a 20 trilhões de kWh (quilowatt-hora). Essa foi a 
medida da energia liberada pelo terremoto ocorrido 
п São Francisco, Califórnia, em 1906. Mais violento 
ainda fol o terremoto que arrasou Lisboa em 1755, 
liberando energia equivalente a 550 trilhões de kWh. 





REPRODUÇÃO. 


О terremoto ocorrido, em 1906, na cidade de São Francisco 
(EUA), registrou 9 pontos na escala Richter. 


Os logaritmos são aplicados na medida da inten- 
sidade de um terremoto. Na escala Richter, a Inten- 
sidade | de um terremoto é definida por 


l= i loa + em que E é a energia liberada pelo 
o 


terremoto, em kWh, e E, = 10 kWh. 


Propriedades da função logarítmica 
Gl logx=logysx=), 


Vix,y.b]CR$eb #1. 


G.2 A função logarítmica f(x) = log, x é crescente 
em todo seu domínio se, e somente se, b > 1. 





A 
y 
Dio 
log; X; крес f(x) - log, x, b» 1 
П 
A 1 
/ i 
/ 1 
log, x, m [ 
| ' 
p % a 
AM 1 
y HS 1 x 
o у Xx X, х 
/ 
/ 





Tem-se, então: 
log; x; > log; x, €» x; > Xy, 


V(x,x,b) CRiteb>1 


G.3 A função logarítmica f(x) = log, x é decrescente 
em todo seu domínio se, e somente se, 0 < b < 1. 


f(x) - log x, 0<b<1 








Tem-se, entào: 
log, x; € log, x, & x3 > xi, 


V(x.x,b)ClRieb«l 


d 
ү, EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.8 Determinar o domínio da função f(x ) = log; (3x — 6). 
Resolução 
Existe log, a se, e somente se, (a, b} C IRE e b #1. 
Como a base 5 do logaritmo já obedece à condição de 
existência, basta impormos a condição sobre o logarit- 
mando, isto é: 
TE 030.252 


Logo, D(f) = (x € R |x » 2). 


R.9 Determinar o domínio da função 
f(x) = log, =, (7x? + 3x + 4). 
Resolução 
Devemos ter: 
224135 + 4>0(D 
meu an) 
x—-1*1 ш) 


1 
MAMA р A 
' ' D 1 


Logo, D(f)=(xER|1<x<4ex+2). 








E BÁSICOS ШИНИ 


B.31 Esboce o gráfico de cada uma das funções: 


a) f(x) = log; x b) а(х) = log, x 
3 


B.32 Classifique como crescente ou decrescente cada uma das 
funções: 


а) f(x) = logs x с) ho) = log, x 


b) g(x) = logga x d) t(x) = log q; х 
B.33 Classifique como V ou F cada uma das afirmações: 
a) log; x = log¿5 х = 5 
b) log; а > log; b Sa >b 
c) log, a > log, b а> Ь 
® 3 


d)logy; a < log), b Sa >b 
e) log п a 2 log пу b Фаг Ь 


B.34 Determine o domínio de cada uma das funções: 
а) f(x) = logs (5x — 15) 
b) g(x) = log; (3? — Зх) 
с) f(x) = logos (x? — 5х + 4) 
d) r(x) = log; x? 
e) h(x) = log, (6x — 1) 
f) t(x) = log», -4 (6x + 1) 


B.35 (PUC-MG) O domínio da função 
f(x) = log, -, (х? — 7x + 12) é o conjunto: 
a) x € R[x €« 3oux 7 4) 
b) (x € R |x» 4) 
c) (x €R|2«x«6) 
d) (x € R|x « 6) 
e) (x€ R|7 «x«12) 


Exercícios complementares de C.13 a C.15 





6. EQUAÇÃO LOGARÍTMICA 


Chama-se equação logarítmica aquela que apresenta 
a incógnita no logaritmando ou na base de um logaritmo. 


Exemplos 

а) logs x = 3 

b) log (x? — x) + log x = log 9 
с) log, 3x = 2 


Resolução de uma equação 
logarítmica 


A resolução de uma equação logarítmica baseia-se na 
propriedade G.1 das funções logarítmicas, ou seja: 


G.1 log,x = log; убх = y, 


Vx, y, b} CR¥ е Р #1. 


Apresentamos, como exercícios resolvidos, alguns 
tipos de equação logarítmica. 


Y 
|} г 
Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.10 Resolver a equação log; (4x + 24) — 5. 
Resolucáo А 
Condição de existência (С.Е.) 
Em primeiro lugar, devemos impor a condição de exis- 
tência do logaritmo: 


4 +24>00x>-—6 .. CE. 


Preparação da equação 

Transformamos os dois membros da equação em loga- 
ritmos de mesma base. O número 5 pode ser escrito 
como logaritmo de base 2, do seguinte modo: 


5 = 5 log, 2 = log, 25 


mou 


Assim, temos: 
log, (4x + 24) = 5 <= log; (4x + 24) = log, 25 
7. log; (dx + 24) = log, 32 
Resolução da equação 
Pela propriedade G.1, temos: 
log; (4x + 24) = log; 32 2 4x + 24 = 32 
.4х=8 .x=2 
Note que x = 2 satisfaz a C.E. x —6. 
Portanto S = (2). 
R.11 Resolver a equação log, (x + 1) + log, (x — 7) = 2. 
Resolução 
Condição de existência 
ЖЕЛ =. (D 
le -7>0 x>7 (ID 


1 
(1) A O –-5 
+ 


1 x 


ii ————————«Á»——— 


17 x 
1 
-————— 
(MA (п) 7 3 
CE. x 


Preparação da equação: 
log; (x + 1) + log; (x — 7) = log; 3? 
Pela propriedade L.6 dos logaritmos, podemos escrever: 
log; (x + 1)(х — 7) = log; 3º 


Resolução da equação 
Pela propriedade G.1, temos: 


log; G? — бх — 7) = log 95% —6x—7=9 
“x2—6x—16=0>5x=80ux=-2 
Note que apenas x = 8 satisfaz a С.Е. x>7. 
Portanto 5 = (8). 
R.i2 Resolver a equação log; (x + 4) — log, x = 2. 


Resolução 
Condição de existência 


ся г 
> 








x>0 x>0 (m 
(1 = — 
(ш) { o > 
A (Ш) — y 


CE. 120 


R.13 


B.37 


Preparação da equacáo 

Inicialmente, devemos passar para uma mesma base 
todos os logaritmos da equação. 

* Pela propriedade L.8 (mudança de base), podemos 
log, x 

log, 4 * 

* Pela propriedade L.4, podemos escrever 2 — log, 2. 


log x _ А 
log, 4 ES 


escrever log, x = 


Assim, temos que log; (x + 4) — 





Resolução da equação 
log, x 
2 
2 log, (x+4)—logx _ 2log,4 

2 ETE 
7. log; (x + 4)? — log, x = log; 4 
(х + 4)? 
x 


log, (x + 4) — = log, 4> 





= 16 





(x + 4)? 
x 


`. log, = log, 16 .. 


nox + 8х + 16 = 16x .". х2 – 8х + 16= 0 

А =b – 4ас= А = (8) – 4:1: 16= 0 

1 E. gm 2 ЕЕ rua 
2a Zat 

Note que x = 4 satisfaz a C.E. x> 0. 

Portanto $ = {4}. 


Resolver a equação log, 9 = 2. 
Resolução 
Condição de existência С.Е. x>0e x 1. 
Preparação da equação: 
log, 9 = 2 © log, 9 = log, XX 
Resolução da equação: 
log, 9 = log, 2 2 9233 .", х= 3 ошх = – 3 


Note que apenas x = 3 satisfaz a C.E. х> 0ех #1. 
Portanto 5 = (3). 


EXERCÍCIOS BÁSICOS 


Resolva em IR as equações: 
a) log, (6x — 9) = 4 
b) log; (2x + 10) + log; (x + 1) = 6 
с) logs (3x + 7) — logs (x — 1) = 1 
d) log; x + log; (x — 2) — log, (x — 3) = 3 
e) log, (х2+ 2х) – log, x = —2 
2 2 


f) log, (х — 2) — log; (x - 4) = 1 
g) logs (x? — 1) + log, (x — 2) = logs 64 
6 


h) l0g,32 = — 5 


Determine, em [R, o conjunto solugáo de cada uma das 
equações: 

а) log, (х? + 2x) = 3 

b) log, (x + 10) + log, (x — 5) = 2 

c) log (x + 68) — log (х — 22) = 1 

d) 2 log, x + log; 3 — log, (x — 1) = log, 6 + log; x 

e) log, t*=1 — log, (= 2) 5 

f) log, (x + 3) —log, x = 2 


g) 2 logs x + 2 logos (x + 1) = —log, (x2 + 4x) 
h)log,16— —4 5 


B.38 


B.39 


B.40 


B.41 


Determine os reais x e y que satisfacam o sistema: 
3 
1 


II 


= x + log, y 
log; x — log; y 


Il 


(UCB) Em U = R, determine o valor do produto das 
raízes da equação x "5" = 6.561x2. 
(FURRN) Aumentando-se um número x de 12 unidades, 


seu logaritmo na base 5 aumenta de 2 unidades. O valor 
dexé: 


1 3 
a) m c) EJ e) 6 
b)1 d)2 


(UECE) Se x, e x, são as raízes da equação 
x + 6x + 4 = 0, então log, (5x,1,— 2x, — 2x;) é igual a: 


3 5 
a) F b) то: c)3 d)5 


“Exercícios complementares de C.16 a C.20 


7. INEQUAÇÃO LOGARÍTMICA 


Chama-se inequação logarítmica aquela que apresenta 
a incógnita no logaritmando ou na base de um logaritmo. 


Exemplos 

a) log, (3x — 1) 23 

b) log; (x — 1) +108 | (x * 5) = —4 
2 2 


с) log, 9> 1 


IB А 
J EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.14 


Resolver a inequação log; (3x — 1) > 3. 
Resolução 


Condição de existência (С.Е.) 3x - 120 = x> + 


Preparação da inequação 

Escrevemos o número 3 como um logaritmo de base 2, 

ou seja, 3 = log, 2°. 

Temos, então, log; (3x — 1) > log; 2º. 

Resolução da inequação 

Pela propriedade G.2, temos que o “sentido” (>) da 

desigualdade entre os logaritmos se mantém (>) para os 

logaritmandos, pois a base 2 é maior que 1. Ou seja: 
log; (Зх — 1) > log, 8 > 3x— 1>8 


Ea O 253-9 


O conjunto solução 5 da inequação é a intersecção do 
conjunto 5' dos reais x tais que x > 3, com o conjunto $” 


dos reais x que satisfazem a C.E. x > dis Ou seja: 





3 
1 
н. à 
S':x»3 їз P 
ЭО II e 
S >g É , 2 


3 | 
=s As —— dolls 
S=S'NS E > 


Portanto $ = (x € IR | x > 3). 
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В.15 Resolver a inequacáo 
log, (x— 1) + log; t5) = —4. 
2 2 


Resolução 
Condição de existência (C.E.) 


omes | > @ 











х+5>0 х>—5 (ID 
' 
' 
a — ——— > 
ө si 1 х 
1 
(v an —4— $ 
1 х 
х=} 
Preparação da inequação 


Escrevemos o número —4 da inequação como um loga- 


-4 
ritmo de base da ou seja, —4 = log, (5) - 
2 S 


Temos, entào: 
-4 
log, &—1)* log, (x5) < log, б) 
T T TAZ 


Pela propriedade L.6 dos logaritmos, podemos escrever: 


-4 
log, Œ= D S) < log, (2) 
2 2 


Resolução da inequação 

Pela propriedade G.3 da função logarítmica, temos que o 

“sentido” (=) da desigualdade entre os logaritmos é 

“invertido” (=) para os logaritmandos, pois a base - 

está entre 0 e 1. Ou seja: 

log, (x— 1)(х+ 5) < log, 16 2 (x— 1)(х + 5) 2 16 
ES Ey 


„-#+5х—х—516.. #+4х—-21=0 











f(x) = х2+ 4x-21 


Portanto x < —7 ou х2 3, 

О conjunto solução 5 da inequação é a intersecção do 
conjunto 5' dos reais x tais que x = —7 ou x > 3, como 
conjunto $” dos reais que satisfazem a C.E. x > 1. Isto é: 








Ss — 4 —————— 
EJ 13 х 
5" € 
a A x 
i 
S tyi = p 


13 z 


Assim, $ = (x E R |x > 3). 


Ое шылын» 
EXERCÍCIOS BÁSICOS == 


B.42 Resolva em IR as inequações: 
а) logs 2x —8) 22 
bj log, «—2)x-1 
3 


€) log, (3x — 6) > log, (6 — x) 

d) logos (5x — 1) = logos (5 — 2x) 

€) log, (x — 3) + log; (x — 1) <3 

f) log, ty- log, (5х + 1) 21 
4 4 


g)log,9> 1 


B.43 Determine, em IR, o conjunto solugáo de cada uma das 
inequações: 
а) log, (4x — 2) < 1 
b) log | (6033 
2 


c) log; (3x — 1) > log; (7 — 2x) 
d) logoa (4x — 1) < logo; (1 — x) 
е) log; (x + 1) + log; (x - 7 22 
1 


f) logo, (x — 2) — logo, (x + 4) > 1080, 7 


B.44 Determine o conjunto dos números reais x que satisfa- 
zem cada uma das inequações: 
a) log; (? + 2х) > 3 
Б) logo, (х2 — 1) > 2 logo; (x — 2) 
с) 2log; (x + 1) — log (1? — 1) € 1 
d) log (x + 3) + log (x — 3) < 2 log x 


Exercícios complementares de С.21 а C.23 | 


) | 2 
Jj EXERCICIOS COMPLEMENTARES ^ 


Гея (UFG) As indicações R, e R,, na escala Richter, de dois 
terremotos estão relacionados pela fórmula: 
М, 
ВК, – В, = 1 (57) 

2 1 = 10810 М, 
onde M, e М, medem as energias liberadas pelos respec- 
tivos terremotos, sob a forma de ondas que se propagam 
pela crosta terrestre. Considerando que ocorreram dois 
terremotos, um correspondente a R, — 6 e outro corres- 


pondente a R, = 4, determine a razão entre as energias 
liberadas pelos mesmos. 


С.2 (Mackenzie-SP) A expressão 


log, 32 + log, 0,001 — log; 10/10 é igual a: 
Ж 
а) uar с) 0 е) =. 
2 
13 


Dom 94 


- log,2 
€3 Calcule o valor da expressão 16. 


СА Sabendo que log 2 = 0,301, calcule log 8 com aproxima- 
ção de três casas decimais. 


Es (Fuvest-SP) Se xº = 1.000 e b? = 100, então o logaritmo 
de x na base b vale: 
a) 0,5 
b) 0,9 


e) 12 
d) L5 


e) 2,0 


(С.6 Sabendo que log, a + log; b = c, calcule, em função de 
aec,o valor de b. 


/€7 Sabendo que log 2 = 0,301 é log 3 = 0,477, calcule 
log 72. 


€.8 Sabendo que log 3 = 0,477 e log 31,42 = 1,497, calcule, 
com aproximação de duas casas decimais, o número 
log; 3.142. 


/€.9 Ао aplicar um capital C durante п unidades de tempo 
(dia, més, ano etc.) à taxa і por unidade de tempo, obtém- 
se o montante M (capital inicial mais o juro) acumulado 
ao final da aplicação. A fórmula para o cálculo desse 
montante é M = C(1 + 0)". Determine durante quanto 
tempo o capital inicial de R$ 10.000,00 esteve aplicado 
à taxa de juro de 5% ao mês, gerando o montante de 
R$ 13.400,00. (Dados os logaritmos decimais: 
log 1,34 = 0,12 е log 1,05 = 0,02.) 





| CÃO (Fuvest-SP) Se x = log, 7 e y = logi 49, então x — y é 
igual a: 
| a) log, 7 eji e) 0 
| b) logi, 7 d)2 
| 
i -C.11 (Fuvest-SP) Sabendo-se que 5” = 2, podemos concluir 

que log, 100 é igual a: 

2 2+2p 
а) — с)2+ e) == 
) 5 ) р? ) 5 
b) 2p d)2 + 2p 
(Cesgranrio) Sabendo-se que log, a = E 5 , Onde a, 





b e c são positivos, com b e c diferentes de 1, o valor de 
log, M12 é igual a: (Considere log, 3 = x.) 
8 














2x 24% 
A MET. 
DFR 2-Fx 
b) 9 e) 3 
2-х 
с) 3 


-C.13 (Unifor-CE) O mais amplo domínio da função real f, de- 
finida por f(x) = log, (1 = 2, é: 





a) ]-ee,0[U 11, +eel d) 11, + 
b) 10, ПОИ, + е) 1-е, 0[ 
с) 10, 1[ 
C44. Determine o domínio de cada uma das funções: 
a) f0) = log, 22 


25x44 
b) 80) = log ESET 


C15 Obtenhao domínio da função f(x) = log, _ (| — 1 | — 3). 


C46 (UFPI) O número de soluções da equação 
logi, (1 — logo (2 — 1)) = 0 é: 
a) 1 b)2 с) 3 4) 4 е) 5 


"С.17 (UFMGS-modificado) Sobre as raízes da equação 

(log; x — 5 logo x + 6 = 0, é correto afirmar que: 

a) não são reais. 

b) são números irracionais. 

c) são números inteiros consecutivos. 

d) são opostas. 

e) o quociente da maior raiz pela menor raiz é igual a 
dez. 

Sugestão. Faça a mudança de variável log; x = t e 
resolva a equação t? — 5t + 6=0. 


Cas (UFR-RJ) Determine o conjunto das soluções reais da 
equação: 
log, 3 - log, 4 · log, 5 * logs x = log, (—2x — 1) 
Sugestão. Transforme os logaritmos para a base 2. 


`С.19 (UEMG) A equação log, , , (2x3? + x) = 1 admite o 
seguinte conjunto solução: 
а) (-1) 
b) (0) 


1,1) 
4) (1) 


-C.20 Em um certo país, onde a unidade monetária é o conto, 
o preço do litro da gasolina no dia 1º de janeiro do ano 
2000 era 1 conto. Esse preço é reajustado uma única vez 
por ano e sempre no dia 1º de janeiro, de acordo com o 
índice de inflação que é de 25% ao ano. 
a) Supondo que esse índice de inflação seja constante, 
complete a tabela, em que k é um número natural: 








Preço do litro da 





gasolina em contos 
1º de janeiro de 2000 
1º de janeiro de 2001 





1º de janeiro de 2002 





(1,252 
1º de janeiro de 2003 





1º de janeiro de 2004 





1º de janeiro do ano 2000 +k | ............... 
b) Em que ano o preço do litro da gasolina nesse país 


ultrapassará 8 contos, pela primeira vez? 
(Use log 2 = 0,301.) 


.€.21 Obtenha o conjunto de todos os valores de x, x € IR, que 
satisfacam cada uma das desigualdades: 
a) log, (x + 3) — log, x «2 
b) logs (22 — 1) + log, (x — 2) > logs, 64 
6 


.€22 Considerando o conjunto universo U = IR, resolva а 
ineguação: 
3 < log, (3x + 10) < log, (x + 30) 


€.23 (Fuvest-SP) Se log; x < log, 4 + log, 6 * log; 8 — 1, 
entáo: 
а) 0<х= 10? 
b) 1g < x « 10: 
c) 10* € x = 10º 


d) 106 < х= 108 
e) х > 105 





m 
uu 
a 
< 
а 
z 
=, 





Сорйу 


«i Apa. ЖЕЙ 


ET WT 


COMPOSIÇÃO E INVERSÃO 
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1. COMPOSIÇÃO DE FUNÇÕES 


Todo mês, uma empresa divide igualmente uma parte 
x do lucro entre seus 200 funcionários. Consideremos as 
seguintes funções: 
* f que associa x à fração destinada a cada funcionário; 


* g que associa a fração anterior à soma dessa fração com 
o salário de Pedro, que é de 1.700 reais; 


X + 1.700, 
200 


Esquematizando, temos: 





Se a parte do lucro que será distribuída é x reais, então 


Pedro receberá ST + 1.700 reais. Note que 


+ 1.700. Assim, 





fe) = 200 e x) © 200 


podemos escrever que g(f(x)) = TOD. А 


200 
função g(f(x)) é chamada de função composta de g e f. 
Indica-se a composição das funções g e f por g of, ou 


seja, (g 0) = g (fœ). 
Definição 


Sejam A, B e C conjuntos e sejam as funções 
ГА Вер ВС; 

A função Л: А — C tal que A(x) = 2(/0)) é chamada 
de função composta de g com f. Indicaremos essa 
composição por g o f, lê-se “g composta com f”. 





C 20 
I PME 


>» 
1 4 


emis 


E FUNCÓES 





Esquematicamente, temos: 
A B C 


C o) 
h=gof 


Y 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO | 


R.i Dadas as funções reais de variável real f(x) = x + 3e 
g(x) = x! — 5, determinar: 


а) (в of) (4) с) (в о)(х) 
b) (f o g) (4) d) (fo g)x) 
Resolução 


a) Temos que (g o f) (4) = g(f(4)) ef(4) 2 4 - 3 = 7. 
Logo, (g of) (4) = g(1(4)) = (7) = T – 5 = 44. 
b) Temos que (fo g) (4) = 004) e g(4) = 4 — 5 = 11. 
Logo, (f o g) (4) = f(e) = f11) = 11 +3 = 14. 
c) (go) 6) = 8100) = [fe] -5 = œ +3? - 5 = 

=P +60+9—5 = + 6: +4 
d) (fog) G) —f(69) = 60) +3 =X 5 4323-2 


EXERCÍCIOS BÁSICOS 
B.1 (PUC-SP) Sendo f(x) = x? + Le р(х) = x — 2, então 


8 (F(0)) é igual a: 
al с)0 ey = 
b) 3 d)2 


B.2 Dadas as funções reais de variável real f(x) = x + le 
g(x) = 3x + 2, determine: 

а) (g of) (5) с) (в of) (x) 

b) (f og) (5) d) (fog) (x) 

В.З Dadas as funções reais de variável real f(x) = x? + 7 e 


g) = 3/x, determine: 





а) (g of) (1) d) (g of) (x) 
b) (fog) (1) е) (fog) (х) 
с) (fog) (-8) 
B.4 (UFSC) Sendo f(x) = x = 2 e g(x) = 5x?, tem-se que: 


a) f(gQ)) = 

b)f(sQ9) = — 2 

€) g(f(9) = 33 — 4x +4 
Фф e(t) = Tt 
e) g( fœ) = x: — 4x 


Exercícios complementares de C.1 a С.З. 


FUNÇÕES INVERSAS 


Consideremos a função f: A — B, descrita pelo diagrama: 





“f=((1,6),(2,7),(3,8)) 





Chama-se relação inversa de f, que se indica por f~t, 
a relação de B em A tal que: 


, Gyef'eo.2ef 


ou seja, cada par ordenado (x, y) de f^! é obtido inver- 
tendo-se a ordem dos elementos do par ordenado (y, x) de 
f. Assim, temos: 


0,6 Ef = (6,1) Ef; 
(3,8 €f2(83)€f^ 


Q,7)ef202€f* 


A representação de f^! em diagrama de flechas é: 





“SO (06. 1), (7,2), (8, 3)) 


Note que, nesse caso, a relação inversa da função f tam- 
bém é função, por isso dizemos que f^! é a função inver- 
sa de f. 


Nota 


Nem sempre a relação inversa de uma função também 
é função. 


Definição 


Uma função f: A — B é invertível se, e somente se, 
sua relação inversa f^! de B em A também é função. 

As funções f e f^! são chamadas de funções 
inversas entre si. 


1 


Técnica para a obtenção da inversa 
de uma função 


Se uma função real de variável real y = f(x) é invertível, 
sua inversa é obtida do seguinte modo: 
I. trocamos x por y e y por x, escrevendo x = f(y); 
П. isolamos a variável y, após a mudança de variáveis, 
obtendo y = f(x). 
Pense no porquê dessa técnica. 


A 
ү, EXERCICIOS RESOLVIDOS Peru E A 


R2 Determinar a inversa da função y = 3x — 1. 
Resolucáo 
* Trocando x por y e y por x, temos x= 3y — 1. 
* [solando a variável y, temos: 
sF 
3 


Assim, a inversa da função f(x) = 3x — 1 é a função: 





х=Зу—1=у= 





мүл ^+ 1 
fo) 3 
: 7 РОД СЕЗЕ: 
R.3 Determinar a inversa da função у = RA 
Resolução 3 





* Trocando x por y e y por x, temos x — 


* [solamos a variável y: 2394 


=== 4 =з х(2у + 4) = у.'.2ху+4х=у 


Б 2y + 
Army dy dnm -29 7 $ =у 
Assim, a inversa da função f(x) = эе é a função: 
r9 = E 
IB Р 
EXERCÍCIOS BÁSICOS 


В.5 Sejam os conjuntos A = (1, —1,2, —2, 3} e 
B = (2,5, 10] ea função f: A — B tal que f(x) = x? + 1. 
a) Construa o diagrama de flechas representando a 
função f. 
b) Construa o diagrama de flechas representando a 
relação f~. 
с) A relação f^! é função? Por qué? 
B.6 Considere os conjuntos A = (9,4, 1,0) e B = {3, 2, 1,0} 
e a função f: A— B tal que f(x) = /x. 
a) Construa o diagrama de flechas representando a 
função f. 
b) Construa o diagrama de flechas representando a 
relação f'. 
с) A relação /-! é função? Por quê? 


B.7 Determine a inversa de cada uma das funções: 





a) y=3x-5 aya es 
2—2 
еее cix 2 
b)f(x) = 8x + 4 d) g(x) E 


B.8  (Faap-SP) Qual é a inversa da função f(x) = logsx? 

B.9 Determine a inversa de cada uma das funções: 
а)у=3*? b)y = 5%*-2 

B.10 (Mackenzie-SP) Dada a função f: IR — IR, definida por 
f(x) = x? + 1, sua inversa f”!: IR — IR é definida por: 


1 
a)f-Q)- Mx +1 фута) = Sal 
bj у= І e) n.d.a. 





3-1 
Gf -3x-1 
Exercícios complementares de C.4 a C.7 
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Jj EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES ЩЩ 


pesto (Faap-SP) Dadas as funções reais 
f(x) = 2 — 3xe g(x) = Зх + k, determine o valor de k 
de modo que f [£69] = aF]. 


C.2 Seja f uma função real de variável real tal que 
(6x + 2) = 12x — 1. Determinar: 


a) f(20) b)fG) 
Sugestão. Faça a mudança de variável 6x + 2 = f, 
obtendo f(t). 


С.З (UFMG) Considere a função definida por: 


$, se—-1=x=1 
5,sel<x=4 
x—4,sex>4 


ЈО) = 


Pode-se afirmar que o valor de f(f(/(2))) é: 
c)3 e)9 


d) 5 


1 
а) 3 
b)l 
C4 (Consart) O gráfico de uma função f é o segmento de reta 


cujos extremos são os pontos (—3, 4) e (3, 0). Sef ^! é a 
função inversa de f, então f (2) é: 


TE 
a)2 d) 2 
b)o e) não-definida 


3 
97 





€.5 (ОЕСЕ) Uma função invertível f é tal que 
fx + 3) = 2х — 1. A inversa de f é: 
ауто) = 2 


элө) = 253 





с) р) х +3 
Фу) = 2х —3 


970) = 2 


Sugestão. Faça a mudança de variável х + 3 = 1, 
obtendo f(t); a seguir, determine f- (t). 


С.6 (UFPR) Determine о conjunto imagem da inversa da 
el 
função fl) = 57 


xi 
Sugestão. Não é preciso obter a função inversa. Pense no 
seguinte: (х, y) € f se, e somente se, (y, x) € /-'. 


C7 (UNIR) A inversa da função f(x) = log x + log 3 é: 
f(x) = 10*** 
ву) = 10% 
979) = E 
9709 = 2 


or) = + 
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1. O QUE É ESTATÍSTICA? 


Durante um telejornal, o repórter divulgou uma pes- 
quisa segundo a qual apenas 5% dos brasileiros têm o há- 
bito de ler jornal diariamente. 

Você já pensou em como são feitas pesquisas como 
essa? Como é possível entrevistar toda a população bra- 
sileira para se saber a porcentagem de leitores de jornal? 

Veremos, neste breve curso, que não é necessário 
entrevistar toda a população para se chegar a uma deter- 
minada conclusão sobre ela. Chegar a esse tipo de 
conclusão é objeto da estatística. 

Como uma primeira idéia, podemos entender a estatís- 
tica como sendo um método de estudo de comportamentos 
coletivos cujas conclusões são traduzidas em resultados 
numéricos. 


2. UNIVERSO ESTATÍSTICO OU 
POPULAÇÃO ESTATÍSTICA 


Quando é feita uma coleta de dados sobre determinado 
assunto, chama-se de universo estatístico ou população 
estatística o conjunto formado por todos os elementos 
que possam oferecer dados pertinentes ao assunto em 
questão. 


Exemplos 


a) O governo encomenda ao IBGE (Instituto Brasileiro de 
Geografia e Estatística) uma pesquisa para conhecer o sa- 
lário médio do brasileiro. O universo estatístico ou po- 
pulação estatística é, nesse caso, o conjunto de todos os 
assalariados brasileiros. 

b) Um partido político quer conhecer a tendência do elei- 
torado quanto à preferência entre dois candidatos à presi- 
dência da República do Brasil. Para isso, encomenda uma 
pesquisa a uma empresa especializada. O universo esta- 
tístico ou população estatística é, nesse caso, o conjunto 
de todos os eleitores brasileiros. 


3. AMOSTRA 


Quando o universo estatístico é muito vasto ou quando 
não é possível coletar dados de todos os seus elementos, 
retira-se desse universo um subconjunto, chamado de 
amostra, e os dados são coletados nessa amostra. 





ICA 


4. ROL 


É toda seqüéncia (a; a»; аз; ...; 4,) de dados numéricos 

tal que: 

* cada termo, a partir do segundo, é maior ou igual ao 
seu antecessor; 

* ou cada termo, a partir do segundo, é menor ou igual 
ao seu antecessor. 


Exemplo 


Os cinco alunos de uma amostra apresentaram as 
seguintes notas na prova bimestral de matemática 
6; 4; 8; 7; 8. Apresentando esses dados em rol, temos: 
(4; 6; 7; 8; 8) ou (8; 8; 7; 6; 4). 


5. CLASSES 


Em uma mostra de latas de óleo comestível, foram 
constatados os seguintes volumes em mililitros: 980; 
990; 1.000; 970; 980; 1.000; 1.010; 950; 970; 940; 1.020; 
1.010; 920; 990; 950; 900; 1.000; 950; 970; 1.010. Pode- 
mos separar os elementos dessa amostra em róis disjuntos 
(sem elementos comuns). Por exemplo: 


I. 900; 920 
П. 940 
TII. 950; 950; 950 
IV. 970; 970; 970; 980; 980 
V. 990; 990; 1.000; 1.000; 1.000 
VI. 1.010; 1.010; 1.010; 1.020 


Qualquer intervalo real que contenha um rol da amostra 
é chamado de classe. Por exemplo, podemos formar as 
seguintes classes com os elementos dessa amostra: 


* o intervalo [900, 940[ contém o rol (I); 

* o intervalo [940, 950[ contém o rol (II); 

* о intervalo [950, 970[ contém o rol (Ш); 

* ointervalo [970, 990[ contém o rol (IV); 

* ointervalo [990, 1.010[ contém o rol (V); 

* о intervalo [1.010, 1.020] contém o rol (VI). 


A diferença entre o maior e o menor elemento de uma 
classe, nessa ordem, é chamada de amplitude da classe. 
Por exemplo, a amplitude da classe [900, 940[ é 
940 — 900 — 40. 
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Notas 

1. Os extremos de cada classe nào precisam ser, neces- 
sariamente, elementos da amostra, mas se o forem, 
deve-se tomar o cuidado de nào permitir que um mesmo 
elemento pertenca a duas classes simultaneamente; por 
isso, no exemplo anterior, com exceção do último intervalo, 
consideramos os demais abertos à direita. 

2. Embora não seja obrigatório, é conveniente que, 
dentre duas classes consecutivas, o extremo à direita 
(aberto) da primeira coincida com o extremo à esquerda 
(fechado) da segunda, como fizemos no exemplo anterior. 


6. DISTRIBUIÇÃO DE FREQUÊNCIA 


A quantidade de elementos da amostra que pertencem 

a uma determinada classe é chamada de freqüéncia dessa 

classe. No exemplo anterior: 

* a freqüéncia da classe [900, 940[ é igual a 2, pois 2 
elementos da amostra pertencem a essa classe; 

* à freqüéncia da classe [940, 950[ é igual a 1, pois 
apenas 1 elemento da amostra pertence a essa classe; 

* analogamente, as classes [950, 970[; [970, 990[; 
[990, 1.010[ e [1.010, 1.020] t&m freqüéncias, respecti- 
vamente, iguais a 3, 5, 5 e 4. 


Podemos apresentar as classes com suas respectivas 
freqüéncias através de uma tabela chamada de tabela de 
distribuição de freqüéncia: 


Classe 


(volume em mililitros) 


[900, 940[ 








[940, 950[ 
[950, 970[ 
[970, 990[ | 
[990, 1.010[ | 
[1.010, 1.020] | 














ЕЛЕЕ) 


А soma de todas as freqüéncias, 
2+1+3+5 +5 + 4 = 20, é chamada de freqüéncia 
total (F,) da distribuição. Dividindo а freqüéncia F de 
uma classe pela freqüéncia total F,, obtemos um número 
chamado de freqüéncia relativa da classe. É usual apre- 
sentar-se a freqüéncia relativa em porcentagem. Indicando 
a freqüéncia relativa de uma classe por F%, tem-se que: 





Assim, da tabela anterior, temos que: 


* a classe [900, 940[ tem freqüéncia relativa igual a 
2 


TN 100% — 0,1 * 100% = 10%; 


* a classe [940, 950[ tem freqüéncia relativa igual a 


1 = . = Я 
20 100% = 0,05 · 100% = 5%; 


* a classe [950, 970[ tem freqüéncia relativa igual a 


3 = . = E 
70 100% = 0,15 · 100% = 15%; 


e a classe [970, 990[ tem fregiência relativa igual а 


5 


20 ^ 100% = 0,25 - 100% = 25%; 





* a classe [990, 1.010[ tem freqüéncia relativa igual a 


чу ` 100% = 0,25 - 100% = 25%; 
* a classe [1.010, 1.020] tem freqüéncia relativa igual a 
o ` 100% = 0,20 - 100% = 20%. 


Assim, temos a tabela de distribuição de freqüéncia e 
de freqüéncia relativa: 




















( lasse. A р Е% 
(volume em mililitros) 
[900, 940[ 2 1096 
[940, 950[ 1 596 
[950, 970[ 3 1596 
— 
[970, 990[ 5 25% 
[990, 1.010[ 2 25% 
[1.010, 1.020] + 20% 
Е,= УР = 20 








7. CLASSES UNITÁRIAS 


Podemos considerar uma classe como sendo um único 
nümero real. Esse tipo de classe é denominado classe 
Exemplo 

Para avaliar o nível de ensino em uma região, esco- 
lheu-se uma amostra de trezentos alunos da primeira série 
do ensino médio e aplicou-se uma prova. A tabela de 


distribuição de frequência abaixo mostra o resultado 
dessa prova. As notas representam classe unitárias. 























Classe Freqüéncia 
(nota) | (número de alunos) 
3,0 85 
5,0 75 
6,0 50 
7,0 30 
8,0 20 


8. REPRESENTAÇÃO GRÁFICA DE UMA 
DISTRIBUIÇÃO DE FREQUÊNCIA 


_ A tabela de distribuição de frequência do exemplo 
“anterior pode ser representada graficamente: 


Gráfico de linha 


пась Y 
Frequência 
(número de 

alunos) 











T E > 


т т 
5,0 60 7,0 80 Classes (notas) 


— 
20 3,0 

Para a construção desse gráfico, marcam-se os pontos 
determinados pelas classes e as correspondentes freqüén- 
cias, ligando-os, a seguir, por segmentos de reta. Apenas 
os extremos desses segmentos oferecem informações so- 
= bre o comportamento da amostra; as demais partes dos 
. segmentos são, simplesmente, linhas auxiliares. 


Gráfico de barras verticais 


E y 
Freqüéncia 
(número de 

alunos) 


85------ 


m 1 > 


0 23 5 6 7 8 Nota 
As freqüéncias são dispostas num eixo vertical. 


Gráfico de barras horizontais 


Nota A 











c o ч o 








> 
Frequência 
(número de alunos) 


As frequências são dispostas num eixo horizontal. 


Gráfico de setores 


Divide-se um círculo em setores, com ângulos propor- 
cionais às freqüéncias das classes. Nesse caso, dividimos 
360º em partes proporcionais às frequências 20, 30, 40, 
50, 75 e 85. 
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20 + 30 + 40 + 50 + 75 + 85 
Graficamente, temos: 


48°. 


E 
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9. HISTOGRAMA 


O histograma é um gráfico utilizado para representar 
uma distribuição de freqüéncia em que as classes não são 
unitárias. Veja, a seguir, como esse gráfico é construído. 

1º) Separam-se os elementos da amostra em classes de 
mesma amplitude e representam-se essas classes no eixo 
das abscissas: 





Б 
r Ds xal | Е, 











D; x] + de 


cgo E E TE > 
0| x X, X, XX, Classe 
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2°) Constroem-se retângulos cujas bases coincidem 
com as classes; a altura de cada retângulo representa a 
freqüéncia da classe correspondente. 


Fh- 


2 , »: 
0 Mm X X XX Classe 











Nota 

Podem-se construir histogramas com classes de ampli- 
tudes diferentes, porém, a altura de cada retángulo nào 
representará a freqüéncia da classe. Por isso, é mais usual 
adotar uma mesma amplitude para as classes. 


Exemplo 


Os alunos de uma amostra apresentaram as seguintes 
estaturas, em centímetros: 


168 170 165 177 
169 180 162 171 
178 173 164 172 
181 166 168 170 


Vamos separar os elementos da amostra em quatro 
classes de mesma amplitude: 


Classe 


Freqüéncia 


(estatura em centimetros) 







[161,5; 166,5[ 








[166,5; 171,5[ 





[171,5; 176,5[ 
[176,5; 181,5] 


Nota 


Lembre-se que os extremos de classe não precisam 
ser, necessariamente, elementos da amostra. Começamos 
da medida 161,5 cm, mas poderíamos ter comecado de 
outra medida, por exemplo, 161,8 cm ou de 162 cm, que 
é o menor elemento da amostra. Se vocé optar por 
começar de valores não pertencentes à amostra, procure 
sempre começar de um valor a menos de uma unidade 
do menor elemento da amostra. 


O histograma correspondente a essa distribuição é: 




















FA 
=== 
4 |. 
2 = —4 | 
cue > 
161,5 166,5 1715 176,5 181,5 Classe 


5 EXERCÍCIOS BÁSICOS umas 





“Bi Numa amostra de soldados do exército foram constatadas 
as seguintes estaturas, em metros: 1,80; 1,78; 1,69; 1,92: 
1,93; 1,81; 1,90; 1,76; 1,74; 1,83; 1,88; 1,79; 1,85; 1,92; 
1,86; 1.74. Construa uma tabela de distribuição de 
freqüéncia e de freqüéncia relativa dessa amostra, com 
quatro classes. 


B.2 A tabela seguinte corresponde à distribuição de freqüéncia 
das camisas vendidas por uma confecção no mês de maio, 
segundo a numeração (1, 2, 3, 4 e 5) das camisas. 














2 150 
3 250 
4 450 
5 100 





Construa os seguintes gráficos dessa distribuição: de linha, 
de barras verticais, de barras horizontais e de setores. 


В.З (Enem) Um estudo sobre o problema do desemprego na 
Grande São Paulo, no período 1985-1996, realizado pelo 
SEADE-DIEESE, apresentou o seguinte gráfico sobre 
taxa de desemprego. 


Médias anuais da taxa de desemprego total 
Grande São Paulo 


1985-1996 





16,0% T 
14,0964 
12,096 
10,0% 
8,0% + 
6,0% 











ES ORA e А RS TO Uii 
85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 
Fonte: SEP, Convênio SEADE-DIEESE. 


Pela análise do gráfico, é correto afirmar que, no período 
considerado: 


a) a maior taxa de desemprego foi de 14%. 

b) a taxa de desemprego no ano de 1995 foi a menor do 
período. 

c) a partir de 1992, a taxa de desemprego foi decrescente. 

d) no período 1985-1996, a taxa de desemprego esteve 
entre 8% e 16%. 

е) а taxa de desemprego foi crescente no período 
compreendido entre 1988 e 1991. 


(Enem) Uma pesquisa de opinião foi realizada para avaliar 
os níveis de audiência de alguns canais de televisão, 
entre 20 h e 21 h, durante uma determinada noite. Os 
resultados obtidos estão representados no gráfico de 
barras a seguir: 
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1. O número de residências atingidas nessa pesquisa 

foi, aproximadamente, de: 

a) 100 c) 150 

b) 135 d) 200 

IL A percentagem de entrevistados que declararam 
estar assistindo à TvB é aproximadamente igual a: 

a) 15% c) 22% e) 30% 

b) 20% d) 27% 


e) 220 


O gráfico de setores representado abaixo mostra a distri- 
buição de uma amostra de alunos e suas respectivas no- 
tas na prova de português. 


Мо, 





Sabendo que а amostra ё composta de sessenta alunos, 
responda: 

a) Quantos alunos tiveram nota 3? 

b) Quantos alunos tiveram nota 5? 

c) Qual a freqüéncia relativa da classe “nota 6"? 


B.6 О gráfico mostra a distribuição de uma amostra de gar- 
rafas de refrigerantes e seus respectivos volumes em mi- 
lilitros: 


Freqüéncia 





(nümero de 
garrafas) 
aper --- 
200-------- a 
100 =- d 
e > 
Volume (mé) 


o| 280 300 320 


a) Quantas garrafas compõem essa amostra? 
b) Qual a freqüéncia relativa da classe “300 m£”? 


B.7 Ostempos de duração, em dias. de vinte lâmpadas foram: 


150 210 309 270 180 
246 285 195 210 248 
199 250 290 284 301 
221 300 190 210 259 


Construa uma tabela de distribuição de fregiiência dessa 
amostra com cinco classes de mesma amplitude e o 
respectivo histograma. 


n 7 
р, EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


C.1 (Enem) A tabela abaixo apresenta dados referentes à 
mortalidade infantil, à porcentagem de famílias de baixa 
renda com crianças menores de 6 anos e às taxas de 
analfabetismo das diferentes regiões brasileiras e do 
Brasil como um todo. 























Regiões | Mortalidade Famílias de baixa Taxa de 
do Brasil infantil renda com analfabetismo 
crianças menores em maiores 
de 6 anos de Anos 
(em%) tem %) 
Norte 35,6 34,5 | 127 
Nordeste 59,0 54,9 29,4 
Sul 22,5 22,4 83 
Sudeste 252 18,9 8,6 
Centro- 254 25,5 12,4 
Oeste 
== 
Brasil 36,7 31,8 14,7 











Fonte: Folha de S.Paulo, 11/3/99. 

* A mortalidade infantil indica o námero de criancas que morrem antes 

de completar um ano de idade para cada grupo de 1.000 crianças que 
nascerem vivas. 


Suponha que um grupo de alunos recebeu a tarefa de 

pesquisar fatores que interferem na manutenção da 

saúde ou no desenvolvimento de doenças. O primeiro 

grupo deveria colher dados que apoiassem a idéia de que, 

se combatendo agentes biológicos e químicos, garante-se a 

saúde. Já o segundo grupo deveria coletar informações que 

reforçassem a idéia de que a saúde de um indivíduo está 

diretamente relacionada à sua condição socioeconômica, 

Os dados da tabela podem ser utilizados apropriadamente 

para: 

a) apoiar apenas a argumentação do primeiro grupo. 

b) apoiar apenas a argumentação do segundo grupo. 

c) refutar apenas a posição a ser defendida pelo segundo 
grupo. 

d) apoiar a argumentação dos dois grupos. 

e) refutar as posições a serem defendidas pelos dois 
grupos. 


С.2 (Enem) Lâmpadas incandescentes são normalmente 
projetadas para trabalhar com a tensão da rede elétrica em 
que serão ligadas. Em 1997, contudo, lâmpadas projetadas 
para funcionar com 127 V foram retiradas do mercado e, 
em seu lugar, colocaram-se lâmpadas concebidas para 
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uma tensão de 120 V. Segundo dados recentes, essa 
substituição representou uma mudança significativa no 
consumo de energia elétrica para cerca de 80 milhões de 
brasileiros que residem nas regiões em que a tensão da 
rede é de 127 V. 

A tabela abaixo apresenta algumas características de 
duas lâmpadas de 60 W, projetadas respectivamente para 
127 V (antiga) e 120 V (nova), quando ambas se encontram 
ligadas numa rede de 127 V. 


Tensão Potência Lumino- Vida últil 


(projeto d medida sidade média 


original) elétrica (watt medida (horas) 
(lúmens) 





60W — 127 У | 127V 60 750 1.000 





60% — 120У | лу | 65 | 920 | 452 


Acender uma lâmpada de 60 W e 120 У em um local 

onde a tensão na tomada é de 127 V, comparativamente 

a uma lámpada de 60 W e 127 V no mesmo local, tem 

como resultado: 

a) mesma potência, maior intensidade de luz e maior 
durabilidade. 

b) mesma potência, maior intensidade de luz e menor 
durabilidade, 

c) maior potência, maior intensidade de luz e maior 
durabilidade. 

d) maior potência, maior intensidade de luz e menor 
durabilidade. 

e) menor potência, menor intensidade de luz e menor 
durabilidade. 


ES (Univali) O gráfico mostra as vendas de televisores em 


uma loja; 


Unidades vendidas 
60 





50 
40 








30 


20 
| * 
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Jan. Fev. Mar. Abr. Maio Jun. 














Més 





Pode-se afirmar que: 

à) as vendas aumentaram més a més. 

b) foram vendidos 100 televisores até junho. 

C) as vendas do més de maio foram inferiores à soma das 
vendas de janeiro e fevereiro. 

d) foram vendidos 90 televisores até abril. 

€) se cada televisor é vendido por R$ 240,00, em maio a 
loja faturou, com as vendas desse produto, R$ 7.200,00. 





Өт (Enem) Para convencer a população local da ineficiência 
da Companhia Telefónica Vilatel na expansão da oferta 
de linhas, um político publicou no jornal local o gráfico 
L abaixo representado. A Companhia Vilatel respondeu 
publicando dias depois o gráfico II, onde pretende justi- 
ficar um grande aumento na oferta de linhas. O fato é 
que, no período considerado, foram instaladas, efetiva- 
mente, 200 novas linhas telefónicas. 


Gráfico | 


N* total 
de linhas 
telefónicas 





Jan. Abr. Ago. Dez. 


Gráfico II 


N? total 
de linhas 
telefónicas 


2.200 


2.150 


2.100 





Jan. Abr. Ago. Dez. 


Analisando os gráficos, pode-se concluir que: 

a) o gráfico II representa um crescimento real maior do 
que o do gráfico I. 

b) o gráfico I apresenta o crescimento real, sendo o II 
incorreto. 

c) o gráfico II apresenta o crescimento real, sendo o 
gráfico I incorreto. 

d) a aparente diferença de crescimento nos dois gráficos 
decorre da escolha das diferentes escalas. 

e) os dois gráficos são incomparáveis, pois usam escalas 
diferentes. 


ES As áreas construídas, medidas em metros quadrados, de 
vinte residências de uma certa região são: 


250 280 330 402 385 
302 290 270 310 304 
407 380 295 283 402 
390 300 283 250 265 


Construa uma tabela de distribuição de freqüéncia dessa 
amostra com seis classes de mesma amplitude e o 
respectivo histograma. 






1. INTRODUÇÃO 


Dividindo a renda nacional anual de um país pelo 
mero de habitantes, obtém-se a renda per capita, isto é, 
“atenda por pessoa. 

Supondo que a renda per capita de um país é de 5.000 
dólares, pode-se concluir que a distribuição de renda 
nesse país é eqüitativa? É claro que não, pois pode-se ter, 
por exemplo, metade da população não ganhando nada, e 
cada cidadão da outra metade ganhando 10.000 dólares; 
a renda per capita continuaria sendo 5.000 dólares. 

Esse exemplo ajuda a entender que é necessário mais 
de um parâmetro para avaliar a distribuição dos valores de 
uma amostra de números. Neste capítulo vamos estudar 
alguns desses parâmetros, denominados medidas estatís- 
ticas. 


2. MEDIDAS DE POSIÇÃO 


Média Aritmética (x) 


Os conteúdos de 4 baldes de água são: 36, 56, 2€ e 1€. 
Se toda essa água fosse distribuída igualmente entre esses 
baldes, com quantos litros de água ficaria cada um? 

A quantidade de água de cada um seria razão da 
quantidade total de água para o número de baldes, isto é: 


IE SD 


4 € = 2,756 


О resultado 2,75 é chamado de média aritmética dos 
valores 34, 56, 2€ e 1€. 

Podemos entender a média aritmética de duas ou 
mais quantidades como sendo o valor que cada uma delas 
teria se, mantendo-se a soma delas, todas fossem iguais. 


A média aritmética dos números х), xs, X, .... Xy. 
que se indica por x, é dada por: 





= ad Aa 
n 


ou, usando o símbolo de somatório: 
n 

Xx 

ї= 1 


п 








Média aritmética ponderada 


Cinco baldes contém 4 litros de água cada um, trés 
outros contém 2€ de água cada um, e, ainda, dois outros 
contêm 56 de água cada um. Se toda essa água fosse 
distribuída igualmente entre esses baldes, com quantos 
litros ficaria cada um? 

A quantidade de água de cada balde seria a razão da 
quantidade total de água para o número de baldes, isto é: 


4-5+2.3+5:2 


10 # = 3,66 


O resultado 3,6 é chamado de média aritmética ponde- 
rada dos valores 4£, 20 e 5€, com pesos (fatores de pon- 
deração) 5, 3 e 2, respectivamente. 


A média aritmética ponderada dos números 


Xis Ху, Хз, ...‚, X, COM pesos, Py, p». рз, +s Py» respecti- 
vamente, é o námero x tal que: 


Xipi + Xopa + Xaps +... Xp, 
Ру tpa pao esd Pa 


ou, usando o símbolo de somatório: 


x= 


ү 
) , 
Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.1 Numa empresa, dez operários têm salário de R$ 2.000,00 
mensais; doze têm salário de R$ 1.500,00 mensais: e oito 
operários têm salário de R$ 1.400,00 mensais. Qual é o 
salário médio desses operários? 

Resolução 

O salário mensal médio dos operários é a média ari- 
tmética ponderada entre os valores R$ 2.000,00, 
R$ 1.500,00 e R$ 1.400,00 com fatores de ponderação 
(pesos) respectivamente iguais a 10, 12 e 8. Isto é: 


Tm 10 • 2.000 + 12 - 1.500 + 8 - 1.400 
104-1248 


Т.х = R$ 1.640,00 
Logo, o salário mensal médio dos operários é R$ 1.640,00. 


reais 
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R.2 A tabela seguinte mostra a distribuição de freqüéncia das 
estaturas, em centímetros, de uma amostra de estudantes 
do primeiro grau. 














Classe Freqüéncia 
(estaturas em centímetros) | (nümero de alunos) 
[150,5; 156,5[ 4 
[156,5; 160,5[ 5 
[160,5; 168,51 8 
[168,5; 178,5] 3 


Qual é a estatura média dos estudantes dessa amostra? 


Resolução 

Quando as classes não são unitárias, como nesse caso, 
para calcular a média tomamos o ponto médio xy de 
cada classe e calculamos a média aritmética ponderada 
entre os valores xy, atribuindo а cada um o peso igual à 
freqüéncia da respectiva classe. Isto é: 












Ponto médio (Xy) Freqüéncia 


150,5 + 156,5 


[150,5; 156,5 2 


= 153,5 4 






156,5 + 160,5 












[156,5; 160,5[ : = 158,5 5 
(160,5; 168,51 | 2957185 — 1645 8 
[168,5;178,5] | JÓBS EISS E 3,5 3 


2 


Calculando a média aritmética ponderada dos números 
153,5; 158,5; 164,5 e 173,5, com pesos respectivamente 
iguais a 4, 5, 8 e 3, temos: 
= 159,4: 158,5 «5-5 1645 "BA 1735-3 _ 
4+5+8+3 
= 162,15. 
Logo, a estatura média dos estudantes é 162,15 cm. 


Moda (Mo) 


Consideremos as idades, em anos, dos dez atletas que 
representaram o colégio nos últimos jogos interestaduais: 
16, 19, 19, 22, 17, 19, 19, 17, 18, 18. A idade de maior 
freqüéncia possível é 19 anos, por isso dizemos que a 
moda dessa amostra é 19 anos, e indicamos: 


Mo = 19 anos 
Em uma amostra cujas freqüéncias dos elementos 


não são todas iguais, chama-se moda, que se indica 
por Mo, todo elemento de maior fregiiência possível. 


Exemplos 
a) Na amostra 3, 4, 7,3, 7,9, 7, temos: 


Mo =7 


b) Na amostra 9, 9, 5, 7, 10, 2, 1, 10, temos duas modas 
(amostra bimodal): 


Mo = 9eM'o = 10 


с) A amostra 1, 5, 7, 6, 45, 2, 0 não apresenta moda, pois 
todos os seus elementos têm a mesma fregiiência. 


Mediana (Md) 


* As estaturas, em centímetros, dos cinco jogadores da 
equipe de basquetebol do nosso colégio são: 


184; 179; 190; 181; 178 
Dispondo essas estaturas em rol, temos: 

178; 179; 181; 184; 190 
O termo central desse rol é chamado de mediana da 
amostra. Indicando a mediana por Md, temos: 

Md = 181 cm 
* Dispondo em rol as notas da prova de história dos 

alunos de 1* série B, temos: 


20 30 40 4045 4550 55 5,5 60 6,5 6,5 6,5 707580808080 10,0 


Termos centrais 


Diretas já 


Em março de 1985, o deputado federal Dante de 
Oliveira, atendendo a uma crescente pressão do povo 
brasileiro, apresentou uma proposta de emenda à 
Constituição, que pretendia restabelecer as eleições 
diretas para a Presidência da República. Se aprovada, 
a emenda apressaria o fim da ditadura militar iniciada 
em 1964, e o país retornaria à democraria plena. A ex- 
pectativa em torno da votacao dessa proposta pelo 
Congresso deu início à maior manifestacao popular já 
ocorrida até então no Brasil. O movimento ficou co- 
nhecido como “Diretas já”. 

Em abril de 1984, o movimento levou à Praça da 
Candelária, no Rio de Janeiro, cerca de 500 mil pessoas 


e ao Vale do Anhangabaú, em São Paulo, perto de 1 mi- 
lhão de manifestantes. 

A relação desse acontecimento com a matemática é 
a maneira como foram contadas as pessoas na 
Candelária e no Vale Anhangabaú. Uma a uma? É claro 
que não. Existem métodos estatísticos para a conta- 
gem de multidões, com margem de erro insignificante. 
Por exemplo, escolhem-se algumas regiões ocupadas 
pela multidão e contam-se as pessoas por metro qua- 
drado em cada região. A seguir, calcula-se a média arit- 
mética entre os valores obtidos. Finalmente, multiplica- 
se essa média pela área total, em mé, ocupada pela 
multidão. 





Como o nümero de termos do rol é par, define-se a 
“mediana da amostra como a média aritmética entre os 
termos centrais do rol, isto é: 


6,0 + 6,5 


Md = 2 


2:625; 


Consideremos n números dispostos em rol 
Kyo Хз, Xis vers Ау, 

* Sendo n ímpar, chama-se mediana (Md) o 
"termo central desse rol, isto é, o termo x, com: 


| = п+1 
2 





Ё * Sendo л par, chama-se mediana (Md) a média 
aritmética entre os termos centrais desse rol, isto é, a 
- média aritmética entre os termos x, e x, + сот: 

R 1 = 


28 
2 


Nota 

Para se determinar a mediana, a amostra pode ser colo- 
cada em rol do menor número para o maior, ou do maior 
pára o menor. Nos dois róis o termo médio é o mesmo. 


3. MEDIDAS DE DISPERSÃO 


Para preencher uma vaga de gerente de produgáo, o 
departamento de recursos humanos de uma empresa 
realizou um teste com vários candidatos, selecionando os 
dois melhores: Leonor e Felipe. A tabela abaixo mostra 
os desempenhos dos dois candidatos nas provas a que se 
submeteram: 

















Conhecimentos 

| de informática UE 955 

| Língua 9,5 9,0 
portuguesa 
Língua inglesa 8,0 8,5 
Matemática 7,0 8,0 
Conhecimentos 7,0 5,0 
de economia 

Média — 8,0 Média — 8,0 








Os dois candidatos obtiveram a mesma média. Como 
proceder, cientificamente, para determinar qual dos dois 
teve o melhor desempenho nessa avaliação? 


A comparação entre os desempenhos desse dois candi- 
datos pode ser feita através de medidas estatísticas como: 
o desvio absoluto médio, a variância ou o desvio pa- 
drão. Essas medidas, chamadas medidas de dispersão, 
indicam o quanto os elementos de uma amostra estão 
afastados da média aritmética. Calculando uma dessas 
medidas, em cada uma de duas amostras de mesma média 
aritmética, será considerada a amostra menos dispersa 
aquela que apresentar a menor medida. No caso de Felipe 
e Leonor, a amostra de notas menos dispersas em relação 
à média aritmética corresponde ao melhor desempenho e, 
portanto, ao merecedor da vaga. 


Desvio absoluto médio (Dam) 


Nas cinco provas realizadas, Leonor obteve 8 de 
média aritmética e suas notas foram: 8,5; 9,5: 8,0; 7,0 e 
7,0, conforme a tabela anterior. 

Para determinar o quanto cada nota está afastada da 
média aritmética, basta efetuar a diferença entre a nota e a 
média, nessa ordem; essa diferença é chamada de desvio 
da nota. Esses desvios são: 


8,5 — 8,0 = 0,5 (a nota 8,5 está 0,5 acima da média) 

9,5 — 80 = 1,5 (a nota 9,5 está 1,5 acima da média) 

8,0 — 8,0 = 0,0 (a nota 8,0 coincide com a média) 

7,0 — 8,0 = —1,0 (as duas últimas notas, 7,0, estão 1,0 
abaixo da média) 


O módulo de cada um desses desvios é chamado de 
desvio absoluto da nota correspondente: 
* o desvio absoluto da nota 8,5 é | 0,5 | = 0,5; 
e o desvio absoluto da nota 9,5 é | 1,5 | = 1,5; 
* o desvio absoluto da nota 8,0 é | 0,0 | = 0,0; 
* o desvio absoluto de cada uma das duas últimas notas, 
7,0,€| —1, 0| = 1,0. 





A média aritmética entre esses desvios absolutos é 
chamada de desvio absoluto médio, que se indica por 
Dam: 


PEE [0,5] + |1,5| + ]0,0] + |- 1,0] + |- 1,0] 





Da s 

З = 05 + LS +00+ 1.0 + LO 
-. Dam 5 

A il ж 

7. Dam = 5 0,8 


Analogamente obtém-se o desvio absoluto médio das 
notas obtidas por Felipe, D 'am, no conjunto de provas: 


D'am — 1,2 


O desvio absoluto médio mede o afastamento médio 
dos elementos da amostra em relacáo à média aritmética. 
Assim, temos que as notas de Leonor estão, em média, 
0,8 acima ou abaixo da média aritmética 8; enquanto as 
notas de Felipe estão, em média, 1,2 acima ou abaixo da 
média aritmética 8. Como Dam < D'am, conclui-se que 
Leonor teve um desempenho mais regular que Felipe, e, 
por isso, merece a vaga. 





ч 
ш 
а 
« 
= 
2. 
=) 





Sendo x a média aritmética de uma amostra de 
nmeros Xy, X», Xs, ..., Xy, Chama-se desvio absoluto 
médio, que se indica por Dam, o número: 
die oed |на] 

n 
ou, usando o símbolo de somatório: 





Dam 


a 
2 lx —х| 
і= 1 


п 





Dam = 


Variáncia (c?) 


Uma outra medida que indica o afastamento dos 
elementos de uma amostra, em relação à média aritmética, 
é a variância, que se representa por o°. Define-se essa 
medida como a média aritmética entre os quadrados dos 
desvios dos elementos da amostra, isto é: 


(x; XY + Qu —3)* + ( — X). (x, — X)! 
n 


о? = 


ou, usando o símbolo de somatório: 





У а-я) 


п 


Calculando as variáncias dos conjuntos de notas de 


2 А Ner i 
Leonor, со), e de Felipe, сь, citados anteriormente, 





temos: 

qi, ADE Uis нуч рс og 
e 

ie (1,5) + (1,0? + (0,5) + (00? + (3,02 — 2,5 


5 


Сото 91) < Oa conclui-se que Leonor teve um 
desempenho, nas provas, mais regular do que Felipe. 


Desvio padrão (с) 


Na interpretação da variância podem surgir algumas 
dificuldades em relação à unidade de medida dos elementos 
da amostra. Por exemplo, se os elementos da amostra 
representam capacidades em litros (£), a variância repre- 
sentará um resultado em (2; como essa unidade não tem 
significado físico, não é conveniente utilizar a variância 
nesse caso. Por causa de dificuldades como essa, foi 
criado o desvio padrão, representado por c, e definido 
como a raiz quadrada da variância. 


Calculando o desvio padrão do conjunto de notas de 
Leonor, 0, e de Felipe, оъ, citados anteriormente, 
temos: 


сау = 0,9 = 0,948 
Н ; 


Ору = 25 =1,581 


Como cy; < o, concluímos que Leonor teve um 
desempenho, nas provas, mais regular do que Felipe. 


Nota 


Não perca de vista que a comparação da dispersão de 
duas amostras pode ser feita com o desvio absoluto 
médio, ou com a variância ou com o desvio padrão. 


03 ; ^ 
5 EXERCÍCIOS BÁSICOS 


В.Л As idades dos jogadores de um time de basquetebol são 
18, 23, 19, 20 e 21 anos. Qual é a média de idade desses 
Jogadores? 


B.2 Entre sessenta números, vinte são iguais a 5, dez são 
iguais a 6, quinze são iguais a 8, dez são iguais a 12, e 
cinco são iguais a 16. Determine a média aritmética 
desses números. 


B.3 Quatro funcionários A, B, C e D de uma empresa têm 
respectivamente 8, 6, 10 e 16 anos de trabalho nessa 
empresa. O funcionário A recebeu um prémio de 
R$ 500,00 por ano de casa; B recebeu um prémio de 
R$ 600,00 por ano de casa; e C e D receberam, cada um, 
R$ 800,00 de prémio por ano de casa. Qual foi o prémio 
médio recebido por ano de casa por esses funcionários? 


B.4 Asclasses A, Be C da segunda série do ensino médio ti- 
veram respectivamente as seguintes médias na prova de 
matemática: 6,5; 6,0 e 7,0. Sabendo que a classe A é for- 
mada por 28 alunos, B é formada por 25 alunos e C, por 
22 alunos, calcule a nota média de todos os 75 alunos. 


B.5 (UFRJ) O gráfico mostra a distribuição de uma prova de 
matemática. 


Número 
de 
alunos 
10H 


Сй = 

A -ЕЕЕ5 == 

к 

раа "S 

"d Tom 
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0 v 2 3 4 5 в 








2) Quantos alunos fizeram a prova? 

b) Sendo x,, х, 23. ..., x, as notas obtidas pelos л alunos 
nessa prova (n é o número de alunos que fizeram a 
prova), determine o número 
= Бш dx bue, E P 
x= —LLO0 07370722". denominado média 

n 


aritmética das notas dessa prova. 


B.9 





(Unicamp-SP) O gráfico, em forma de pizza, representa 
as notas obtidas em uma questão pelos 32.000 candidatos 
presentes à primeira fase de uma prova de vestibular. Ele 
mostra, por exemplo, que 32% desses candidatos tive- 
ram nota 2 nessa questão. 


5 (10%) 





Pergunta-se: 

a) Quantos candidatos tiveram nota 3? 

b) É possível afirmar que a nota média, nessa questão, 
foi = 2? Justifique sua resposta. 

Observando o gráfico do exercício anterior, responda: 

a) Qual é a moda do conjunto das notas de todos os 
alunos? 


b) Qual é a mediana do conjunto das notas de todos os 
alunos? 


A tabela mostra a distribuição de frequência da carga, 
em toneladas, dos caminhões que passaram por uma 
estrada num certo período. 






Carga (em toneladas) Número de caminhões 


[9,5; 14,51 
[14,5; 19,51 33 








[19,5; 25,5] 9 


Calcule a carga média desses caminhões. 


(Fuvest-SP, modificado) A distribuição dos salários de 
uma empresa é dada na seguinte tabela: 























Salário em R$ Número de funcionários 

500,00 10 
1.000,00 5 
1.500,00 1 
2.000,00 10 
5.000,00 4 
10.500,00 1 
Total | 31 





a) Qual é a média e qual é a mediana dos salários dessa 
empresa? 

b) Suponha que sejam contratados dois novos funcionários 
com salário de RS 2.000,00 cada. A variância da nova 
distribuição de salários ficará menor, igual ou maior 
do que a anterior? 


Monitoramento por satélite 


As queimadas brasileiras, em geral, são inten- 
cionais, usadas como "tecnologia agrícola” para 
limpeza do solo antes do plantio, redução de pragas 
e ervas daninhas, renovação de pastagens e como 
auxiliar na colheita de cana-de-açucar. “Embora 
existam outras tecnologias agrícolas para substituir 
as queimadas, o fogo ainda é muito mais barato”, 
lembra Evaristo Eduardo de Miranda, do Núcleo de 
Monitoramento Ambiental (NMA). Por isso, é grande 
o número de áreas que queimam todos os anos, as 
mesmas áreas, já desmatadas há muito tempo. Esse 
fogo é monitorado com satélites meteorológicos, 
através dos sensores de temperatura, precisos na 
localização e na contagem do número de focos, mas 
não na delimitação da área queimada. O monito- 
ramento por satélite foi concebido para ajudar os 
órgãos de fiscalização a localizar as piores concen- 
trações de focos e ajustar os programas de controle 
legal ou mesmo de combate ao fogo. 

O mapa ao lado, difundido pela Agência Estado, 
mostra os pontos de queimadas no território brasileiro 
no mês de agosto de 1999, 


MONITORAMENTO ORBITAL DE QUEIMADAS 


Brasil — Agosto de 1999 





Total de queimadas: 39.630 Legenda 
Total de quadrículas com queimadas: 348 | | Nenhum 


Número mínimo de queimadas: 1 1-55 pontos 
Número máximo de queimadas: 1.946 56-110 pontos 
Número médio de queimadas: 113,88 113-319 pontos 
Desvio padrão de queimadas: 209,68 340-1.946 pontos 


Dados do Satélite NOAA: Instituto Nacional de Pesquisas 
Espaciais (INPE-MCT) 

Mapeamento Digital e Arte Final: Núcleo de Monitoramento 
Ambiental (Embrapo-NMA) 

Interpretação Espacial e Análise Ambiental (ECOFORCA) 
Difusão: Agência Estado (AE) 


Para obter textos publicados pelo jornal O Estado de 
S. Paulo, ou propostas de atividades, consulte o site 
Estadão na escola [www.estadao-<scola.com.br). 
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B.10 (Fuvest-SP) Dois atiradores x e obtiveram numa série de 
vinte tiros, num alvo da forma indicada na figura, os se- 
guintes resultados: 


туа 





а) Qual é a média de pontos por tiro de cada um dos 
atiradores? 

b) Compare os desvios padrão de cada uma das séries de 
tiros e decida qual é o atirador com desempenho mais 
regular. ` 


y 
Jj EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 1" 


(Ci (Unicamp-SP) A média aritmética das idades de um 
grupo de 120 pessoas é 40 anos. Se a média aritmética 
das idades das mulheres é 35 anos e a dos homens é 50 
anos, qual o número de pessoas de cada sexo, no grupo? 








53 O gráfico abaixo mostra a distribuição de freqüéncia das 
notas obtidas pelos alunos da segunda série do ensino 
médio numa prova de educação física. 


^ 
Freqüéncia 
(nümero 
de 
alunos) 


20 


15 


10 











0 4 5 6 7 8 9 10 Nota 
Determinar: 

a) a nota média desses alunos; 

b) a mediana dessa distribuição; 

c) a moda dessa distribuição. 


ES. (Vunesp) Suponhamos que nos vestibulares desse ano 
uma universidade tivesse tido, para os seus diversos 
cursos, uma média de 3,60 candidatos por vaga oferecida. 
Se para os vestibulares do ano que vem o número de 
vagas for aumentado de 20% e o número de candidatos 
aumentar em 10%, qual a média de candidatos por vaga 
que essa universidade terá no próximo ano? 

a) 3,24 c) 3,36 €) 3.46 
b) 3,30 d) 3,40 





(Fuvest-SP) A distribuição das idades dos alunos de uma 
classe é dada pelo seguinte gráfico: 











> 
16 17 18 19 20 (dade (anos) 


Qual das alternativas representa melhor a média de 
idades dos alunos? 

a) 16 anos e 10 meses 
b) 17 anos e 1 mês 

c) 17 anos e 5 meses 


d) 18 anos e 6 meses 
e) 19 anos e 2 meses 


€.5 (Enem) Um sistema de radar e programado para registrar 
automaticamente a velocidade de todos os veículos 
trafegando por uma avenida, onde passam em média 300 
veículos por hora, sendo 55 km/h a máxima velocidade 
permitida. Um levantamento estatístico dos registros do 
radar permitiu a elaboração da distribuição percentual de 
veículos de acordo com sua velocidade aproximada. 


45 




















Veículos (96) 
№ 
o 











10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 


Velocidade (km/h) 


A velocidade média dos veículos que trafegam nessa 
avenida é de: 
a) 35 km/h 
b) 44 km/h 


c) 55 km/h 
d) 76 km/h 


e) 85 km/h 


Сб As vésperas de um jogo decisivo, o técnico de uma 
equipe de basquetebol deve optar pela escalação de um 
dentre dois jogadores A e B. As duas tabelas seguintes 
mostram o desempenho de cada jogador nos últimos 
cinco jogos dos quais participou: 

















Jogador A Jogador B 
Número de Número de 
Jogo pontos Jogo pontos 
1 20 1 30 
2 22 2 14 
3 A 18 3 20 
4 20 4 12 
5 20 5 24 








2) Calcular a média de cada um por jogo. 

b) Calcular o desvio padrão de cada um nesses cinco jogos. 

с) Você, como técnico desse time, se tivesse que escalar 
um desses jogadores, num jogo onde a simples vitória 
Ihe daria o título de campeão, qual deles escalaria? 


1. CONCEITUAÇÃO 


Na lista de chamada de sua classe, o nome de cada 
aluno está associado a um número natural não-nulo. Por 
exemplo: 


1. Alberto Vieira de Moraes 
2. Alessandra Rodrigues Fontana 
3. Alex Stanley 





30. Valdir de Souza e Ramos 


Quando associamos os números naturais 1, 2, 3, ..., 30 aos 

elementos do conjunto B dos alunos, de modo que cada 

um dos números — 1, 2, 3, ..., 30 — esteja associado а 

um único elemento de B, estamos estabelecendo uma 

seqüéncia, onde: 

* o número 1 é associado ao primeiro elemento da 
sequência; 

* o número 2 é associado ao segundo elemento da 
seqüéncia; 

* o número 3 é associado ao terceiro elemento da 
segiiência; 


* o número 30 é associado ao trigésimo elemento da se- 
qüéncia. 

Para representar uma seqüéncia, escrevemos entre 
parénteses os seus elementos separados um a um por 
vírgulas, de modo que da esquerda para a direita tenha- 
mos: (primeiro elemento, segundo elemento, terceiro 
elemento, ...). 

Desse modo a seqüéncia da lista de chamada fica 
representada assim: 


( Alberto Vieira de Moraes , 
ES EN ice 
Primeiro elemento 


Alessandra Rodrigues Fontana , 





Segundo elemento 
Alex Stanley ,..., Valdir de Souza e Ramos ) 





Terceiro elemento Trigésimo elemento 


Note, portanto, que: 


Segiiência é todo conjunto cujos elementos obede- 
cem a uma determinada ordem. a 


Capítulo 23 





SEQUÊNCIAS 





Existem, também, seqüéncias infinitas como, por 
exemplo, a seqüéncia dos números naturais pares em 
ordem crescente: (0, 2, 4, 6, 8, ...). 


Notas 

1. Cada elemento de uma seqüéncia também pode ser 
denominado termo da seqiiência. 

2. O termo de uma segiiência que ocupa a posição de 
número n é indicado pelo símbolo a,. Isto é: 


ay indica o primeiro termo da seqüéncia 
a, indica o segundo termo da seqüéncia 
az indica o terceiro termo da seqüéncia 


a, indica o enésimo termo da seqüéncia 


3. Uma seqüéncia (а, a», аз, ..., аһ...) pode ser repre- 
sentada abreviadamente por (a,), emy». 


Exemplo 
Na seqüéncia (3, 7, 11, 15, ...) temos que: 


а = 3,а, =7,а, = 11, а = 15, ... 


О código de barras 


Os modernos supermercados são equipados com 
dispositivos chamados de leitoras ópticas, cuja fina- 
lidade é identificar cada produto através da leitura 
eletrónica de uma seqüéncia de barras verticais de 
espessuras varlávels (algumas têm a mesma espes- 
sura) impressas na embalagem do produto. Cada 
sequência está associada a um único produto e ao 
seu preço. Esse sistema de representação é chama- 
do de código de barras. 


сю 
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UNIDADE 5 


2. LEI DE FORMAÇÃO DE UMA 
SEQUÊNCIA 
Um conjunto de informações capazes de determinar 


todos os termos de uma seqüéncia e a ordem em que se 
apresentam é chamado de lei de formação da segiiência. 


B3 


Exemplos 
a) Considere a seguinte ѕедйёпсіа: 


B4 


1 = 5 


(а,), єз tal que 
п/п EIN q 4,4; = 2a, 


As informações a, = 5 е ap = 2 + a, Vn, n € IN*, 

determinam todos os termos da seqüéncia e a ordem em 

que se apresentam. Vejamos: 

* 0 primeiro termo da seqüéncia é 5; isto é, a, — 5; 

* na igualdade a,, , = 2 + a,, atribuindo-se a л os valores 

1,2,3, ..., obtemos os demais termos da segiiência, isto é: 

n—l-ca-2-s ..a4=2+5..4=7 
n=2>4=2+a, .43=2+7 .a,=9 
n=3>4=2+a4, .44=2+9..a,=11 

















Logo, a seqüéncia é (5, 7, 9, 11, ...). 

b) Considere a seqüéncia (a,), en tal que a, = n? + 3. 
Para determinar os termos dessa seqüéncia, basta 
atribuirmos a п os valores 1, 2, 3, ... na igualdade 
а, = m + 3: 


n=1>34=1 +3.. а = 4 


n=2=>34=2+3 .a,=7 
n=3>34a,=3Y9+3 . a = 12 
п= 45а = 0 +3 .a,=19 


Portanto a seqüéncia é (4, 7, 12, 19, ...). 


es” 


'1 
In 7 
Jj EXERCÍCIOS BÁSICOS 


Bi  Nasegiiéncia (3, 2, 5, 9, 6, 6, 6, ...), identif ique os termos 
Gy, Q5, ау Ay, s, Ag € A7. 


B.2 Numa seqüéncia finita (а. а. dy, ..., а,), os termos a, e 
a, são chamados de extremos da seqüéncia. Dois 
termos a, e a; são chamados de equidistantes dos extre- 
mos se, e somente se, o número de termos que antece- 
dem a; é igual ao número de termos que sucedem а. Qual 
das alternativas abaixo apresenta dois termos equidistan- 
tes dos extremos da segiiência (a;, a5. as. ..., Ago)? 

а) ax € da €) dis € das €) dig € ds 

b) à; € das d) ay € ay 





Um termo a, é chamado de termo médio de uma 
seqüência com número ímpar de termos se, e somente se, 
o número de termos que antecedem a, é igual ao número 
de termos que o sucedem. Qual das alternativas abaixo 
apresenta o termo médio da seqüência (a, a», аз, ..., ау)? 
a) ass C) au е) ds 

b) ав d) à 


Escreva sob a forma (а, à», аз, а, 
seguintes seqüéncias: 


..) cada uma das 


а, = 6 


an = 9 +а, 


а) (а,), ew. tal que | 


b) (an), ew. tal que 





С) (а,), eme tal que a, = 5n + 3 
d) (а,), ew. tal que a, = п? + 2n 





EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


СЛ (PUC-SP) Na segiiência cujos termos obedecem à 


fórmula de recorrência a, = 3 e a,,, = (a, — 2), 
qualquer que seja л, n € IN*, o sexto termo é: 

a) 1 суз е)9 

b) —1 d)6 


С.2 (FGV-SP) A seqüéncia (у,), e y» é tal que y, — y, ., = 2n, 


para todo n, n € IN* e n = 2. Sabendo-se que y, = —1, 
o termo y, é igual a: 

а) 21 с)27 е) 51 

b) 17 d)31 


A soma S, dos n primeiros termos da seqüéncia 

(ai, аз, ау, Ay, ...) É dada por S, = n? + 4n para todo 
n, n € IN*, 

a) Calcule a soma dos dez primeiros termos da seqtiéncia. 
b) Determine o primeiro termo da seqüéncia. 

c) Determine o sexto termo da ѕедйёпсіа. 


(Cesgranrio) A soma dos п primeiros termos de uma 


sucessão é dada por S, = n(n + 1). Então o vigésimo 
termo da sucessão é: 

a) 420 c) 60 e) 20 

b) 380 d)40 

Nota 


“Sucessão” é sinónimo de "seqüéncia". 





1. PROGRESSÃO ARITMÉTICA (P.A.) 


Definição 
Progressão aritmética é toda segiiência numérica 
em que cada termo, a partir do segundo, é igual à 
soma do termo precedente (anterior) com uma cons- 
tante r. O número r é chamado de “razão da progres- 
. são aritmética”. 


Exemplos 

a) (4, 7, 10, 13, 16, 19,22) é umaP.A. finita de razão r=3, 

b) (10, 8, 6, 4, 2, 0, —2, —4, ...) é uma P.A. infinita de razão 
r--—2. 

С) (5, 5, 5, 5, ...) é uma P.A. infinita de razão г = 0. 


Y 
07 
ү, EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


Е.Л Calcular a razão da P.A. (a,), e y», sabendo que 
AM 
7 


ea, = 


2t 
3 
Resolução 

A razão r da P.A. é tal que: 


а= 


LETS LOGS 
ga 6 


|= 


r= Q, = t e rE 


R.2 Verificar se a seqüência (a,), ew» tal que a, = 3n + 8 é 
ou nào P.A. 
Resolução 
Devemos verificar se a diferença entre um termo qual- 
quer, a partir do segundo, e seu antecessor é constante ou 
não. 
Temos que a, = 3n + 8ea,,, = 3(n + 1) + 8 são 
termos consecutivos da seqüéncia Ул, п E IN*. Calcu- 


lando a diferença a, . , — a,, obtemos: 
8,44 7 а, —73(n 1) + 8— (3n + 8) = 3 


Como essa diferença é constante, concluímos que a 
seqüéncia é P.A. 


2. CLASSIFICAÇÃO DAS PROGRESSOES 
ARITMÉTICAS 


Uma P.A. é crescente quando cada termo, a partir do 
segundo, é maior que o termo que o antecede. Para que 
isso aconteça é necessário e suficiente que a sua razão 
seja positiva. 


Exemplo 


(7, 11, 15, 19, ...) é uma P.A. crescente. Note que sua 
razão é positiva, r = 4. 


Uma P.A. é decrescente quando cada termo, a partir 
do segundo, é menor que o termo que o antecede. Para 
que isso aconteça é necessário e suficiente que a sua 
razão seja negativa. 


Exemplo 
(50, 40, 30, 20, ...) é uma P.A. decrescente. Note que 
sua razão é negativa, r = —10. 


Uma P.A. é constante quando todos os seus termos são 
iguais. Para que isso aconteça é necessário e suficiente 
que sua razão seja igual a zero. 


Exemplo 

ата л 
Зот: 
zão é igual a zero, г = 0. 


3. PROPRIEDADE 


Uma seqüéncia de trés termos é P.A. se, e somente se, 
o termo médio é igual à média aritmética entre os outros 
dois, isto é: 


AP.A. ( je constante. Note que sua ra- 


(a,b, c) éP.A. e b = — 


Demonstracáo 
(а, b,c)éP.A.ob=a = c-b 


Temos que 4 € 








b-a=c-bob= 2 © 
2 
2 atc 
Logo, (a, b, c) é P.A. & b = gy 
М 
} Й 
J EXERCICIO RESOLVIDO 22е онай 
R.3 Determine x para que a seqüéncia (3 + x, 5x, 2x + 11) 
seja P.A. 
Resolução 


A segiiência é P.A. se, e somente se, 
3+x+2x+11 
2 

obtém-se x — 2. 


эх = . Resolvendo essa equação, 
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4. FÓRMULA DO TERMO GERAL DE UMA 
PROGRESSÃO ARITMÉTICA 


Numa progressáo aritmética um termo qualquer pode 
ser expresso em funcáo da razáo (r) e do primeiro termo 
(a,) através de uma fórmula matemática. Para entender 
essa fórmula, considere uma escada que une dois pisos. 
Ao piso inferior associamos um número a, que indica a 
altitude (altura em relacáo ao nível do mar) desse piso. 
Aos patamares da escada associamos as respectivas alti- 
tudes: а», Az, ау, ..., аһ... (conforme a figura). 






Piso 
inferior 


Sendo ra altura de cada degrau, observe que as altitudes 
а, а, аз, ... formam, nessa ordem, uma Р.А. Se um indi- 
víduo estiver na altitude a,, quantos degraus deverá subir 
para atingir a altitude a;? 

Observando a figura, percebemos que o indivíduo 
deve subir seis degraus (6r). Assim, a altitude a; é igual à 
soma a, + 6r, isto é, a; = a, + 6r. 

Se o indivíduo estiver na altitude a,, quantos degraus 
deverá subir para atingir a altitude a,? 

Ora, estando na altitude a,, o indivíduo não terá subido 
nenhum degrau; na altitude a, terá subido um degrau; na 
altitude а; terá subido dois degraus; na altitude a, terá 
subido três degraus; e assim por diante, 

Ou seja: 

a=a+0,a=a + lr, 
а; = a, + 2r, a, = a, + 3г,... 


na altitude a, terá subido n — 1 degraus. Assim, a altitude 
a, pode ser expressa como: 
a=a+(n> 1), Vn, n€lN* 


Generalizando, temos: 







Numa Р.А. (ay, 2, d, «uy d, «..) 
a, = a, + (n— Dr, Vn,n € N*. E T 
chamada de fórmula do termo geral da P.A. 





Voltando à figura inicial, observe que, se o indivíduo 
estiver na altitude a, e pretende se deslocar até a altitude 
ао, ele deve subir 10 — 6 degraus, ou seja, 
ав = as + (10 — 6)r. Generalizando, se o indivíduo 
estiver na altitude a, e pretende se deslocar até a altitude 
e , ele deve subir (ou descer) n — k degraus, isto é: 


a, = a, + (n — Er 


Essa identidade é uma outra forma de apresentação da 
fórmula do termo geral. Note que para k = 1, obtém-se a 
fórmula anterior. 


Exemplos 


а» = а + (20 — 6)r, ou seja, ay = ag + 14r 
азу = ay + (37 — 9)r, ou seja, a; = ay + 28r 


M 
ү, EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.4 Determinar o 61º termo da P.A. (9, 13, 17, 21, ...). 
Resolução 


а= 9, г=4, n-61, à, = ? 


Aplicando a fórmula do termo geral, а, = a, + (n — 1)r, 
paran — 61, temos que: 


dg = a, + (61 – Dr .'. ag = a, + 60r 
“ag=9+60"4 .. a = 249 


R.5 Determinar a razão da Р.А. (а, a;, а...) em que a, = 2 
еа —3. 
Resolução 
472,a73,n-78,r-? 


Aplicando a fórmula do termo geral, 
a, = a, + (п — 1)r, paran = 8, temos: 


a=a +7 .3=2+T=>r= + 
R.6 Determinar o número de termos da Р.А. (4, 7, 10, ..., 136). 
Resolução 
a = 4, а, = 136, г= 3, n=? 


Aplicando a fórmula do termo geral, а, = a, + (n — 1)», 
temos que: 


136 =4 + (n= 1) :3 .. 
7. Зп = 135 элп = 45 


136 =4 + Зп – 3 


Logo, a P.A. possui 45 termos. 


R.7 Determinar a razão da P.A. (a,), es tal que a, + a, = 12 
еа, +a; = 18. 


Resolução 
Pela fórmula do termo geral, a, = a, + (n — 1)r, temos: 


а= а, + Зг,а, = а, + 2ге а; = а + 47 
4 1 3 5 1 





Subtraímos, então, essas igualdades, membro a membro: 


—3r= —6..r-2 





B.2 


B.3 


B.4 


В.5 


Interpolar (inserir) cinco meios aritméticos entre 1 е 25, 
nessa ordem. 

Resolução 

Interpolar (ou inserir) cinco meios aritméticos entre 
1 е 25, nessa ordem, significa determinar a P.A. de 
primeiro termo igual a 1 e último termo igual a 25, 
havendo entre eles cinco outros termos, isto é: 


(Lus 4s 23) 
E Es 





a, Meios aritméticos a; 

Pela fórmula do termo geral, a, = a, + (n — 1)r, temos 
que a, =a +6r>25=1+6r .r=4. 
Logo, a P.A. é (1, 5, 9, 13, 17, 21, 25). 
Determinar o 62º termo da Р.А. (ay, à», às, ...) de razão 2 
€ day = 5. 
Resolugáo 

day = 5,r = 2,n = 62, а = ? 


Aplicando a fórmula do termo geral a, = a, + (n — hr, 
temos que: 
а= а» + (62 — 20)r .'. as =5+42*2.". ар = 89 


EXERCÍCIOS BÁSICOS 


Verifique se é ou não progressão aritmética cada uma 

das seguintes segiiências: 

a) (а, do 43, ..., а) tal que a, = 5n + 1, Vn, n € INS e 
n<6 

b) (aj, а às, ... ау) tal que a, = nº, Vn, п € N* e 
n<9 

n 


F + 1, Yn, n € IN* 


с) (d. Az z ..., Ag) tal que a, 
en<8 


A segiiência (a,), dada por a, = 4n + 1 para todo n Є IN*, 
é progressão aritmética? Justifique sua resposta. 

Sugestão. Como, nesse caso, a variável n deve assumir 
infinitos valores, a melhor maneira de se verificar se é, 
ou não, P.A., consiste em calcular a diferença a, +, — а,; 
se tal diferença for constante, então a segiiência é P.A.; 
caso contrário, não é. 

2 


Calcule a razão da Р.А. (а,), eq», Sabendo que a, = EU 


ENS 
ав= = 


Qual é a razão da Р.А. (а„)„ en» cuja lei de formação é 
a, =5n – 1? 


Classifique como crescente, decrescente ou constante 
cada uma das seguintes progressões aritméticas: 

a) (a), ew. tal que a, = 8 — Зп 

b) (а,), ew. tal que a, = 2n + 1 





С) (а,), cins tal que a, = zl: m 
d) (are re tal que [^ tam 
8,41 = a, +8 


D (a), es tal ашса, = 3 + 5 


B.6 


B.8 


B.9 
B.10 


Bit 


B.12 


B.13 


B.14 
B.15 


B.16 


B.17 


B.18 


B.19 


B.20 
B.21 


B.22 


B.23 


Exercícios complement 


Determine x, x € IR, de modo que a seqüéncia 
= 52,28 Ds qa PA: 


Qual é o valor real de x tal que a segiiéncia 
(x — 3, 2 + 2, 5x +3) seja P.A.? 


Obtenha x, x € IR, de modo que a segiiência 
(2 — 4x, 3 — х2, 1 — x) seja Р.А. crescente. 


Determine o 51º termo da Р.А. (5, 9, 13, 17, . 





Qual é o 62º termo da Р.А. (98, 93, 88, ...)? 


Obtenha о 25º termo da Р.А. (a,), es tal que a, = i 6 
11 


а= -g- 
Encontre a razão da Р.А. (a,), e yy» tal que a, = 14e 
djs = 45. 


Calcule a razão da Р.А. (ay, а,, а, ...) tal que a, = Am 
2 


2 





еа„= 


Quantos termos possui а Р.А. (12, 18, 24, ..., 222)? 





Determine o número de termos da P.A. cujo último termo 
103 TS 1 a 1 

é > o primeiro é тъ earazão é 3 

Calcule o número de múltiplos de 7 existentes entre 

10 e 200. 


Quantos números inteiros divisíveis por 13 existem entre 
100 e 1.000? 


Determine a razão da Р.А. (a,), en tal que a, + ay = 15 
ea, t a, = 18. 


Obtenha o primeiro termo da Р.А. (a,), e м• tal que 
а +a,=10ea, + а; = 5. 


Interpole seis meios aritméticos entre 4 e 67, пеѕѕа ordem. 


Insira (ou interpole) cinco meios aritméticos entre 1 e 2, 
nessa ordem. 


Qual é a razão da P.A. que se obtém interpolando quinze 
meios aritméticos entre 3 e 5, nessa ordem? 


Obtenha o 46º termo da Р.А. (a, q», аз,...) de razão 5 tal 
que a, = —8. 





5. REPRESENTACAO GENÉRICA DE 
UMA P.A. 


É de grande utilidade, para a resolução de certos 
problemas, sabermos representar genericamente uma P.A. 
Como exemplos, mostraremos algumas representações. 

* P.A. de três termos: 


Qu xc r,x +2r) оц 
(х= r, x, x + r), em que a razão é r 


* P.A. de quatro termos: 
(x Frx+2rx+3r) ou 


(х — 3r,x — r,x + р, х + 3r), em que a razão é 2r 
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Is 7 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.10 Determinar a P.A. crescente de três termos, sabendo que 
a soma desses termos é 3 e que o produto deles é —8. 
Resolução 
Quando se conhece a soma dos termos, a representação 
mais cômoda é (x — r, x, x + r). Pelo enunciado, temos: 


x—r-xtxbr-3253x3 ^.x-—1 M 
le r)x(x-r)- —8 (Ш 
Substituindo (I) em (ID, (1—7)* 1* (1+0 = — 


“l>r=-85"=9 .r= 23. 


Como devemos ter uma P.A. crescente, só interessa a 
razão positiva, isto é, r = 3. 

Assim, а Р.А. procurada (x — r, x, x + r) para x = 1 e 
r=36(-2,1,4). 


EXERCÍCIOS BÁSICOS 





Numa P.A. decrescente de três termos, a soma desses 
termos é 6 e o produto deles é —24. Determine a P.A. 


B.25 (Unicap-PE) Três números formam uma progressão 
aritmética. A soma deles é 3 e a soma de seus quadrados é 
11. O produto desses números é: 
a)5 b)—5 c€)3 d) -3 е)0 


B.26 (FGV-SP) Quatro números constituem uma progressão 
aritmética. A sua soma vale 24 e a soma de seus quadrados 
vale 164. O maior desses números é: 
a) 8 b)9 c) 10 d) 11 
Sugestão. Represente a P.A. por 
(x—3nx-—rnx-ctrx-3r). 


e) n.d.a. 


Exercício complementar C.13 


6. SOMA DOS n PRIMEIROS TERMOS DE 
UMA P.A. 


Termos equidistantes dos extremos 
Propriedade 


Numa P.A. finita a soma de dois termos equidis- 
tantes dos extremos. é zual à à soma dos extremos. 


Demonstração 


Seja a P.A. (41, d, as, .... ps (y + 15 «ass Uy o s Ap) de razão r. 
Os termos a, + , € a, - p São equidistantes dos extremos. 
Calculando a soma desses termos, temos: 








À Y 
— A 
ара, ¿=0 1 H(k+ 1 1)r+a,+(n=k-= Dr = 
LL, Aa 4 
= а kr a, +(n— 1)r —kr= 
=a,/+4a,+(n—1l)r = a, +a, 
[Re Mer $ 
(c.q.d.) 


Exemplo 
(3, 8, 13, 18, 23, 28, 33, 38, 43, 48, 53, 58, 63) 


28 + 38 = 66 














23 + 43 = 66 
18 + 48 = 66 
13 + 53 = 66 
8 +58 — 66 
3+63=66 





Cálculo da soma dos n primeiros 
termos de uma P.A. 


Em uma pequena escola do principado de Braunschweig, 
Alemanha, em 1785, o professor Büttner propós a seus 
alunos que somassem os nümeros naturais de 1 a 100. Ape- 
nas trés minutos depois, um gurizote de oito anos de idade 
aproximou-se da mesa do senhor Büttner e, mostrando-lhe 
sua prancheta, proclamou: “Taí”. O professor, assombrado, 
constatou que o resultado estava correto. 

Aquele gurizote viria a ser um dos maiores matemáticos 
de todos os tempos: Karl Friedrich Gauss (1777-1855). O 
cálculo efetuado por ele foi simples e elegante: o menino 
percebeu que a soma do primeiro número, 1, com o último, 
100, é igual a 101; a soma do segundo número, 2, com o 
penúltimo, 99, é igual a 101; também a soma do terceiro 
número, 3, com o antepenúltimo, 98, é igual a 101; e, 
assim por diante, a soma de dois termos equidistantes dos 
extremos é igual à soma dos extremos: 

Она A 97:98 99 100 
101 


101 
101 
101 








Como são possíveis cinqüenta somas iguais a 101, 
Gauss concluiu que: 


E 2 +84 A 

= 50 + 101 = 5.050 

Esse raciocínio pode ser estendido para o cálculo da 

soma dos n primeiros termos de uma progressão aritmé- 
tica qualquer, como veremos a seguir. 


+ 97 + 98 + 99 + 100 = 


Gauss realizou seu primeiro 
grande trabalho aos 16 anos 
de idade. Criou um método 
para deduzir os elementos 
da órbita de um planeta com 
medidas tomadas a partir de 
um ponto terrestre. 





Teorema 


A soma S, dos n primeiros termos da P.A. 


(a, а» ds, ..., аһ...) É dada por: 
_ (ay +а,)п 
Sa 7 
Demonstração 


Vamos descrever a soma S, duas vezes, do seguinte 
modo: 


S, 7a, ааа, traba € 
S,—a,ta,-,t*a t.a tatda 


Somemos, membro a membro, essas igualdades: 


25, = (ay + а„) + (a, + a, 1) + (аз a5) ++ 
+ (4, -2 + a3) + (4, -, +42) + (a, + а). 


Note que em cada expressáo entre parénteses temos a 
soma dos extremos, (a, + a,), ou a soma de dois termos 
equidistantes dos extremos. Pela propriedade dos termos 
equidistantes dos extremos, podemos escrever: 

25, = (а + an) + (а + a,) + (a, + а„) +... + (a, + a) 


q улы Е a эшш, 


n parcelas iguais a (a, + а„) 


_ (a +а,)п 


.. 25, = (a, Fan Sa 3 


(c.q.d.) 


N 
is Й 
ү, EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


Rd Calcular a soma dos trinta primeiros termos da P.A. 


(4. 9, 14, 19, ...). 
Resolução 
a (a,  a,)n 
Aplicando a fórmula S, = Lm риал = 30, 
temos S4, = Las + 20030. + а)30 н 


Precisamos calcular o valor de аз. Pelo termo geral 
a, = a, (n — 1)r temos: 








а= а + 29r J^. ay=4+29*5 “. ау = 149 
Logo. $4 = чі = 2.295. 
R.12 Calcular a soma dos n primeiros termos da Р.А. 
(2, 10, 18, 26, ...). 
Resolução 
Temos que а = 2 e a, = 2 + (п — 1) * 8, ou seja, 
a, = 8n — 6. 
Pela fórmula 5, = Mu temos: 
_ (24 8n = G)n _ (8n — 4)n 
5, = 3 >S, = 7 


7.8, = (An — Dn ^. $, = Am — 2n 


Y 
j 
B.27 


B.28 


B.29 


B.30 


B.31 


p.33 


B.34 


B.35 


B.36 


B.37 


B.38 


B.39 


Nota 

A resposta obtida nesse exercício, 5, = 4n? — 2n, é uma 
fórmula para se calcular a soma dos n primeiros termos 
da P.A. (2, 10, 18, 26, ...). Por exemplo, a soma dos 
quatro primeiros termos dessa P.A. é: 


5,=4:4—2:4= 56 


EXERCÍCIOS BÁSICOS 


Calcule a soma dos oitenta primeiros termos da P.A. 
(6, 9. 12, 15, 18, ...). 


Obtenha a soma dos 51 primeiros termos da P.A. 
E15: I Ty Lio) 


Determine a soma dos termos da P.A. finita. 
(6, 10, 14, ..., 134). 


Qual é a soma dos termos da P.A. finita 
(—30, —21, —12, ..., 213)? 


A P.A. (а, às, аз, ...) é tal que a, + as = 89e 
a, + a; = 78. Qual é a soma dos seus vinte primeiros 
termos? 


Calcule a soma dos múltiplos de 7 compreendidos entre 
100 e 300. 


Encontre a soma dos múltiplos de 11 compreendidos 
entre 200 e 500. 


Calcule o número de termos da P.A. cujo primeiro termo 
é 1, o último termo é 157 e a soma de seus termos é 
3.160. 


Sendo S, a soma dos termos da Р.А. (a4, 4», аз, ..., 4,) de 
razão r = 4 e com a, = 6, determine л de modo que 
S, = 1.456. 


A soma dos n primeiros termos de uma P.A. é dada por 
5, = 212. Determine o primeiro termo e a razão da Р.А. 


Determine o quinto termo da P.A. cuja soma dos n 
primeiros termos é dada por $, = 2n? + 6n. 


A letra grega У (sigma) é usada, nas ciências exatas, рага 
indicar uma soma. Por exemplo, a expressão 
$ 


= 


2,2, que se lé “somatório de 2j, com j variando (em IN) 
j=1 

de 1 até 5”, é calculada atribuindo-se os valores 1, 2, 3, 
4 e 5 à variável j da expressão 2j e a seguir somando-se 
os resultados obtidos. Isto é, primeiro obtemos os 
valores de 2j: 

j=152)=2:1=2; ¡=2=29=2:2=4 
j72322j22:3-6 
j=45%=2:4=8,j=552j=2:5=10 





Somando esses valores, encontramos: 


D2j=2+4+6+8+10=30 


j=1 


De acordo com essa idéia, calcule: 


50 
ау 219] 


qu 


40 
B Le) 


j=i 


(Fuvest-SP) Calcular a soma dos n primeiros números 
naturais ímpares. 
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SEQUÊNCIAS NUMÉRICAS 


LA 
ы 
а 
< 
а 
2 
= 











B.40 Calcule a soma dos n primeiros números naturais pares. 


B.41 Calcule a soma dos n primeiros números naturais pares 
diferentes de zero. 





Exercícios complementares de | 





is : 
5 EXERCICIOS COMPLEMENTARES A 


Obtenha x, x € IR, de modo que a seqüência 
(2 log, x, 2 + 3 log, x, 8 log, x) seja P.A. 


(UFCE) Considere a seqüência (a,, а, as, as, ...), em que 
За, +4 
3 


Determine o termo a;, dessa seqüéncia. 


а —73ea,,,—7 para todo n natural não-nulo. 


/€3 Dois termos de uma Р.А. são a, = 54 e a,,, = 21. 
Determine a razão dessa P.A. 


C4. (Cesgranrio) Em uma progressão aritmética de 41 termos 
e de razão 9, a soma do termo do meio com seu antece- 
dente é igual ao último termo. Então, o termo do meio é: 
a) 369 c) 201 e) 180 
b) 189 d) 171 


(Faap-SP) Quantos números inteiros compreendidos 
entre 123 e 1.245 são divisíveis por 2 e por 3 simulta- 
neamente? 


Sendo n um número ímpar, qual das alternativas apre- 


senta o termo médio da seqüéncia (a,, а„ аз, ..., 4,)? 
a)a, €) Ari, e) a, 

2 2 q 
Б) 4,-{ 


d) a,45 
2 


Determine o termo médio da Р.А. (3, 7, 11, ..., 203). 


(Mackenzie-SP) A seqüéncia de números reais 
(89, a, b, C,...,j, 45) é uma progressão aritmética cujo 
uid ai 


10 termos 
oitavo termo vale: 
a) 57 b) 59 c) 61 


d) 63 e) 65 


/€9 Рага construir uma escada, um carpinteiro pregou a dois 
caibros 12 degraus paralelos, conforme a figura. 


Em ordem decrescente, os comprimentos desses degraus 
formam uma progressão aritmética. A soma dos compri- 
mentos do terceiro e quinto degraus é 88 cm, e a soma 
dos comprimentos dos dois degraus menores é 58 cm. 
Qual é o comprimento do maior degrau dessa escada? 





Um satélite artificial, em órbita circular em torno da 
Terra, realiza uma volta completa a cada 6 h. Às 18 h do 
dia 15 de janeiro de 1992 e às 12 h do dia 25 de janeiro 
de 1992; esse satélite esteve sobre a cidade de São Paulo. 
Quantas voltas em torno da Terra deu o satélite nesse 
intervalo de tempo? 


Ci Em uma estrada são instalados telefones SOS a cada 
2,8 km. Calcule o número de telefones instalados no 
trecho que vai do quilômetro 5 até o quilômetro 61, 
sabendo que nessas duas marcas há telefones instalados. 
Conte inclusive esses dois telefones. 


C42 O cometa de mais longo período que se conhece é o 
Herschel-Rigollet. Seu período é 156 anos. Esse cometa 
passou pelo periélio em agosto de 1939. Qual será o 
primeiro ano, após o ano 4000, em que o cometa 
Herschel-Rigollet passará novamente por aquele ponto? 


(Fatec-SP) Se as medidas dos ángulos internos de um 
triângulo estão em progressão aritmética, e a medida do 
maior ângulo é o quíntuplo da medida do menor, então à 
diferença entre a medida do maior ângulo e a soma das 
medidas dos outros dois é: 


a) 20º c) 80º e) 90º 
b) 40º d) 120º 
O produto P = a! + а? + а? ·... + a'™ é igual a: 
pi g 
a) P = aw c) Р = qt e) P = qt 
b) P = a280 d) P = а50% 


Sugestão. Conserve a base a e adicione os expoentes. 


(Fuvest-SP) A soma das fracóes irredutíveis, positivas, 
menores que 10, de denominador 4, é: 


a) 10 c) 60 e) 100 
b) 20 d) 80 
(Fesp-SP) A soma dos múltiplos de 9 compreendidos 
entre 65 e 249 é: 
a) 283 с) 5.670 e) 2.941 
b) 3.150 d) 4.328 


(FGV-SP) Um terreno será vendido através de um plano 
de pagamentos mensais em que o primeiro pagamento de 
R$ 500,00 será feito 1 mês após a compra, o segundo de 
R$ 550,00 será feito 2 meses após a compra, o terceiro 
de R$ 600,00 será feita 3 meses após a compra e assim 
por diante (isto é, cada pagamento mensal é igual ao 
anterior acrescido de R$ 50,00). Sabendo que o preço 
total do terreno é de R$ 19.500,00, calcule o número de 
prestações mensais que devem ser pagas. 


/C.18 (Unirio) Um agricultor estava perdendo a sua plantação, 
em virtude da ação de uma praga. Ao consultar um espe- 
cialista, foi orientado para que pulverizasse, uma vez ao 
dia, uma determinada quantidade de um certo produto, 
todos os dias, da seguinte maneira: 


primeiro dia: 1,0 litro; segundo dia: 1,2 litro; terceiro 
dia: 1,4 litro; ... e assim sucessivamente. 


Sabendo-se que o total de produto pulverizado foi de 
63 litros, o número de dias de duração desse tratamento 
nessa plantação foi de: 
a)21 b)22 с) 25 


d) 27 е) 30 


n 


cao Determine n de modo que 2: (2j +3) = 1.085. 
J=1 
.€.20 (Mackenzie-SP) A soma dos n primeiros termos das 
seqüéncias aritméticas (8, 12, ...) e (17, 19, ...) são iguais. 
Então, n vale: 
a) 14 b) 10 c) 12 


d) 18 e) 16 






O QUE É PR 


1. PROGRESSÃO GEOMÉTRICA (P.G.) 
Definição 


Progressão geométrica é toda segiiência numé- 
rica em que cada termo, a partir do segundo, é igual 
ao produto do termo precedente (anterior) por uma 
constante q. O número q é chamado de razão da 
progressão geométrica, 


Exemplos 
a) (3, 6, 12, 24, 48, 96) é uma P.G. finita de razão q = 2. 
ПЕ: 
уже" 
= 
PE 
c) (2, —6, 18, —54, 162, ...) é uma P.G. infinita de razão 
q7-3. 
d) (5, 0, 0, 0, ...) é uma P.G. infinita de razão q = 0. 
e) (0,0, 0, ...) éuma P.G. infinita de razão indeterminada. 


) é uma P.G. infinita de razão 


M 
D] 2 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


RA Determinar a razão da Р.С. (a,), e yw» tal que а; = 32 e 
ау = 108. 
Resolução 
A razão q da P.G. é tal que: 

108 27 


= is = pedi 
q= qu Seis Он 32 8” 


Verificar se é ou não progressão geométrica a seqüéncia 


п 
(a,) dada pela lei de formação a, = 3 2, Vn,n € IN*. 
Resolução 

Como a variável n deve assumir os infinitos valores do 
conjunto IN*, em vez de atribuir os infinitos valores a n 
(o que nào conseguiríamos), vamos verificar se o quoci- 


a © " 

ente ——+ é constante para todo n Є №. Note que tal 
а, 

quociente sempre existe, pois todos os termos da ѕедйёп- 

cia (a,) são diferentes de zero. 


ni 





wj 


а, +1 





Como o quociente é constante (3^ ) concluímos 


A 
7 


que a seqüéncia é Р.С. de razão q = 3. 


2. CLASSIFICAÇÃO DAS PROGRESSÕES 
GEOMETRICAS 


Uma P.G. é crescente quando cada termo, a partir do 
segundo, é maior que o termo que o antecede. Para que 
isso aconteça é necessário e suficiente que a, >0eg> 1, 
оџа, <0e0<g<l. 


Exemplos 
a) (4, 8, 16, 32, ...) é uma P.G. crescente de razão q = 2. 


b) (^4. = E -1..) é uma Р.С. crescente de 

razáo q — a 
Ci 

Uma P.G. é decrescente quando cada termo, a partir 

do segundo, é menor que o termo que o antecede. Para 

que isso aconteça, é necessário e suficiente que a, > 0 e 


O<g<loua<0eg>1. 


Exemplos 


a) (s 4, 2, 1, Ea E é uma P.G. decrescente de razão 


UN 
2 
b) (—1, —2, —4, —8, ...) é uma Р.С. decrescente de razão 
q=2. 


Uma P.G. é constante quando todos os seus termos são 
iguais. Para que isso aconteça é necessário e suficiente que 
sua razão seja 1 ou que todos os seus termos sejam nulos. 


Exemplos 
a) (8, 8, 8, 8, ...) é uma Р.С. constante de razão q = 1. 


b) (0, 0, 0, 0, ...) é uma P.G. constante de razão indeter- 
minada. 


Uma P.G. é oscilante quando todos os seus termos são 
diferentes de zero e dois termos consecutivos quaisquer 
tém sinais opostos. Para que isso aconteca é necessário e 
suficiente que a, # 0e q < 0. 
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SEQUÊNCIAS NUMÉRICAS 





LA 
id 
(2) 
< 
е 
2. 
=) 





Exemplos 

a) (3, —6, 12, —24, 48, —96, ...) é uma P.G. oscilante de 
razão q = —2. 

ji бе 


e hp 


lante de razào q — - 

Uma P.G. é quase nula quando o primeiro termo é 
diferente de zero e todos os demais são iguais a zero. Para 
que isso aconteça, é necessário e suficiente que a, + Ое 
g=0. 

Exemplo 
(8, 0, 0, 0, 0, ...) é uma Р.С. quase nula. 


3. PROPRIEDADE 


Uma seqüéncia de três termos, em que o primeiro é 
diferente de zero, é P.G. se, e somente se, o quadrado do 
termo médio é igual ao produtro dos outros dois, isto é, 
sendo a 0, temos que: 





1 2 A 
16" 3 é uma Р.С. osci- 


(a, b, c) é P.G. > b? = ac 


Demonstração 

Vamos analisar duas hipóteses: Р + 0 ou b = 0. 
I*hipótese: b = 0 
Como a + 0 e b + 0, temos que: 


(abrió 2 = © 
a b 

e 

2 - 9% = ac 


Logo, (a, b, c) é P.G. © b? = ac 
2*hipótese: b = 0 
Como a + 0 e b = 0, temos que: 
(a, b,c)éP.G. өс = 0 
e 
c = 050 = ac 
Logo, (a, b, c) é P.G. © b? = ac 


17 
) : 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.3 Determinar x, x € IR, de modo que a seqüéncia 
(4, 4x, 10x + 6) seja P.G. 
Resolução 
A segiiência de três termos, com o primeiro termo não- 
nulo, será P.G. se, e somente se, o quadrado do termo 
médio for igual ao produto dos extremos. Isto é: 
(da)? = 4(10x + 6) > 162 = 40x + 24 
7.1622 — 40х – 24 = 0 “.22-5Sx-3=0 


Calculando as raízes dessa equação do 2º grau, temos: 
А =(—5)5—4.. 2-3) = 49 


+ 5ай 
2-2 j 4 





4. FÓRMULA DO TERMO GERAL DE UMA 
PROGRESSÃO GEOMÉTRICA 


Numa progressão geométrica, um termo qualquer 
pode ser expresso em função da razão (4) e do primeiro 
termo (a,) através de uma fórmula matemática. Рага 
entendermos tal fórmula, consideremos a P.G. cujo 
primeiro termo é a, е cuja razão é q: 


(a mg, а14°, MG, ала? 0) 


а, а as as а, 





Note que qualquer termo da Р.С. é igual ao produto do 
primeiro termo (a,) por uma potência de q: 

а, = ad^, а, = adl, а, = аф, 

а = ауф, as = аф, A, = 2 


Como os expoentes de q formam a Р.А. (0, 1, 2, 3, 4, ...), 
cujo enésimo termo é n — 1, concluímos que: 


a = agro! 


Essa sentença é chamada de fórmula do termo geral da 
P.G. 

Podemos, ainda, expressar um termo a, da P.G. em fun- 
ção de um outro qualquer a, e da razão q. Por exemplo, ob- 


serve que na Р.С. (a, ajq, ad, aq, ad, 1955...) 





а, а, а, as а 
temos que: 


à; = a,45 ds = a4 а, = aq а = а; as = ag 


Generalizando, podemos escrever: 


a, — афт" 


Essa identidade é outra forma de apresentação da 
fórmula do termo geral. Note que para k = 1, obtém-se a 
fórmula anterior. 


Exemplos 
азу = aqq? - , ou seja, азу = афо 
аъ = asg! — 5, ou seja, aj = а;9" 
М 
[ 4 — 
j EXERCICIOS RESOLVIDOS 2) 
R.4 Determinar o 15? termo da progressão geométrica 
(256, 128, 64, ...). 
Resolucáo 
Temos que: 
A28. 1 
а = 256, q= 256" = 27 п = 15, а = ? 


Aplicando a fórmula do termo geral, а, = ад" ~ !, para 
n = 15, obtemos: 


14 
as = aq"! Cc. а5 = ag 7. ag = 256 i ) 





~ ds = 


g= l 


R.6 


R.7 


R8 





Determinar a razão da Р.С. (a,), = y» tal que a, = + 
1 
e аш = Wy 
Resolução 
1 1 
"p qm» Mo сату» п= 10, а=? 


Aplicando a fórmula do termo geral, a, = ag” ', para 
n — 10, obtemos: 
ay —agq^7! 7. ag = ag? 


M gia a eme O 
"s yu ho a qe 





Som 32S 2:423 3: 929 


. Determinar o número de termos da P.G. 


1 
(128, 64, 32, ..., x) 





Resolução 
Temos que: ex 1 1 
=12 -— Ln. ==. =? 
a, = 128, q 128 2 а, 256" n=? 
Aplicando a fórmula do termo geral, a, = 44" t, 
obtemos: 
apa 1 (3) 
256 128 | 2 ) 256 • 128 2 
1 A еше у а; 
2:54:27 Z us ү 
1% fip " 
(+) -(5) Д 15=п-1 ^. п=16 


Logo, a P.G. possui dezesseis termos. 

Determinar a razão da Р.С. (a,), ey» tal que a, + a, = 252 
ea, + d, = 84. 

Resolução 


Aplicamos a fórmula do termo geral, a, = ag" ', para 
n = 4, п = 2еп = 5, respectivamente: 


d, = aq"; а, = aid; а = а 


a; +a, = 252 а +ад? = 252 
Logo, temos 


atas = 84 aq + ад = 84 


Fatoramos o primeiro membro de cada uma das igual- 
" a(l +g?) = 252 

dades anteriores 
aq(l+q') = 84 


Dividimos, membro a membro, as duas igualdades ante- 
riores: 

а1(1 + 4°) . 252 P EL 
aqli + q?) 84 Hg 29d 3 





Interpolar quatro meios geométricos entre 1 e 243, nessa 
ordem. 

Resolução 

Devemos determinar a P.G. de seis termos, com a, = 1 
еа, = 243: 


R.10 


B.2 


B3 


B4. 


Pela fórmula do termo geral, a, = ag" !, temos: 


а= аф = 243=1+ф 7. а= A -. 
Logo, temos а Р.С. (1, 3, 9, 27, 81, 243). 


q=3 


Interpolar três meios geométricos entre 1 e 2, nessa 
ordem. 

Resolução 

Devemos determinar a P.G. de cinco termos com a, = 1 
еа; = 2: 


V spe ео 








Meios 
a, geométricos q, 


Pela fórmula do termo geral. a, = aq" !, temos que: 
a=aq >2=1:q .. q= +42 


Chegamos, portanto, a duas interpolações possíveis: 
13) para q = 4/2 „temos a P.G.: 


(1227, 027 425,2) 
2%) para q = —4/2 „temos a P.G.: 
0, —3/2 , 322, —4/23 ,2) 


Simplificando, obtemos (1, Y, JE, 48,2) ou 
(1, -32 , 42 , -38 2). 


Determinar o 14º termo da Р.С. (d, а, d, ...) de razão 
q73ea,72. 
Resolução 


а= 2;4 = 3; п = 14; ац = ? 


Aplicando а fórmula do termo geral a, = а" ~ ^, temos 
que ay, = agg? n ay = 2* 3. ay = 486. 


EXERCÍCIOS BÁSICOS 


Quais das seqüéncias a seguir são progressões geomé- 

tricas? 

a) (а, a,, ау, a; as) tal que a, = 3* 2", Vn, n € IN*e 
п=5 

b) (aj, а, аз, Ay, As, ав) tal que a, = Зп, Vn, n Є IN* e 
n<6 

€) (ay, a,, 45, ay) tal que a, = 57", Yn, n €&lN*en «4 


P» 
d) (ay, a,, dz, 44, as) tal que 3 
а, у = ба,, Vn, n € IN* 
ens 
е) (ay, a5, 43,44) tal que a, = n"*', Vn,n € IN* e n4 
f) (a,, a, as) tal que a, = X -", Vn,n € INF e n3 


Verifique se é ou nào progressão geométrica a ѕедйёпсіа 
(a,) dada por a, = 5"**, Vn, n € IN*. 


Determine a razão da Р.С. (a,), = y» tal que as = 15 e 
ау = 5. 


Qual é a razão da Р.С. (а,) cuja lei de formação é: 


n 


а, = = Уп, п Є IN*? 


DE 
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A 
< 
E 
e 
ы 
2 
= 
z 
[^2] 
< 
U 
Z 
ш 
D 
O 
ш 
[^2] 





1n 
ш 
a 
q 
= 
2 
23 





B.5 Classifique cada uma das progressões geométricas como 
crescente, decrescente, constante, oscilante ou quase nula: 


а) (5,5,5,5,..) 
»(-.-+, + -5 =) 
btp) 

d) > 0,0,0, A 


e) (71,2, —4, 8, —16) 
f) (0, 0, 0,0, 0,....) 


B.6 Determine x, x € IR, de modo que a seqüéncia 
(5, 2x + 4, 6x + 2) seja P.G. 


B.7 Para que valor de x, x € IR, a seqüéncia (2, 2x, 4x + 6) é 
P.G. crescente? 


B.8 Determine o décimo termo da Р.С. (3, 6, 12, ...). 


Я ЖЕШ. 
B9" Obtenha o 11º termo da Po. 7. Tc aah 


B.10 Calcule a razão da Р.С. (a,),en tal que a, = 4еа„ = 128. 


B.11 Encontre a razão da Р.С. (a,), ey» tal que a, = 2e 
as = 162. 


B.12 Qual é o número de termos da P.G. 


Б 1 
2 
(52, 256, 128, ..., 1024 ) ? 


B.13 Determine o número de termos da P.G. 
1 1 1 
ar?) 


B.14 Obtenha o primeiro termo da Р.С. (a,), «y» tal que 
а, + a, = 28 ea + а; = 84. 


В.15 Qual é a razão da Р.С. (а,), e y» tal que a, + a, = 27 e 
a; + @ = 108? 


B.16 Interpole quatro meios geométricos entre 3 e 96, nessa 
ordem. 


B.17 Insira cinco meios geométricos entre 1 e 2, nessa ordem. 
B.18 Determine о 38º termo da Р.С. (a,, à», аз, ...) de razão 
1 1 


zm. q 


Exercícios complementares de C.1a C.7. _ 


A corrente milionária 


Não faz multo tempo, uma verdadeira mania tomou 
conta do Brasil: a corrente milionária. 

Eu me lembro de quando recebi a proposta tenta- 
dora para participar dessa corrente. Carlos, um colega 
de trabalho, apresentou-me uma lista com dez nomes, 
numerados de 1 a 10, dos quais o último era o seu. 
Explicou que se tratava de uma “ação entre amigos” 
cujo objetivo era que cada um dos participantes “en- 
gordasse” a sua conta bancária com uma boa quantia. 
Fiquei interessado. 

O regulamento, que vinha logo abaixo da lista de 
nomes, dizia: 

51, Para participar da corrente o adquirente deve entre- 
gar ao portador desta um cheque no valor de 
Cr$ 20.000,00 (vinte mil cruzeiros) nominal ao pri- 
meiro nome da lista. 

S2. Após receber o cheque, o portador o depositará na 
conta cujo número e banco encontram-se ao lado 
do primeiro nome desta lista. 

55, O adquirente deve fazer duas cópias deste contra- 
to com a seguinte alteração: exclua o primeiro 
nome da lista, acrecentando o seu como décimo 
nome, seguido do número de sua conta bancária, 
nome do banco e agência. 

54. Cada uma das cópias deve ser passada a uma pes- 
soa de sua extrema confiança que queira participar 
da corrente. Essa pessoa, por sua vez, repetirá os 
procedimentos anteriores. 

55. Quando seu nome chegar à primeira posição, você 
receberá 1.024 cheques no valor de Crê 20.000,00 
cada. 


Para se ter uma idéia da quantia que representava 
esse total de cheques, 1 dólar valia, na época, 
Cr$ 500,00. Logo, o total de cheques equivalia a 
40.960 dólares. 

"Quando a esmola é demais, o santo desconfia”, di- 
zia meu velho pal. Por isso, pedi um tempo para pensar. 

Fui para casa entusiasmado com a quantia que po- 
deria ganhar, “sem risco algum” e de “modo absoluta- 
mente legal”. 

Doce ilusão, Com alguns cálculos muito simples, 
percebi que a tal corrente era uma grande fraude. Para 
entender o porquê, pense nas remessas de listas des- 
de o primeiro nome: 

primeira remessa de listas — 2 pessoas (2!) 
segunda remessa de listas — 4 pessoas (2?) 
terceira remessa de listas — 8 pessoas (25) 


décima remessa de listas — 1.024 pessoas (21º) 
etc. 

Naquela época o Brasil possuía cerca de 
120.000.000 de habitantes. Observando que 27 = 
= 154.217.728, percebe-se que apenas a 27* remes- 
sa de listas já esgotaria a população do Brasil, isto é, 
todo cidadão brasileiro já teria sua lista e não teria mais 
para quem passar. Desse modo, apenas algumas pes- 
soas receberiam os cheques. 

A corrente milionária foi, certamente, obra de uma 
mente criminosa e conhecedora da teoria das progres- 
sões geométricas, assunto que desenvolvemos, ho- 
nestamente, neste capítulo. 





5. REPRESENTACAO GENÉRICA DE 
UMA P.G. 


Do mesmo modo, como no estudo da P.A., é importante 
sabermos representar uma P.G. genericamente. 


Exemplos 
a) Р.С. de três termos, (x, xq, xq?), em que a razão é q; 


[a xa), com razão q, se q = 0. 
b) Р.С. de quatro termos, (x, xq, xq?, xq?), com razão q; 


(ж n xq, хе), com razão q^, seq = 0. 


eu 
D: 5 
EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.ll Determinar a Р.С. de três termos, sabendo que o produto 
desses termos é 8 e que a soma do segundo com o terceiro 
termo é 10. 





Resolução 
Quando se conhece o produto dos termos, a representação 


mais cômoda é (E, x, xa) Pelo enunciado temos que: 


X 
[rns = 853 =8.x=2 (D 


x+xq=10 D 
Substituindo (Т) em (ID, 2 + 2g = 10=q = 4. 


Assim, para x = 2e q = 4, temos que a P.G. (=. ES xa) 


é igual a > 2, 8) 


М 
in ; 
Jj EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.19 Em uma P.G. de três termos, o produto dos termos é 
— 1.000 e a soma deles é 15. Qual é a P.G.? 


B.20 Determine a P.G. de três termos, sabendo que o produto 


2 Were E 
desses termos é Ж е que a soma dos dois primeiros é 2. 


Exercícios complementares C.8 e C.9 


6. SOMA DOS n PRIMEIROS TERMOS DE 
UMA P.G. 


Teorema 


Sendo S, a soma dos n primeiros termos da P.G. 
(d. а», аз, -+ Ay, ...) de razão q, temos: 
e seq = 1, então 5, = na, 
all- 4") 


e seq + l,entáo 5, = reg 


Demonstracáo 


Indiquemos por $„ a soma dos л primeiros termos da 
Р.С. (Ay, йъ йв ..., Ay, ...) de razão q: 


S=ata+a+..+a, Ou seja: 
$„ = а, + аа + ад? +... + аа"! @) 


Consideremos dois casos: 12) q = 1; 2?) д + 1. 


19 g=1 
Neste caso temos a soma: 


Sata Lao + ago 1 


©. „= tata t.. ta 
res Luli: ЫБ MP 
n parcelas iguais a a, 
SS, na, 
2%) q #1 


Multiplicando por q ambos os membros da igualdade (I), 
obtemos: 


5,4 = ад + ag + ag +... + ад" d) 


Subtraindo, membro a membro, as igualdades (1) e (П), 
temos: 

S, — 5,4 = а; - aq" 

"S&A -a= all- g") 


Como q + 1, podemos escrever: 


= a(l — q") 
1=q 


(c.q.d) 


M 
B , 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.12 Calcular a soma dos dez primeiros termos da P.G. 
(3, 6, 12, ...). 
Resolução 
а =3, д= 2, п= 10, Sy =? 
Como q * 1, aplicamos a fórmula 





s Ho) = 10: 
S, = paran = 10: 
a 1 "^ 10) 3 1 E $10 
Sio = + С. So = uA 
у= = 510 = 3.069 


=1 


М 
im А А 
ү EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.21 Calcule a soma dos onze primeiros termos da P.G. 
(2, 4, 8,...). 


B.22 Determine a soma dos dez primeiros termos da P.G. 
1 vi 
(+ +). 
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B.23 Qual é a soma dos dez primeiros termos da P.G. 
(2, —4, 8, —16,..)? 


B.24 Obtenha a soma dos trinta primeiros termos da P.G. 
(25532,2229, 


B.25 A soma dos n primeiros termos de uma P.G. é 5.115. 
Determine n, sabendo que a, = 5eg = 2. 


B.26 NaP.G. (a, a», as, ...) de razão q = 2, sabe-se que a soma 
dos oito primeiros termos é 765. Determine o valor de a, . 


Exercícios complementares de C.10 a C.19 


7. SOMA DOS INFINITOS TERMOS DE 
UMA PROGRESSÃO GEOMÉTRICA 


O segmento de reta AB tem 1 unidade de comprimento, 
e os infinitos pontos M;, М, My, M,, Ms. ... são tais que: 
* M, é ponto médio de AB; 
* М, é ponto médio de M,B; 
* М, é ponto médio de М.В; 


* M, + ı € ponto médio de M, B; 
etc. 








ые A 
2 4 


| 


Observemos que as medidas dos infinitos segmentos 
AM, M/M), ММ;, M,M,, ... formam, nessa ordem, a 


" sr 1 
progressão geométrica (+ 





1 1 ) 
ОРА АР ТЕК = 
Notemos, ainda, que: 

* somando as medidas dos trés primeiros segmentos, 
AM,, MM, e М.М», obtemos: 
1 1 1 7 


qute 08 


AE 


N 


* 
* somando as medidas dos quatro primeiros segmentos, 
AM, MM, MM, e M¿M,, obtemos: 


1 1 1 1 15 


27 uk TO 








= 0,9375 


* somando as medidas dos cinco primeiros segmentos, 
AM, MM», М,М;, MM, e M,Ms, obtemos: 
los 1 E Ag 31 


й “ШТ т S EO 











0,96875 


E assim sucessivamente, somando uma quantidade cada 
vez maior de medidas dos segmentos АМ, MM», MM, .... 
nos aproximaremos “tanto quanto quisermos” da medida 1, 
do segmento AB. Por isso dizemos que o limite da soma 
NU ll 25. Ned A 
dos infinitos termos da P.G. (> PEETA -Jé L 
Indicando esse limite pelo símbolo S.., temos S., = 1. Para 
abreviar, chamaremos esse limite simplesmente de soma 


Lh Xu 1 ) 


dos infinitos termos da »c.(7. 433 


Assim, temos que: 


lj oU URP 
+ „= 
ысу чи чес и те | 





Cálculo da soma dos infinitos termos 
de uma P.G. 


Teorema 


O limite da soma dos infinitos termos de uma P.G. 
(ay, à», аз, ...) de razão q, —1 < q < 1, é dado por: 
a, 


ão 





Demonstração 


A soma 5, dos п primeiros termos de uma Р.С. de razão 
4, q + 1, é dada por: 





gor "у= 47 dd 
1-4 sg 

ws es adn ай 

“Tg T-a 


Como —1 < q < 1, temos que q” tende a zero quando n 
tende a mais infinito (+оо) e, portanto, a expressão 

















E também tende a zero. Logo, a expressáo 
@ n 
A E g quando n tende 
1—4 q l~g 
а +оо, istoé, lim S, = ——. 
п eo l-g 


Indicando esse limite simplesmente por S.., temos: 


a; 
1—4 
Existe o limite da soma dos infinitos termos de uma 


progressão geométrica de razão q se, e somente se, 
=14q< I. 





5. = (c.q.d.) 


na 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.13 Calcular a soma dos infinitos termos da P.G. 
xD. 23 
BOO 


Resolucáo 
Calculando a razão da P.G., obtemos: 


|= 


5 
q= 5:559 = 
Como —1 < E < 1, então existe a soma S.. 


Pela fórmula S., = 


ai " 
ENS concluímos que: 
= 8 





555 10 


R14 Considerar a segiiência de infinitos triángulos 
(A,B,C,, A2B,C,, А,В,С, ...), sendo que os vértices de 
cada triângulo, a partir do segundo, são os pontos médios 
dos lados do triángulo precedente (conforme figura). 
Sendo 20 cm o perímetro do triángulo A,B,C,, calcular a 
soma dos perímetros desses infinitos triángulos. 





Resolução 

Da geometria, sabemos que “a medida de um segmento 
de reta cujos extremos são os pontos médios de dois 
lados de um triângulo é igual à metade da medida do 
terceiro lado”, 







Ponto 


heu cw 





k 


Assim, o perímetro de cada triángulo, a partir do segundo, 
é igual à metade do perímetro do triángulo precedente. 
Portanto a seqüéncia dos perímetros, em centímetros, é 


(2o. 10, 5, > ef Tal seqüéncia é uma Р.С. infinita de 


xd 1 А 
razão —-. Como —1 < = < 1, segue-se que existe a 


soma S... Isto é: 
а 20 








Ж —$.— 7.5. = 40cm 
= ТОА 
2 
R.15 Determinar a geratriz da dízima periódica D = 4,8888... 
Resolução 


D = 4+0,8 + 0,08 + 0,008 + 0,0008 +... 
P.G. infinita de razão 0,1 
0,8 8 44 





B.33 (ITA-SP) Seja (а,, a», a, ...) uma progressão geométrica 
infinita de razão a,, 0 < а, < 1, e soma igual a 3a,. A soma 

dos três primeiros termos dessa progressão geométrica é: 

8 20 26 30 38 

Эт eso Som Dom) O; 





Exercícios complementares de C.20 a C.24 


8. PROGRESSÕES GEOMÉTRICAS EM 
CALCULOS DE JURO COMPOSTO 


Apliquei a quantia de R$ 500,00 na caderneta de pou- 

pança. Ao final de um mês, resgatei R$ 525,00. 

* A quantia aplicada, isto é, R$ 500,00, é chamada de ca- 
pital inicial da aplicação. 

* A diferença entre a quantia que resgatei e a que apli- 
quei, isto é: R$ 525,00 — R$ 500,00 = R$ 25,00 
é chamada de juro produzido pela aplicação. 

* A soma do capital inicial com o juro produzido, isto é, 
R$ 500,00 + R$ 25,00 = R$ 525,00, é chamada de 
montante acumulado no período de aplicação. 

* O quociente do juro pelo capital inicial, isto é, 

25,00 
500,00 
durante o período da aplicação. 


Nota 

Na verdade, o rendimento da caderneta de poupança é 
a soma da correção monetária com o juro; porém, para 
facilitar a compreensão, chamaremos esse rendimento 
simplesmente de juro. 


= 0,05 = 5%, é chamado de taxa de juro 


Juro composto 


O tipo de juro mais usado nas transações financeiras é 
o juro composto. Para entender esse tipo de juro, obser- 
vemos o exemplo seguinte. 

Aplicando R$ 100.000,00 durante 3 meses à taxa de 
juro de 10% ао més, qual o juro composto produzido? 

Calculemos: 









R$ 100.000,00 | R$ 10.000,00 
R$ 110.000,00 | R$ 11.000,00 


R$ 110.000,00 
R$ 121.000,00 





2° 





"D-24- лр=4+ 2 D= 


071 9 9 





E 
Ne К 
' EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.27 Calcule a soma dos infinitos termos da P.G. 
(45, 15,5, ...). 


B.28 Qual é a soma dos infinitos termos da Р.С. (32, 8, 2, ...)? 


B.29 A soma dos infinitos termos da P.G. E ES = 


=, 4i é5. 
Determine x. 5 


B.30 Determine a geratriz da dízima periódica D — 1,323232... 


B.31 Obtenha a geratriz da dízima periódica D = 2,83333... 


B.32 А soma dos infinitos termos da P.G. (ay, as, às, ...) É 2; 


Determine a razão dessa P.G. sabendo que a, = 3. 


T3 


3° 








R$ 121.000,00 | R$ 12.100,00 | R$ 133.100,00 
Portanto o juro composto produzido foi R$ 33.100,00. Note 
que, em cada més, a partir do segundo, a taxa de juro incide 
sobre o montante acumulado no més anterior. Por isso, esse 
tipo de rendimento é chamado de juro composto. 

Há um outro tipo de juro, chamado de juro simples, 
em que a taxa de juro incide apenas sobre o capital inicial. 


Fórmula para o cálculo do montante 
com juro composto e taxa constante 


Um capital C é aplicado durante n unidades de tempo 
à taxa i por unidade de tempo. Calcule o montante acu- 
mulado ao final da aplicacáo. 
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A tabela a seguir mostra o montante acumulado no 
final de cada unidade de tempo. 


Unidades 


de Capital Juro Montante 


tempo 

















Е с іс |с+с=с(ї+ї 

9! са+ pica» | ca +i tica + i) = ca +i 
3 CQ +i ica + р | ca ip + ica +i = ca iy 
4 са iy | ica + | ca e iy ica x ip ca er 











Observe que a coluna dos montantes apresenta a 

Р.б. (CA +0, C(1 + 2°, C(1 iP, С(1 +01, ...), de 
razão q —]- i. 

Ao final de n unidades de tempo, o montante M acumu- 
lado fica igual ao enésimo termo da P.G., isto é: 

а, = 49" = М = С(1 + 0(1 +0"! M= С(1+ iy 
Chegamos então à fórmula do montante M: 


M — С(1 + iy 
Nota 
Se a taxa não for constante, os montantes na última co- 
luna da tabela anterior não formarão uma P.G., porém, ra- 


ciocinando de modo análogo, chegaremos à fórmula para 
o cálculo do montante com juro composto e taxa variável: 


ME CALDA FDA FI) (Hi) 


em que і, la, is. ..., Í, SÃO as taxas variáveis por unidade de 
tempo. 


ч 
D 7 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.16 Calcular o montante acumulado por um capital inicial de 
R$ 10.000,00 aplicado durante 6 meses a juros compostos 
de 5% ао més. Dado: (1,05)5 = 1.34. 
Resolução 
Aplicamos a fórmula М = C(1 + iy", em que 
C = R$ 10.000,00, і = 5% ao mês = 0,05 ao més е 
n — 6 meses. 


Temos, então: 
М = 10.000(1 + 0,05) .'. М = 10.000(1,05)* 
Г. M = 10,000 - 1,34 .". М = 13.400 


Logo, o montante é M = R$ 13.400,00, aproximadamente. ' 


R.17. Calcular o juro composto gerado por um capital inicial 
de R$ 4.000,00 aplicado durante 1,5 ano à taxa de 8% ao 
més. Dado: (1,08)'* = 3,99. 

Resolução 
Utilizamos a fórmula M = C(1 + i)", em que 
C = R$ 4.000,00, л = 1,5 ano = 18 meses, 
i = 8% ao mês = 0,08 ao mês. 
Nota 
Para aplicar a fórmula M = C(1 + i)", deve-se tern e i 
na mesma unidade de tempo. 
Temos, então: 
M = 4.000(1 + 0,08)5 .". М = 4.000(1.08)'* 
Г.М = 4.000 - 3,99 .'. M = 15.960 
O juro j é a diferença entre o montante e o capital inicial, 
isto é: 
J = R$ 15.960,00 — R$ 4.000,00 .". j = R$ 11.960,00 
Logo, o juro é j = R$ 11.960,00, aproximadamente. 


Е.18 Houve época em que a axa de inflação no Brasil era de 
25% ao mês. Qual era a taxa de inflação anual no Brasil, 
nessa época? Supor a taxa constante em cada mês. Dado: 
(1,25)? = 14,55. uu 
Resolucáo p 
Para calcular tal inflação, vamos obter o juro composto 
produzido por um capital inicial C aplicado durante 12 
meses à taxa de 25% ao mês. 


М = С(1 + 0,25)? ". M=C(1,25)? .`. M = 1455C 
Assim, o juro j gerado no período de 12 meses é: 
j= 14,556 — C = 13,55€ 


A razão z é a taxa durante o período de 12 meses. 


LAB 9 = 1355 
C E ines 100 
Logo, a taxa de inflação era de 1.35596 ao ano, 


aproximadamente. 


= 1.35596 





R.19 Apliquei R$ 1.000,00 na caderneta de poupança durante 
3 anos. No primeiro ano o rendimento foi 15%; no 
segundo, 1496; e no terceiro, 20%. Qual foi o montante 
acumulado no final da aplicação? 

Resolução 
Utilizamos a fórmula 
М= € t i) + ¿DA + à). (1 + i), em que: 
С = R$ 1.000,00, п = 3, i, = 0,15, à = 0,14, i = 0,20 
Temos, então: 
M = 1.000(1 + 0,15)(1 + 0,14)(1 + 0,20) 
... M= 1.000 + 1,15 + 1,14: 1,20 ^. М = 1.573,20 


Logo, o montante acumulado foi R$ 1.573,20. 


R.20 O preço de um produto era R$ 600,00. O comerciante 
deu um desconto de 12% sobre esse preço, reduzindo-o 
para um novo preço p. A seguir, o comerciante deu um 
desconto de 8% sobre o preço p. Qual foi o preço final 
do produto? 

Resolução 
Aplicamos a fórmula 
M= C(1 + iD) + il + à) +... + (1 + i), em que: 


С = R$ 600,00, n = 2, i, = —0,12, i, = —0,08 


Nota 
i, e i são negativas porque são taxas de desconto. 
Temos, então: 


M = 600(1 — 0,12)(1 — 0,08) 
Г. М = 600 · 0,88 + 0,92... М = 485,76 


Assim, o preco final do produto foi R$ 485,76. 


d 
ү ? 4 
' EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.34 Aplica-se um capital inicial de R$ 25.000,00 durante 9 
meses à taxa de juro composto de 5% ao més. Qual será 
o montante acumulado no final da aplicação? Dado: 
(1,05)? = 1,55. 


B.35 Calcule o juro composto gerado por um capital de 
R$ 10.000,00 aplicado durante 10 meses à taxa de 3% ao 
més, Dado: (1,03)! = 1,34. 


B.36 Tendo sido aplicados R$ 1.000,00 a juro composto, 
depois de 3 anos, recebeu-se o montante de R$ 1.728,00. 
Calcule a taxa anual de juro. sabendo que ela foi 
constante nos 3 anos. Dado: 12º = 1.728. 


B.37 Qualo tempo necessário para que um capital C, aplicado 
a juro composto de 5% ao més, produza um montante 
igual a 2C? Dados: log 2 — 0,301; log 105 — 2,021. 


B.38 Calcule o capital inicial que, aplicado a juro composto 
com taxa de 9% ao ano, acumulou ao final de 7 anos o 
montante de R$ 36.400,00. Dado: (1,09) = 1,82. 


B.39 Aplica-se um capital de RS 20.000,00 a juro composto 
com taxa de 6% ao més. Qual será o montante acumula- 
do em 2 anos? Dado: (1,06) = 4,04. 


B.40 Apliquei um capital de R$ 10.000,00 durante 3 anos, a 
juro composto, tal que a taxa de juro no primeiro ano foi 
10%, no segundo foi 12% e no terceiro foi 8%. Qual foi 
o montante acumulado nesses 3 anos? 


B.41 Um terreno comprado por R$ 100.000,00 valorizou 10% 
no primeiro mês, 8% no segundo més, 9% no terceiro 
mês e 6% no quarto mês, após a compra. 

a) Qual deve ser o preço do terreno após 4 meses de sua 
compra? 
b) Qual foi o porcentual de valorização nesses 4 meses? 


B.42 Na compra de um imóvel por R$ 50.000,00, tive um 
prejuízo de 5% no primeiro mês e outro prejuízo de 3% 
no segundo mês, após a compra. 

a) Qual foi o preço do imóvel após os 2 meses da compra? 
b) Qual foi o porcentual do prejuízo nesses 2 meses? 
Sugestão. 
М = С(1 + 1)01 + (01+ 5). 
as taxas negativas: i, = —0,05 e i 
taxas de prejuízo. 

B.43 Um comerciante, para acabar com seu estoque, deu 12% 
de desconto sobre o preço p de um produto, que passou 
a custar p,. Por falta de compradores o comerciante 
descontou 5% sobre o preço p;. e o novo preço passou a 
ser p,. À seguir descontou 3% sobre o preço p». 

a) Qual foi o preço final do produto, após esses três 
descontos sucessivos? 

b) Qual foi o porcentual de desconto sobre o preço inicial 
р, após os três descontos sucessivos? 


* (1 + i,), usando 
= —(,03, pois são 














Exercícios complementares de C.25 а C.29. 


N 
D 7 
Jj EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


(UFRO) O quarto, o sétimo e o décimo termo de uma 
Р.С. são 20, 4x + 2e 1 + x, respectivamente. A soma 
desses trés termos é: 
а) 55 b)50 c) 40 


d)35 e) 30 


€.2 (UFCE) Sejam x e y números positivos. Se os números 3, 
x e y formam, nesta ordem, uma progressão geométrica; 
e se os números x. y e 9 formam, nesta ordem, uma 
progressão aritmética, então x + y é igual a: 
43 45 47 49 35 


а) 74 Dia Sa de 9 





С.З Um fabricante de sabão em pó estima um crescimento de 
2% ao ano nas vendas do produto fabricado. Sabendo 
que no ano de 1999 foram vendidas x toneladas de sabão 
em pó, calcule, em função de x, a quantidade, em toneladas, 
que será vendida no ano: 

a) 2004 b) 2010 c) n, sendo n > 1999 
(Não é preciso efetuar os cálculos, deixe a resposta 
indicada.) 


€.4 На bactérias que se reproduzem por bipartição, isto é, 
cada uma delas se divide em duas ao atingir determinado 
tamanho. Suponha que em uma cultura há 3 • 27 dessas 
bactérias e cada uma delas se divida em duas dando 
origem à I? geração; cada bactéria da 1* geração se divida 
em duas dando origem à 2* geração, e assim por diante. 
Em que geração o número de indivíduos será 3 · 2%? 


(Es (Fuvest-SP) Num torneio aberto de tênis estão inscritos 
4.096 jogadores. Em cada rodada as duplas são formadas 
por sorteio e os perdedores são eliminados. No final 
restarão 2 jogadores que disputarão entre si o título de 
campeão. Quantas partidas o campeão terá disputado? 


'€.6 (FEI-SP) Qual é а razão da progressão geométrica osci- 
lante que se obtém interpolando-se 5 meios geométricos 
entre 4 e 6, nessa ordem? 


€.7 Na P.G. de números reais (aj, q, às, ...), com а, + 0, 
tem-se que а, = 32a;. Determine а razão dessa Р.С. 


.€.8 (Mackenzie-SP) Dados os números reais а, b, c e d, se 
(a, c, d) é uma progressão aritmética cuja soma dos ter- 


“e 15 ^ = » : 
mosé —— e (a, b, d) é uma progressão geométrica cujo 


produto dos termos é 8, então, sabendo que a < d: 
a)bc-4 c)ad = 2 е) са = 10 


Буак= > 


3 й) ас = 5 


e 


_ (Cesgranrio) Em um triângulo retângulo, as medidas, em 
uma mesma unidade de comprimento, do cateto menor. 
do cateto maior e da hipotenusa formam, nessa ordem, 
uma progressão geométrica. A razão q dessa P.G. satis- 
faz a condição: 

a) 0,7 < q < 0,9 
b)09<g<1 


ce)«q«2 
d)2«4«3 


е) 3<4<32 


C10 (Faap-SP) A soma dos 50 primeiros termos da seqüência 
(5225,25, E 
ау2%  byo* . coe 


d29-1  e29—1 


cm (Cesgranrio) Indicando por X,, e У as somas dos 10 pri- 
meiros termos das progressões geométricas (3°, 3*, 35, ...) 








е (3, 32, 3º, ...), respectivamente, o quociente кы é 
igual a: . Yio 
3: 4f 38 

в) 319-51 с) c RS LU 
3^-3 343! 

b) e d) т 

ci (FGV-SP) Considere a progressão geométrica abaixo: 
(ЗУ, 

A soma de seus termos em função de n vale: 

а) 3"+1 c) 3 = e)-! 
зз —1 Zati 

b) > d) 5 


Слз. O crescimento anual nas vendas de calculadoras de uma 
fábrica é 20%. No ano de 1986 a fábrica vendeu 20.000 
unidades. Qual foi o total de vendas no quinqüénio de 
1986 a 1990? Dado: (1,2) = 2,48832. 

:С.14 Para que valor de n, n € IN*, tem-se que 2 2 

j=4 

C45 (UFES) Em um rebanho de 15.000 reses, uma foi infec- 
tada pelo vírus “mc”. Cada animal infectado vive apenas 
dois dias, ao final dos quais infecciona outros três 
animais. Se cada гёз é infectada uma única vez, em quanto 
tempo o vírus "mc," exterminará metade do rebanho? 


= 4.094? 
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(С16 A progressão geométrica (а, а», às, ..., dy, ...), de razão 

4, pode ser representada por 

(ад, ayq, а, а, ..., ауа" !,...). O produto de seus 

ilm 
а, 

п primeiros termos é indicado por Р,. isto é: 
ag" E 
I 


а, 


Mostre que essa expressáo pode ser representada pela 
fórmula: 


Р, = ag а аф аф. 


nin — 1) 
Р. = ay “q 2 
Sugestão. Conserve a base a, e adicione seus expoentes: 
conserve a base q e adicione seus expoentes. 


€.17 Usando a fórmula do exercício anterior, calcule o produto 
dos 18 primeiros termos da P.G. 


ES зь ) 

256” 128" 64") 

Cas (UCG) Os termos da Р.С. (x, x°, x$, .... x!) são tais que 
1085 + logi + log? ++ logi" — 20.000. Deter- 
mine o valor de x. 

С.19 (Fuvest-SP) Uma progressão geométrica tem primeiro 


termo igual a | e razão igual a 2. Seo produto dos ter- 
mos dessa progressão é 2%, então o número de termos é 


igual a: 
a) 12 b) 13 c) 14 d) 15 e) 16 
C30. Resolva, em IR, a equação 2n E =5. 
j=1 2 


cz Duas empresas A e B farão doações a uma creche. A 
empresa A pagará, durante dez anos, quantias anuais da 
seguinte forma: no primeiro ano 100.000 dólares e, em 
cada ano seguinte, metade da doação do ano anterior. A 
empresa B pagará, “eternamente”, quantias anuais da 
seguinte forma: no primeiro ano, 98.000 dólares e, em 
cada ano posterior, metade da doação do ano anterior. 
Qual é a empresa mais generosa? Por quê? 


бә Considere а seqüéncia (C,, Cy, Cy, ...) de infinitas circun- 
ferências. Se o diâmetro da circunferência C, é 80 cm e, 
a partir da segunda, o diâmetro de cada circunferência é 


+ do diâmetro da anterior, calcule a soma dos períme- 


tros das infinitas circunferências. 
C 





€.23 Um motorista de caminhão avista repentinamente uma 
grande pedra no meio da estrada e aciona os freios a 
100 m de distância da pedra. Após a freada, o veículo 
percorre 20 m no primeiro segundo e, durante alguns 

1 OV 

segundos, percorre, em cada segundo, т da distáncia 
que percorreu no segundo anterior. Haverá o choque 
entre o veículo e a pedra? Justifique. 





(ITA-SP) Se a soma dos termos da progressão geométrica 
infinita dada por 0,3; 0,03; 0.003; ... é igual ao termo 
médio de uma progressão aritmética de três termos, então 
a soma dos termos dessa progressão aritmética vale: 


b) E c)1 d)2 e) 


s|- 


1 
a) 3 
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€.25 (UFPR) Um produto que há dezoito meses custava 
R$ 56,00 aumentou 2% ao mês, de lá para cá. O preço 
desse produto hoje, em reais, é: 


а) 56 - (1,2)7 d) 56 · (1,2)'* 
b) 56 • (1,02)!5 €) 56 * (1,02) 
с) 56 - 2718 


€.26 A ariranha e o mico-leão-dourado são espécies em extin- 
ção no Brasil. Com o objetivo de preservar essas espécies, 
foram reunidos numa reserva florestal 120 ariranhas e 80 
micos-ledes-dourados. Constatou-se, após alguns anos, 
que o crescimento da população de ariranhas foi 5% ao 
ano e que a população de micos cresceu à taxa de 10% ao 
ano. Em quanto tempo, após a reunião desses animais na 
reserva, o número de micos deve chegar ao dobro do 
número de ariranhas? 
Dados: log 3 — 0,477; log 1,047 — 0,019. 
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Ariranha (Pteronura brasiliensis), mamífero encontrado em re- 
gioes pouco desbravadas da Amazónia e do Brasil Central. 
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Mico-leão-dourado (Leontopithecus rosalia rosalia), pequeno 
primata que habita a América tropical. 


€.27. (Fuvest-SP) A cada ano que passa, o valor de um carro di- 
minui 30% em relação ao seu valor anterior. Se v for o va- 
lor do carro no primeiro ano, o seu valor no oitavo ano será: 


а) (0,7)'v d) (0,3)5v 
b) (0,3)'v е) (0,3) 
с) (0,7)5v 


{С.28 (Vunesp) Se a taxa de inflação mensal for 10% durante 
12 meses seguidos, então a taxa de inflação anual durante 
esses 12 meses será: 


a) 120% 
b) 100[(1,2)!º — 1]% 
c) 100[(1,1)? — 1]% 


d) 31396 
е) 100(1,1)'2% 


(PUC-RS) А саіха beneficente de uma entidade rende, a 
cada més, 10% sobre o saldo do més anterior. Se, no iní- 
cio de um més, o saldo era x, e considerando-se que não 
haja retiradas, depois de 4 meses o saldo será de: 


a) EE е)х+ (Ho) e) est (5) 


10 
b) (5 E dx+ E) 


10 









TRIGONOMETRIA 


1. SENO, CO-SENO E TANGENTE DE UM 
ÂNGULO AGUDO 
Dado um ángulo agudo qualquer de medida o, consi- 


dere os infinitos triángulos retángulos que possuem o 
ângulo de medida a. Alguns desses triângulos são: 





б. 
E. 
d 
Cu | 
A | | 
A 
{а | úl A 
о B D Е H 


Observe que os triângulos OAB, OCD, OEF e OGH são 
semelhantes. Assim, a razão entre dois lados quaisquer de 
um deles é igual à razão entre os lados correspondentes 
dos outros, ou seja: 


BA DC FE HG 


= E — —n 


OA ос ОЕ ос 


OB | Ор OF _ ОН 
08 ОС о G £ 


BA DC FE HG 


OB OD OF OH 


Note que as constantes гу, ғ, e г; dependem exclusiva- 
mente da medida o, e não das dimensões do triángulo 
escolhido para obté-las, 

Como os infinitos triángulos retángulos que possuem 
o ángulo agudo de medida a. são semelhantes entre si, 
temos que as constantes r,, ғ, e г; podem ser obtidas, de 
maneira análoga, a partir de qualquer um deles, ou seja: 














Cateto 


ws? 
MC» 
Ne 
A oposto a о. 





Cateto adjacente a « 


_ Medida do cateto oposto a а 
Medida da hipotenusa 





n 
EE Medida do cateto adjacente a œ № 
x Medida da hipotenusa 


Medida do cateto oposto a а 
Medida do cateto adjacente a a 








3 


As razões (trigonométricas) г, r, e r, são chamadas 
respectivamente de: seno do ángulo o (sen о), co-seno do 
ângulo o (cos а) e tangente do ángulo o (tg а). 


Em resumo, temos: 


ze E] 


c 


Cateto oposto 
Hipotenusa 


eb: 


sen а = 


a 


Cateto adjacente 
Hipotenusa 


Cateto oposto 


ша = Ceto oposto _ 2 


Cateto adjacente с 


c 
cos a = E 
a 


Y 
ү, EXERCÍCIOS RESOLVIDOS | 


R.1 Como auxílio de régua graduada e transferidor, calcular 
sen 42°, cos 42º e tg 42º. 


Resolução 
Construímos um ángulo de 42º: 


É ANO 


о 
Tracamos uma perpendicular a um dos lados desse ángulo: 


B 


о А 
Medimos, com auxílio da régua, os lados do triángulo 
ABO. Temos: 
AB — 2,7 cm; AO — 3,0 cm; BO = 4,1 cm 
Assim, calculamos: 


o = 2 = : = 30 = : 
sen 42' 11 0,6: cos 42 41 0,7; 
ocu 
EE з? 
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Nota 

Quando medimos um segmento de reta com uma régua 
graduada, cometemos, inevitavelmente, erros de aproxi- 
mação. Portanto os resultados obtidos para sen 42º, 
cos42º e tg 42º são valores aproximados. Existem 
métodos, mais eficientes, que calculam esses valores 
com qualquer precisão desejada. 


RJ Sabendo que sen 36º = 0,58, cos 36º = 0,80 e 
tg 36º = 0,72, calcular o valor de x em cada figura. 





Resolução 
a) A razão trigonométrica que deve ser aplicada é aquela 
que relaciona os elementos: 
* ângulo agudo (36º); 
* cateto oposto (x); 
* hipotenusa (10). 
Tal razão é o seno. Assim, temos: 


360= E Lp foi yes 
sen 36 10 => 0,58 10 х= 5,8 
Logo, х = 5,8 cm. 


b) As medidas relacionadas no triângulo retângulo são: 
* ângulo agudo (36º); 
* cateto adjacente (x); 
* hipotenusa (5). 
Dessa forma, a razão trigonométrica adequada é o co- 
seno. Assim, temos: 


x х 
536° = 2 ‚80 = с. х=4 
cos 36' 5 = 0,80 5 х 


Logo, x = 4 т. 

C) А razão trigonométrica que relaciona o ângulo agudo 
(36º), o cateto oposto (x) e o cateto adjacente (20) é a 
tangente. Então, calculamos: 

us BÉ » 
tg 36? — >= => 0,72 = 59 7 
Logo, х = 14.40 km. 


x= 14,40 


| Um engenheiro deve medir a largura de um rio. Para 
isso, fixa um ponto A na margem em que se encontra e 
um ponto B na margem oposta (conforme figura). A se- 
guir, desloca-se 40 m perpendicularmente à reta AB até 
o ponto C e mede o ángulo ACB, obtendo 44º. Qual é a 
largura do rio? (Dados: sen 44º = 0,69, cos 44º = 0,71 
etg 44? — 0,96.) 
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Resolução 
No triângulo retângulo ABC, estão relacionados o ângulo 
agudo (44º), o cateto oposto (€) e o cateto adjacente 
(40 m). 
A razão trigonométrica que relaciona tais medidas é a 
tangente. Logo, temos: E 

tg 44º = = = 0,96 = X С. {= 384m 
Assim, a largura do rio é 38,4 m. 


Calculando distáncias a pontos 
inacessiveis 


Com o auxílio de um teodolito para medir ângulos, 
podem ser calculadas, através da trigonometria, altu- 
ras de montanhas, larguras de rios, distâncias entre 
corpos celestes etc. No exercício C.3 veremos como 
calcular à medida do raio da Terra. 


8 





r mento portátil utilizado. em topografia e em 
astronomia com a finalidade de medir ángulos. 


D А 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS 


ВЛ Como auxílio de régua graduada e transferidor, calcule 
sen 35º, cos 35º e tg 35º. 


B.2 Sabendo que sen 28º = 0,46. cos 28° = 0,88 e 
tg 28º = 0,53, calcule o valor de x em cada figura: 





a) AH с) Vo. 
4cm- X 287-10 9 
age 22 lo 
x 
x 
b) x 
N 
\ | 
N | 
5em) 


B.3 Um alpinista deseja calcular a altura de uma encosta que 
vai escalar. Para isso, afasta-se, horizontalmente, 80 m 


do pé da encosta (conforme figura) e visualiza o topo sob Calculando sen œ e cos а, e efetuando o quociente 








um ángulo de 55? com o plano horizontal. Calcule a sen a P < 
altura да encosta. (Dados: sen 55° = 0,81, cos 55° = 0,57 EUR concluímos que: 

e tg 55° = 1,42.) E 

> ш 

RENO C ш a = 

соѕ а mo [o] 

é z 

(c.q.d.) O 

| Е 

Bo. 22 

EXERCÍCIO RESOLVIDO == mm E 


R.4 Dados sen 40º = 0,64 e cos 40º = 0,76, determinar o 
valor de x na figura: 





В.4 Uma escada deve ser construída para unir dois pisos de 
um prédio. A altura do piso mais elevado em relação ao 
piso inferior é de 8 m. Para isso, foi construída uma 
rampa plana unindo os dois pisos. Sabendo que o ângulo 
formado pela rampa com um plano horizontal é 33º, 
calcule o comprimento da rampa. Resolução 
(Dados: sen 33º = 0,54, cos 33º = 0,83 e tg 33º = 0,64.) tg 40º = 2 


10 


10m 


B.5 Sab tga=3etg = 4, calcul lor d 
o sp A APETA Como temos os valores sen 40? — 0,64 e cos 40? — 0,76, 





figura: 
1208 д, podemos determinar o valor da tg 40°, ou seja: 
p. sen40% _ 0,64 — 
ES eU 0s O 
Assim, 084 = -y =x = 84. 
EM - с Logo, х = 8,4 m. 
Sugestão. Indique por y a medida AD e monte um Eclipse solar 


sistema de equações em x e y. паа se 


ocorre um eclipse solar. 





põe entre a Terra e o Sol, 
Exercícios complementares de C.1a C4 — 


2. RELAÇÃO ENTRE O SENO, O 
CO-SENO E A TANGENTE DE UM 
ÂNGULO AGUDO 


Teorema 





Dado um ângulo agudo de medida а, tem-se que: 1 
As relações trigonométricas, auxiliadas por outros - 
tra = SM a recursos, nos permitem calcular a medida h. A área 
zip con A da calota da superficie terrestre de onde o eclipse 
pode ser observado é dada por A = 2xRh. 


Demonstracáo 
Construindo um ángulo agudo de medida а etraçando 3. ANGULOS COMPLEMENTARES 
uma perpendicular a um dos lados do ángulo (conforme 


figura), temos: Lembre-se de que dois ângulos agudos de medidas a e 
gura), : 


B são complementares se, e somente se, а + B = 90º. 





© 
К ы us а. ab Nota 
e e du Se a e B são medidas de ângulos complementares, 
B d ¡A dizemos que a e são medidas complementares. 
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Exemplos 

a) 20º é o complemento de 70º. 

b) 32º é o complemento de 58º. 

c) 90º — а é o complemento de a. 


Teorema 


Se a é a medida de um ângulo agudo, então 
sen @ = cos (90? — а) e cos a = sen (90º — a). 








Demonstracáo 


Construindo um ángulo agudo de medida o e tracando 
uma perpendicular a um dos lados do ángulo, temos: 


€ 
a 
> b 
a a a 
B c A 


Observe que o ángulo É é o complementar de B, pois 
a + med(C) = 90º 2 med(C) = 90? — a. 


C 
P, 
-— fa 
B c A 
Assim, temos que: 


> 
а 


sena = 
= sena = cos (90º — a) 
cos (90% — a) = — 
( к 


cos a = 5 
= cos а = sen (90? — a) 
sen (90º — a) = = 


(c.q.d.) 


Provamos, assim, que: 


Se dois ángulos agudos sáo complementares, 
então o seno de um deles é igual ao co-seno do 
outro. 


Exemplos 


a) 20º é o complemento de 70º; logo, sen 20º = cos 70º 
e cos 20º = sen 70º. 


b) 32º é o complemento de 58º; logo, sen 32º = cos 58º 
ecos 32º = sen 58º. 


y 
5 , 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO M 





R.5 Sabendo que cos 23º = 0,92, calcular o valor da ex- 
pressão: 
sen 23º + cos 67º 


És 4tg 23º 


Resolução 
Como 23º é o complemento de 67º, temos que 
cos 67º = sen 23º. Assim, temos: 


sen 23º + sen 23º 


Ex sen 23^ 
cos 23? 
cos 23º 
= 23° “Se 
Е = 2 sen23* "i 235 
DES — ке? = 097 
2c 2 o 
Logo, E — 0,46. 





) 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS Н 


B6 Sabendo que sen 55° = 0,81 e cos 55° = 0,57, determine 
o valor de x na figura. 


"ned gis 


/ 
# | 





27 cm 
'B.7 Sabendo que sen 37º = 0,6, calcule o valor da expressão: 
Е = 21g 37° sen 53° 
B3 Sabendo que a: é a medida de um ángulo agudo e que 


sena = i calcule o valor da expressão: 


— sena sen (90º — a) fe 
E cos a cos (90º — а) оса 


Na figura abaixo tem-se que sen (90° — а) = T 

Determine o valor de x. 

S, 
Фу 
х 
В10 Na figura a seguir, tem-se: 
CD = Вр = 5cm e DA=3 cm 
B 
C D A 
Calcule: 
a) cos 2a 





4. ATRIGONOMETRIA E O TEOREMA DE 
PITÁGORAS 

Dado um dos valores sen a, cos а ou tg а, em que a é 

a medida de um ángulo agudo, é possível determinar os 


outros dois valores com o auxílio do teorema de Pitágoras, 
conforme veremos nos exercícios resolvidos. 


o 
їй 4 
Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS os 


R.6 Sabendo que a é a medida de um ângulo agudo e que 


3 
3º calcular cos а. 


Resolução 


sena = 


o 3 EN 
Se a é um ángulo agudo e sen a = 5° então existe um 


triângulo retângulo com um ángulo agudo de medida a 
tal que o cateto oposto a mede 3 e a hipotenusa mede 5, 
conforme figura a seguir. 


Pelo teorema de Pitágoras, podemos calcular a medida x 
do cateto adjacente a o: 


х? + 32 = 5®.'.х? = 16.'.х=4 


Temos, então: 


Assim, cos а = 


mE 


R.7 Sabendo que a é um ângulo agudo e que cos a = L 
calcular tg a. 
Resolução 
Existe um triângulo retângulo com um ângulo agudo a 
tal que o cateto adjacente a « mede 5 e a hipotenusa 
mede 13 conforme figura abaixo. 


13 


Pelo teorema de Pitágoras, podemos calcular a medida 
x do cateto oposto a а: 


х? + 5° = 132", х2 = 1447.х= 12 


Temos, então: 


173 
12 
ri 
5 
А = 22 
Assim, tg а = > 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS Mumam 


B.11 Sabendo que a é a medida de um ángulo agudo e que 


15 
соз а= p. calcule sen a. 


B.12 Determine o valor de tg œ, sabendo que o é a medida de 


um ángulo agudo e sen a = i 


В.13 A medida de um ângulo agudo é а. Obtenha os valores 


de sen a e cos а de modo que tg а = i 
B.14 Dado que a é a medida de um ángulo agudo e que 
tg a = 2, calcule sen а e cos a. 


В.15 A medida a: de um ángulo é tal que 0? < а < 90º e 
sena = 3 cos a. Calcule os valores de sen а e cos a. 
Sugestão. sen а = 3 cos a > tg a = 3. 





Prove que, se a é a medida de um ángulo agudo, então 
sen? a + cos? a = 1. Nota. Os símbolos sen? a e cos? a 
devem ser entendidos como (sen o)? e (cos o), respecti- 


vamente. 
В.17 Na figura, tem-se cosa = i e BC — 8 cm. Determine 
o valor de x. 
A 
x 
Li 
B 8cm C 
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5. ÂNGULOS NOTÁVEIS 


Para estudar os conceitos que vêm nos próximos itens, 
convém conhecermos o seno, o co-seno e a tangente de 
alguns ângulos. Escolhemos, pela facilidade das demons- 
trações, os ângulos de medidas 30º, 45º e 60º, que cha- 
maremos de ângulos notáveis. 


Ângulo de 45º 
Já estudamos que a medida de cada diagonal de um 


quadrado de lado a é a /2 , e cada ângulo interno do qua- 
drado é dividido em dois de 45º por uma diagonal. 
Assim, temos: 


EN 
a 
sen 45? = - sa 16 = AZ 
az Do 2 
T ope em sd 
Am 2 2 
gas 2 4 =1 
VP 2 
Ángulos de 30º e 60º 
Conforme já estudamos, a medida de cada altura de 
um triángulo equilátero de lado a é Es. Vimos que 


cada altura desse tipo de triángulo também é bissetriz 
interna e mediana. Como cada ángulo interno do triángulo 
equilátero mede 60º, temos: 

Assim, temos: 
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Como 60º é o complemento de 30º, temos: 





sen 60º = cos 30º = m 
cos 60º = sen 30º = > 
„В. 
в BN Lo a 
WW - cos 60º Au з 
2 














Y 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS # 
R8 


Calcular o valor da expressáo: 


cos 60º + cos? 30º 
sen? 30° + tg? 45º 


Resolução 
Por convenção, dado um ángulo de medida о, tem-se: 


sen" а = (sen о)", cos" о = (cos о)", tg” a. = (tg a)" 


Assim, calculamos: 





Ley 
= _с0560° + (cos 30%. p 2 2 
(sen 30°)? + (tg 45%)5 `` 1 Y 
c) +(1ў 
doo E 2 
TET CINE AE 
E i = 3 
+! 8 


R9 Determinar o valor de x na figura: 





€ 
Resolução 
Calculando as medidas dos ângulos internos do 
triângulo BCD, temos: 





20m 





D A 





C 





20m 





D A 


O triángulo BCD é isósceles, pois possui dois ángulos de 
mesma medida; logo, CD — BD — 20 m. 


Assim, do triángulo ABD, temos que: 


Кс ж eut д S 
зеп 60 BD 20 ^» 20 


Logo, х = 10/3 m. 


х= 10./3 








| é : 
‚же BÁSICOS NESTE 


B.18 Calcule o valor da expressão: 
sen? 45º + cost 60º 





E= 
tg* 60? 
B.19 Sendo x = 10º, qual é o valor da expressão: 
sen 3x + cos AR sen лед 
P 2 2 
tg? 6x 





| Determine o valor de x na figura: 
A 


B 





ТОВ SD ж 
Sugestáo. Prove que o triángulo ABD é isósceles. 





B.21 Calcule a medida x do segmento DE na figura: 


mx —u 


50m 





B A 
Sugestáo. Prove que o triángulo BCD é isósceles. 
B.22 Um teleférico deve unir um ponto A de um terreno plano 
e horizontal ao topo D de um morro cuja base se apóia 
sobre esse terreno. Para calcular a quantidade de cabos de 
aço necessária para unir A e D, um engenheiro marcou, 
no terreno, um ponto B entre o ponto 4 e o ponto C da 
base do morro, tal que CD é vertical. A seguir obteve as 
medidas: m(DAC) = 30º, m(DBC) = 60º e AB = 200 m. 
Calcule: 


a) a altura do morro; b) a distância entre A e D. 


ср 








ү, EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES ME 


€ А polícia federal localizou na floresta amazónica uma 
pista de pouso clandestina com as seguintes carac- 
terísticas: 
* a pista media 300 m de comprimento, era plana e hori- 
zontal; 
* no final da pista havia uma árvore de 30 m de altura, 
conforme figura. 





180m 1 


А [^] B 
H 300 m 1 





Se um pequeno avião partir do ponto A, no sentido de B, 
e exatamente no ponto C levantar vôo em linha reta, de 
modo que essa reta forme um ângulo @ com o plano ho- 
rizontal, qual deve ser a tangente de a (tg @) para que a 
aeronave passe exatamente 10 m acima da árvore? 


-C.2 Um poste localiza-se numa rampa plana que forma um 
ângulo de 28º com o plano horizontal (conforme figura). 
Num instante em que os raios solares são perpendicu- 
lares à rampa, o poste projeta sobre essa rampa uma som- 
bra de 2,3 m de comprimento. Calcule a altura do poste. 
(Dados: sen 28º = 0,46, cos 28º = 0,88 e tg 28º = 0,53.) 





eum (FEI-SP) Um observador, 
do alto de uma torre verti- 
cal, de altura h, enxerga a 
linha do horizonte. Saben- 
do que um raio visual for- 
ma com a vertical da torre 
um ângulo de medida Ө, de- 
termine, em função de h e 
Ө, a medida do raio da Ter- 
ra. Sugestão. O raio é per- 
pendicular à reta tangente 
no ponto de tangência. 





€4 Os triângulos ABC e ABD estão inscritos numa semicir- 
cunferência de diâmetro AB, como mostra a figura. A 
razão entre as medidas dos lados AD e CB, nessa ordem, é: 
a) 2sena 
cos B 
sena 
2cos B. 
e) sen B 
cos o 


b) 





d) sen B. 

sen a 
d 
2 sen а cos В 





e) 


€.5 (Faap-SP) A figura a seguir mostra um painel solar de 
3 metros de largura equipado com um ajustador hidráulico. 
A medida que o Sol se eleva, o painel é ajustado automa- 
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= 
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Е 
ы 
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е) 
2. 
е) 
Ы 
с 
= 





o 
ш 
а 
< 
2 
2. 
> 





ticamente de modo que os raios do Sol incidam perpen- 
dicularmente nele. 


е ENS ek 
ps 










Ajustador 
hidráulico 


O valor de y (em metros) em função de 0 é: 
a)y=3sen6 d)y=3cos6 

b)y=3seng +3 e) impossível de ser determinado. 
c)y=31tg0 


C6 Calcule a medida x do segmento AD da figura abaixo, 


5 12 
sabendo que sen = — ecosa = —— 


13 I3 


A 
Tá 


B-— 10cm — D с 


С.Л (UERJ) Dado que o é a medida de um ângulo agudo com 


3 =. Sen а + cos a 
юп =, р valor da expressão ————————— 


tg a 
21 28 28 21 1 
Suy. зы Эл Оло as 


[o Para medir a largura de um rio, de margens paralelas, um 
topógrafo marcou dois pontos A e B, numa margem, 
distantes 52 m um do outro. Na outra margem, o topógrafo 
tomou um ponto C tal que os ángulos CÁB e ACB tém 
medidas iguais e o ângulo agudo ABC tem medida о, 
com tg a = =. Qual é a largura do rio? 

cs Uma torre está localizada em um terreno plano e hori- 
zontal. Sobre esse terreno tomam-se dois pontos A e B, 
distantes 126 m um do outro, alinhados com a base da 
torre. Do ponto A, vê-se o ponto P mais alto da torre, sob 
um ângulo de medida а com o plano horizontal. Do pon- 
to B vê-se P sob um ángulo de medida B com o plano ho- 
rizontal. Calcule a altura da torre, sabendo que 

12 P 


seq PI 
2 5t 13 





Lc 


jo 





A 126m B с 








“cão (PUC-MG) Um ângulo interno de um triângulo tem me- 
dida «, e os lados que determinam esse ângulo medem a 
e b, conforme figura. Nessas condições, a área desse 
triângulo é: 


e) dT ab sen a 


a) Lab sena с) lab tga 3 


1 а 
b) ab cosa d) 24 b cosa 





b 


Sugestão. Trace a altura de medida h, relativa ao lado de 
medida b. 


Usando a fórmula deduzida no exercício anterior, calcule 
a área dos seguintes triângulos: 


a р 
) Boo AN с) м тат 
PC M б AN 
8cm 2 dm 
b) A 
АУ 
FN 
£m BEN 4m 
/ ^ 
"Еа 


C42 (Fuvest-SP) Dois pontos A e В estão situados na margem 
de um rio e distantes 40 m um do outro. Um ponto C, na 
outra margem do rio, está situado de tal modo que o àn- 
gulo CÁB mede 75? e o ângulo ACB mede 75º. Determi- 
ne a largura do rio. 

а) 40m 
b)20m 


c) 20./3 m 
d)30m 
e)25m 


Um observador, 

no ponto O da fi- 

gura a seguir, vê 

o prédio segundo 

um ángulo de 

105*. Se esse ob- 

servador está si- 

tuado a uma dis- 

táncia de 18 m do 

prédio e a uma 

altura de 18 m 

em relação ao 

terreno horizon- 

tal, então a altura 

do prédio é: 

а) 18(/3 + 1) m 
b) (10/3 +9) m 


c) (2 + 4/3) m 
см A figura mostra duas circunferéncias de raios 12 cm e 


4 cm, tangentes entre si e tangentes a uma reta r. Deter- 
mine a medida a: do ângulo OAB. 





d)58m 
e) (/3 +28) m 





A p E 


Determine a medida da projeção ortogonal do segmento 
AB sobre a reta r. 








O SIST 


1. ORADIANO, UNIDADE DE MEDIDA DE 
ARCO E ÁNGULO 


Até aqui utilizamos apenas o grau como unidade de 
medida de ángulo. Neste capítulo vamos estudar uma ou- 


tra unidade: o radiano. 
AM 
EN 
a | 


Consideremos um arco AB, 
contido numa circunferéncia de 

1. Um radiano (1 rad) é um arco cujo comprimen- 
to é igual ao do raio da circunferéncia que o contém. 


raio r, tal que o comprimento do 
arco AB seja igual a r. 
2. Um ángulo AÓB B 
mede 1 rad se, e so- W 
mente se, determina Cirad) 
numa  circunferéncia CN | 
decentro O um arco А 
de 1 rad. 
| X 
D) " 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO 
R.l Determinar a medida do arco AMB, da figura, em radianos. 


|n 


7 cm 


| 


B 


Dizemos que a medida do arco 
AB é 1 radiano (1 rad). 


Definições 


Resolução 
Pela regra de três: 


rad 
1 
x 








em 
5 
7 


temos x = T rad — 1,4 rad. 


Logo, a medida do arco AMB é 1.4 rad. 


2. AMEDIDA DA CIRCUNFERÉNCIA EM 
RADIANOS 


Sabemos que uma circunferéncia mede 360?. Qual 
será sua medida em radianos? 
Pensemos... 


O comprimento de uma circunferéncia de raio r, numa 
certa unidade и, é 27r. Logo, sendo x a medida da circun- 
feréncia em radianos, temos, pela regra de trés: 





rad u 

1 AS 27 rad 
5 

E nr ~ x= 2m rad 





Assim, temos: 


A medida de uma circunferência é 2x rad. 


Como л = 3,14, a conclusão anterior nos diz que o 
comprimento da circunferência equivale a 27 = 6,28 raios 
dessa circunferência. 


3. TRANSFORMAÇÕES DE UNIDADES 


Dizemos que uma medida em radianos é equivalente a 
uma medida em graus se são medidas de um mesmo arco, 
por exemplo, 2л rad é equivalente a 360º, pois ambas são 
medidas de um arco de uma volta completa. Conseqüen- 
temente, temos: 


7 rad é equivalente a 180º 


Essa equivaléncia nos permite transformar unidades, 
ou seja, dada a medida de um arco em graus, podemos 
obter a medida desse arco em radianos e vice-versa. 
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D - 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 8 

















Лок = 261,7 т 





15 , А 
e AA J EXERCÍCIOS BÁSICOS Ё 
A R.2 Determinar, em radianos, a medida equivalente a 120°. PH 0 em radianos a mediadora A E. 
< Resolução д 
A Lembrando que л rad equivalem a 180º, basta resol- 
= vermos a regra de três: A 
E rad graus ~. 480x = 120x жап 
т 180 х= 
180 
х 120 
A, = E rad B 
R.3 Determinar, em graus, a medida equivalente a $T rad. 
Resolução 
rad graus T 
1804. TUN 
n 180 WX 6 graus B.2 Determine, em graus, a medida do arco AMB, da figura 
x | e abaixo. 
онаа ў 7. х= 30% 
О comprimento de uma curva 
No projeto de uma estrada, um engenheiro prevê 
que uma curva terá o formato de um arco de circun- 
ferência de raio 500 m. Desde o ponto A, início da 
curva, até o ponto B, final da curva, a estrada muda 
sua direção em 50°. Observe como o profissional 
calcula o comprimento que terá a curva: 
B.3 Determine, em radianos, a medida equivalente a: 
a) 240º f) 270º 
b)315* g) 30º 
c) 210º h) 300* 
d) 45º i) 20º 
e) 90* j 40º 
B.4 Ехргеѕѕе, em graus, a medida equivalente a: 
T 
a) 5 rad 
b) E rad 
c) T rad 
7л 
а) a rad 
e) + rad 
т 
f) o rad 
g + rad 
Cálculo da medida a do ângulo central: 
150º + 90º + 90º + a = 560° = a = 50° 8) E rad 
Regra de três usada no cálculo do comprimento x n 
da curva: i => rad 
360" —2 - п : 500 т j) 1rad 
spa н p Ira 
ao x k) 1,5 rad 


1) 0,7 rad 


Sugestão. Para os itens j, k e 1, substitua т, na regra de 5. ARCOS TRIGONOMÉTRICOS 











4. CIRCUNFERÉNCIA TRIGONOMÉTRICA 


Até aqui, definimos seno, co-seno e tangente somente 
para ángulos agudos. Vamos estender esses conceitos para АЈ А > 
ângulos não-agudos. Para isso é necessária a construção 180° 02200. 
de um sistema chamado circunferéncia trigonométrica. 

Consideremos uma circunferéncia de raio unitário 
(r = 1), cujo centro coincide com a origem de um sistema 270° |в' 
cartesiano ortogonal. 


trés, por um valor aproximado. Por exemplo, no item j: < 
А cada ponto М da circunferéncia trigonométrica asso- её 
гай graus ciamos medidas em graus ou radianos do arco AM. [um 
3,14 180 Exemplos ы 
1 х а) Partindo do ponto А e girando uma volta completa no 2 
sentido anti-horário, associamos as seguintes medidas [e] 
complementares de Са Cà тоова $ 
A 
90] B o 
E 














ou 
4 
x 
2 rad B 
A! A 
n rad O rad, 2л rad 
E rad | 8' 





Essa estrutura, juntamente com as convenções a seguir, é b) Partindo do ponto A e girando uma volta completa no 


chamada de circunferência trigonométrica. sentido horário, associamos as seguintes medidas aos 
pontos A, B, A' e В": 

Convenções 

I. O ponto A(1, 0) é a origem de todos os arcos a serem -270°| B 
medidos na circunferência. 

П. Se um arco for medido no sentido horário, então 
a essa medida será atribuído o sinal negativo (—). A' A 

III. Se um arco for medido no sentido anti-horário, en- -180° 0°, 360° 
tão a essa medida será atribuído о sinal positivo (+). 

IV. Os eixos coordenados dividem o plano cartesiano 
em quatro regiões chamadas quadrantes; esses quadrantes 





-90°| В" 
são contados no sentido anti-horário, a partir do ponto A. 
Em resumo: ou 
A 
A 
y 





A 


A > 
3 О rad, 21 rad 


PS Origem 


dos arcos 
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Arcos cóngruos 
Definição 


Dois arcos trigonométricos AM e ÁN são côngruos 
se, e somente se, as extremidades M e N coincidem. 


Indicaremos que а e B são medidas de arcos cóngruos 
рога = В (lê-se “a é cóngruo a B”). 


Exemplo 
Consideremos a circunferência trigonométrica: 








Partindo do ponto A e girando duas voltas completas 
no sentido anti-horário, associamos as seguintes medidas 
aos pontos A, B, A' e В": 

^ 
90° = 450° | В 


А 
180° == 540° 


A » 
0° = 360º = 720° 





am 
A 


270° = 630*|B' 


Гав. = 
r= PE 


DE 
2 


> 


ja 


M 
N 


> 





w 


zE 





Convenção 

Para indicarmos a medida de um arco trigonométrico, 
em radianos, não é necessário explicitar a unidade rad. 
No exemplo anterior, quando associamos ao ponto B os 


T 5л T 
valores эй © go deve-se entender т тай е 
= rad. 


j EXERCÍCIOS RESOLVIDOS “o 


R.4 Determinar a medida x do arco da primeira volta positiva 
(0° = x < 360º) que possui a mesma extremidade do 

arco de 1.110°. 

Resolução 


Basta eliminarmos do arco de 1.1 10º todas as suas voltas 
completas. Para isso, dividimos 1.110º por 360º: 


1.110? 360* 
30* 3 


Assim, 1.110? = 3 • 360° + 30º. 
O arco de 1.110º possui três voltas completas e mais 30º. 
Portanto x = 30°. Dizemos que 30º é cóngruo a 1.1 10º. 


E 110* 





R5 Determinar a medida x do arco da primeira volta positiva 


(0 = x < 27) que possui a mesma extremidade do arco 


15x 
2 


Resolucáo 





de rad. 


Como no exercício anterior, vamos eliminar as voltas 





completas de rad. Para isso vamos transformar 


esse arco numa soma de dois outros tal que um deles seja 














o total de voltas completas contidas em 5л гай. 
15x 127 Зп 
Isto ё, = —— +> 
sto é 2 2 
E 
três voltas 
completas 
PESTE F am жк 
Logo, x — “т Dizemos que > é cóngruo a 
15л 
2 
^ 
> 
Эк _ 151 
AE 





6. SIMETRIAS 


É muito útil sabermos relacionar medidas de arcos 
trigonométricos com extremidades simétricas em relação a 
um dos eixos coordenados ou à origem do sistema carte- 
siano, pois isso nos ajudará, mais adiante, a calcular os 
senos e os co-senos desses arcos. 

Consideremos, por exemplo, o ponto M da figura abaixo 
associado à medida 30º. 


M (30º) 





Pelo ponto M, tracemos três retas: a perpendicular ao 
eixo das ordenadas, a que passa pela origem do sistema e 
a perpendicular ao eixo das abscissas. Essas retas intercep- 
tam a circunferência nos pontos N, P e Q, respectivamente. 








Os pontos N, P e Q são chamados de simétricos (ou 
correspondentes) do ponto M. 

Determinemos as medidas x (0º < x < 360º) associadas 
aos pontos N, Pe O. 








Os ângulos NÓE e MÓF têm a mesma medida (pois os 
triângulos NOE e | MOF são congruentes). Logo, o arco 
trigonométrico AN mede 180º — 30º = 150º. 

A 


(180º - 30º) N M (30°) 








Analogamente, temos: 


M (30º) 


30º гі ЈА 





(180° + 30°) Р LM 








Resumindo: 


^ 


(180º + 30º) Р А 


Generalizando o resultado anterior, temos: 





Q (360° – 30º) 








І. Sendo о uma medida em graus: 





(180º - o) № 


(180º + 0) P 


II. Sendo « uma medida em radianos: 
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B.8 O ponto M, da figura, está associado à medida X rad. 





n А 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO * 


Calcule as medidas x (0 « x < 27) associadas aos pontos 


R6 О ponto M da figura está associado à medida == rad. N. Peg. x 
Determinar as medidas x (0 « x < 27) associadas aos 
pontos N, P e Q. É 
N 


UNIDADE 6 


x 
| M (с) 

үа » 
v 
Р КАЕ, [2] 

> 

B.9 Determine as medidas x (0º « x < 360º) associadas aos 
vértices dos retângulos: 























А 
DF uzon ] м $ 
Resolucáo 
popa P | Q(310) 
b) A 





ra 


' 


B.10 Quais são as medidas x (0 = x < 27) associadas aos 
vértices dos retángulos abaixo? 























с) ^ 
3 aa DA 
' EXERCÍCIOS BÁSICOS eme tdo (ш) 
B5 Determine a medida x, do arco da primeira volta positiva 


(0º = x < 360º), que possui a mesma extremidade do b) 
arco de; 
a) 1.850º b) 1.320º c) 1.020* 


B.6 Obtenha a medida x, do arco da primeira volta positiva 














(0 < x < 2m), que possui a mesma extremidade do ud Q 
arco de: 

187 13x 21x 
a) 5 rad b) 3 rad c) 4 rad 


B7 O ponto М, da figura, está associado à medida 21º. Quais ra EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


são as medidas x (0° < x < 360º) associadas aos pontos 

Duas rodas dentadas, com sessenta dentes a maior e 
vinte dentes a menor, estão engrenadas entre si. Quando 
a maior girar 327 rad, quantas voltas dará a menor? 














(Fuvest-SP) Quantos graus mede, aproximadamente, um 
arco de 0,105 rad? 


(UnB-DF) Quanto mede em radianos um arco de 2*15'? 
Sugestáo. Transforme 15' em grau. 


C4 O polígono AMBNA'PB'Q, abaixo, é um octógono 
regular. Determine os valores x, —27 = x < 2m, associ- 
ados aos pontos A, M, B, №, A', P, B', О. 











Se a e B são duas medidas, em graus, associadas a um 
mesmo ponto da circunferéncia trigonométrica, entào 
podemos afirmar que: 
а)а= В 
b) a = В + 360° 
c) a = В +2 · 360° 
Фа= В – 2 · 360° 
e)a = В + k * 360°, para algum k, k € Ж 


€6. Sea е B são duas medidas, em radianos, associadas a um 
mesmo ponto da circunferência trigonométrica, então 


podemos afirmar que: 
aa=B 
ъа= В + 2л 

с) а= В + 4л 
@о= В – 2л 


e)a = В + k · 27, para algum k, k € Z 


Em Qual é a medida x do arco da primeira volta positiva 
(0º = x < 360º) que possui a mesma extremidade do 
arco de —40*? 


Es. Determine a medida x do arco da primeira volta positiva 
(0º < x < 360º) que possui a mesma extremidade do 
arco de —1.110º. 


1691 (UFCE) Dois arcos trigonométricos são cóngruos se, е 
somente se, têm a mesma extremidade. Qual das medidas 
abaixo é de um arco côngruo ao arco trigonométrico de 


T 








т rad? 

a) =. rad d) E rad 
b) E rad e) x rad 
c) Ls rad 
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1. EXTENSÕES DOS CONCEITOS DE 
SENO E CO-SENO 


Consideremos na circunferência trigonométrica um 
arco АМ de medida о, 0° < a < 90º. 


| 
pesa 


СӘ M (о) 
to E |А 
X LZ 


No triángulo retángulo OMP, temos: 








cos a = SE = ОР 


sena = ME =MP 


Note que as medidas OP e MP são, respectivamente, a 
abscissa e a ordenada do ponto M. 

Veremos a seguir como ampliar os conceitos de seno 
e de co-seno de um arco (ou ângulo) para qualquer arco 
trigonométrico. 


Definição 
Dado um arco trigonométrico АМ de medida a, 


chamam-se co-seno e seno de o a abscissa e a orde- 
nada do ponto M, respectivamente: 


> 





Шел “М (ху, Ум) 
sen o. 1 
— > 





+ cos a = Abscissa de M = xy 
«sen a = Ordenada de M = yy 


Exemplo 


Como o raio da circunferência trigonométrica é unitário 
(medida igual a 1), temos que as coordenadas dos pontos 








A, B, A' e B' são: 
A 
B(0,1) 
A (4, 0) 
(71, 0)A' 
B'(0,-1) 
Note que: 
cos0º =x, = 1 ѕеп 0° =» = 0 


cos 90º = x, = 0 
cos 180° = x, = —1 
cos 270° = xy = 0 
cos 360° =x, = 1 


sen 90° = yp = 1 
sen 180° = y, = 0 
sen 270º = y = —1 
sen 360º = y, = 0 


2. VARIACÀO DE SINAL DO SENO E DO 


CO-SENO 


н 


О seno de um arco é а ordenada da extremidade 


desse arco. Como os pontos de ordenadas positivas 
são os do 1º e os do 2? quadrante e os pontos de 
ordenadas negativas são os do 3º e os do 4º quadrante, 
temos o seguinte quadro de sinais para o seno: 


^ 
Seno 








П. O co-seno de um arco é a abscissa da extremidade 
desse arco. Como os pontos de abscissas positivas 
são os do 1º e os do 4? quadrante e os pontos de 
abscissas negativas são os do 2º e os do 3? quadrante, 
temos o seguinte quadro de sinais para o co-seno: 





> 
Co-seno 








3. REDUÇÃO AO 1º QUADRANTE 


O objetivo desse estudo é relacionar o seno e o co-seno 
de um arco do 2º, do 3º ou do 4º quadrante com o seno e 
o co-seno do arco correspondente no 1º quadrante. Para 
exemplificar, utilizaremos a tabela dos arcos notáveis: 





Observe que essa tabela apresenta senos e co-senos de 
alguns arcos do 1º quadrante. Vejamos como utilizá-la 
nos demais quadrantes. 


Redução do 2º para o 1º quadrante 


h 
) 7 
ү, EXERCÍCIO RESOLVIDO. ERES 
ЕЛ Calcular sen 150º e cos 150º. 
Resolução 
A extremidade M do arco de 150º pertence ao 2º qua- 
drante: 


— 


(150°) М; 








Tracando por M a perpendicular ao eixo dos senos, obte- 
mos o ponto Р, correspondente de M no 1? quadrante, 
conforme figura abaixo. 


Seno^ 





(150º) M9- & P (180° — 150° = 30º) 








Os pontos M e P têm ordenadas iguais e abscissas opostas. 
Logo, temos sen 150º = sen 30º = A e 


cos 150º = —cos 30º = =28, 


Redução do 3º para о 1º quadrante 


М 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO m 
R.2 Calcular sen 240º e cos 240º. 





Resolução 
A extremidade M do arco de 240º pertence ao 3º qua- 
drante: 
Bos 
(240º) 


Traçando por M a reta que passa pelo centro da circunfe- 
rência, obtemos o ponto P, correspondente de M no 1º 
quadrante, conforme figura abaixo. 


Seno A 


P (240* — 180º = 60º) 








> 
Co-seno 


(240º) 





Os pontos M e P têm ordenadas opostas e abscissas 
opostas. 
Temos, então, sen 240º = —sen 60º = ——— е 


cos 240º = —cos 60º = — > 
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Redução do 4° para o 1° quadrante 





R3 Calcular sen 330º e cos 330°. 
Resolução 
A extremidade M do arco de 330º pertence ao 4º qua- 
drante: 





M (330º) 





Traçando por M a perpendicular ao eixo dos co-senos, 
obtemos o ponto P, correspondente de M no 1º quadrante, 
conforme figura abaixo. 


Seno 


P (360º — 330º = 30º) 


А > 
Co-seno 


M (330º) 





Os pontos M e P tém ordenadas opostas e abscissas 
iguais. 
1 


Logo, temos sen 330º = —sen 30º = e 


cos 330º = cos 30º = 2 


Conclusões 


Os senos (ou co-senos) de dois arcos correspondentes 
têm o mesmo módulo. 


Exemplos 








a É Шр 
a) [sen 150°] кеп 30] => | | 


b, |sen 240°| =: [sen 60°| => I = ES 





c) [cos 330%] = |cos 30º] = | d - | | 


z|= 
2 2 








d) [cos 240°| = [cos 60º] = | 





Assim sendo, conhecendo-se o seno (ou co-seno) de 
um arco do 1º quadrante, o cálculo do seno (ou do co-seno) 
do arco correspondente num outro quadrante se resume, 
simplesmente, ao estudo do sinal. 


Exemplo 


Para o cálculo do sen 210º, basta obtermos o seno do 
correspondente de 210º no 1º quadrante, ou seja, sen 30º, 
e atribuirmos a ele o sinal do seno no 3º quadrante, isto é, 
o sinal negativo: 


sen 210º = —sen 30º 


15 1 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS #8 





Observe a circunferéncia trigonométrica e calcule: 


Зп Зл 
d) cos EE esen "a 


a) cos 0 e sen O 


x т 
b) cos TX esen T 


C) cos T e sen T 


€) cos 27 e sen 27 


B0, 1) 





B'(0,-1) 





B2. Calcule o valor da expressão: 


cos 0º sen 270º + sen 90º cos 180º 


Ee sen? 90º + cos? 180º 
Obtenha o valor da expressão: 
— Sen 2x + cos 8x ies E 
sen? 3x Р 2 


B4 Com o auxílio da tabela dos arcos notáveis: 








Calcule: 

a) sen 120? €) sen 300º i) sen 225? 
b) cos 120* f) cos 300º j) cos 225° 
c) sen 210º g)sen 135º К) sen 315º 
d) cos 210º h)cos 135º 1) cos 315° 


Com o auxílio da tabela dos arcos notáveis, calcule: 








a) sen + d) cos E 
Sr Lim 

b) cos TF e) sen 6 
4n Пл 

C) sen Sas f) cos 6 


B.6 Determine o valor da expressáo: 


sen 330º + cos? 300º 
sen 200º + cos 70º + sen? 240º 


Sugestão. Ângulos complementares. 





B.7 (UFPA) O valor da expressão 


sen е koe + (s T E 
3 6 4 ` 


а) 1 oi 


ЭҮ d) -4 


B.8 Observando a figura, classifique como V (verdadeira) ou 
F (falsa) cada uma das afirmações: 
a) sen (180º — а) = sena 
b) sen (180° — а) = —sen a 
c) sen (180° + a) = sena. 

d) sen (180º + a) = —sen a 
e) sen (360º — а) = sena 
f) sen (360º — а) = —sen a 
g) cos (180º — а) = cos a 
h) cos (180º — а) = —cos a 
i) cos (180º + а) = cosa 
j) cos (180° + a) = —cos a 
К) cos (360º — а) = cosa 
1) cos (360º — а) = —cos a 








Nota 

Mesmo que a extremidade do arco de medida œ não 
esteja no primeiro quadrante, as relações anteriores que 
são verdadeiras continuarão verdadeiras. Verifique! 


B.9 De acordo com suas conclusões no exercício anterior, 
simplifique a expressão: 
sen (180º — a) — sen (180º + a) 
sen (360? — a) E 
com sen a + 0 


E= 





B.10 Dois arcos de medidas opostas, а e —a, têm extremi- 
dades simétricas em relação ao eixo dos co-senos. Ob- 
servando a figura, classifique como V (verdadeira) ou F 
(falsa) cada uma das afirmações: 


a) cos (~a) = cosa 
b) cos (~a) = —cos a 


с) ѕеп(—о) = sen a 
d) sen (—a) = —sena 











Nota 

Mesmo que a extremidade do arco de medida o. nào 
esteja no primeiro quadrante, as relações anteriores que 
sáo verdadeiras continuaráo verdadeiras. Verifique! 


B.11 De acordo com suas conclusóes no exercício anterior, 
calcule: 
a) sen (—30º) 
b) cos (—45?) 


с) sen(—210º) 
d) cos(—300º) 





4. RELAÇÃO FUNDAMENTAL DA 
TRIGONOMETRIA 


Dado um arco trigonométrico de medida a, tem-se: 


зеп? а + сов? a = 1 


Vamos demonstrar apenas о caso em que a extremidade 
do arco de medida œ é um ponto do primeiro quadrante, 
porém é importante ressaltar que a relação continua verda- 
deira mesmo que essa extremidade não esteja no primeiro 
quadrante. 


Demonstração 


Seja a a medida de um arco com extremidade no 1º 
quadrante: 


M (a) 


AN, 


о Р 








Aplicando o teorema de Pitágoras no triángulo OMP, 
temos (PM)? + (OP)? = (OM). Mas sabemos que 
PM = sen a, ОР = cosa e OM = 1 (raio). 

Logo, temos sen? a + cos? а = 1. 
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x 
cc 
E 
Lu 
= 
О 
z 
О 
= 
[ea 
E 





" 
ш 
а 
< 
a 
z 
> 





Consequências da relação 
fundamental 


Da relação fundamental sen? « + cos? a = 1, obtemos 
as relações: 


.Seoa-l-—co?a е cosa=1-ser?a 






y 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS Inss 


R.4 Sendo sen a = E e a < a < л, calcular o valor do 


cos a. 


Resolução 


2 
зеп? а + costa = 1 = E) + соб? а = 1 


DE 


- EP 16, que 
ооа = 1— ое '.соз®«@ = —— ¿cosa = + 


25 


Como T <a < т, isto é, a é um arco do 2º quadrante, 


temos que cos a = — +. 


RE Зл i: 
R5 Sendosena =2cosaer<a< та determinar os 
valores de sen a e cos а. 
Resolução 
sen?a+cos а = 1 (1) 
ѕеп а = 2 соѕ а (П) 


(II) em (Т) = (2 cos a)? + cos? a = 1 
7.4 соѕ а + соз? а = 1..5cosa = 1 





Ro 
Mas, como x < а < Sr. isto é, a é um arco do 








2 
3º quadrante, temos que cos а = — = 
Fazendo cos а = — 8S em (II), temos que: 
sena = — 3 


Е.6 Resolver a equação na variável x: x? — 2х + cos? a = 0. 


Resolução 5 
Na variável х, a equação é do 2º grau. Logo, temos: 


A-—(-2»—4*1*cogà 
Л.А —4—4cos?a 7. A = 4 (1 — cosa) 


Sabemos que 1 — cos? а = sen? a; então А = 4 sen? a. 
Logo, temos: 


2 + Jj4sen'a = 29 sena 
2 A 2 


“x=1ltsena 


XE 





Então. 5 = {1 + seno. 1 — sena). 





J EXERCÍCIOS BÁSICOS en 


BIZ Sendo cos a = = е Eua « a « 2л, calcule o valor de 


sen a. 


a 1 
B.13 Calcule o valor de cos о, sabendo que sen a = — qe 


quer <a < =. 


BI4 Quais são os valores de sen x e cos x, sendo 


T 
senx = —2 cos хе VE <х<л? 


B15 Obtenha m, m € IR, de modo que: 


m+1 
5 





sen x = E ecosx — 
В.16 Resolva a equação na variável x: 
x? + 2x + sen?a = 0 
B.17 Determine o valor do sen x, sabendo que 
3sen?x — 4Asenx + 1 = 0eque0 c x < $ Sugestão. 


Faça a mudança de variável sen x = y e resolva a equa- 
ção do 2º grau Зу? — 4y + 1 = 0. 


'B.18 Sabendo que 4 cos? x + 5senx — 5 = Oe que 


т « x € л, calcule o valor de sen x. Sugestão. Subs- 
titua cos? x por 1 — sen? x. 


'B.19 Calcule o valor da expressão 


E = sen? 10º + sen? 20º + sen? 30? + sen? 40º + 
+ sen? 50º + sen? 60º + sen? 70º + sen? 80º 


B.20 Obtenha o valor da expressão: 


— sen? 240º + cos 300º 
sen? 10º + cos? 350º 





03 ‚ 
J EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


¡em Calcule o valor da expressão: 
к= Sm 450º — cos 540º 
sen 990º 


Obtenha o valor da expressão: 
lix 9n. 


2 sen 
cos 487 — cos 331 


sen 








(U. Católica de Salvador-BA) É verdade que cos 5.240º 


é equivalente a: 

a) cos (—20º) d) —cos 20º 
b) cos 20º e) cos 180º 
с) —cos 160° 





(Fuvest-SP-modificado) Qual das afirmações abaixo é 
verdadeira? 


a) sen 210? < cos 210º < 


PR 
3 
43 


b) cos 210º < sen 210º < == 
A3. 
3 
Jai 


d) T X cos 210º < sen 210º 


КЕТ 


е) sen 210º < Zo « cos 210º 


c) < sen 210° < cos 210º 





€5 (Unama) Se x = A, o valor da expressão 


sen x + sen x 
cos x + sen x cos x — sen x 
a) -43 de 2 e) J3 
5) =1 d) 2a 
Q6 (Cesgranrio) Se sen x — cos x — > o valor de 
sen x * cos x é igual a: 
a) m c) + е) E 
Б" d4 


Sugestão. Eleve ao quadrado ambos os membros da 
igualdade. 


ТЕ (Unip-SP) Se sen х = + eb<x< EUM então o valor 


2 


de cos! x — sen! x será: 
в 


7 5 1 
а) F 97 9g 
6 1 
DI Ф = 





(PUC-RJ) Sabe-se que 6 é a medida em graus de um dos 
ângulos agudos de um triângulo retângulo. 


NK E 
Se sen 0 = 3 


gulo mede 20 cm, determine sua área. 


, cos 0 — k, e a hipotenusa do trián- 


cs. (U. E. Londrina-PR) Um arco trigonométrico com extre- 


midade no terceiro quadrante tem medida x e 
cos х = 3 sen x. O valor de sen x + cos x é: 











c) == 
d) == 
e) — ы 


С.10 As raízes da equação do 2? grau x? + x + k + 1 = 0 são 


sen а e cos a. Determine k. Sugestão. A soma e o pro- 
duto das raízes da equação do 2º grau ax? + bx + c = 0 


são, respectivamente, $ = -2 eP= E 
= a А SN 
cm A expressão E = ETA para cos x + 1, é equiva: 
lente a: 
а) Е = 1— соѕх 
b) Е = 1 + соѕх 
с) Е=1 


dE=1+senx 
e)E-1-—senx 


“€.12 Dé o conjunto solução da equação do 2º grau em x 


sen? a 


Tali 


2 + хсоѕа — 
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EQUACÓES 


1. MÉTODO GRÁFICO PARA A 
RESOLUÇÃO DE UMA EQUAÇÃO 
TRIGONOMÉTRICA IMEDIATA 


Uma equação do tipo sen x = k (cos x = k), em que k 
é uma constante real, é chamada de equação trigonomé- 
trica imediata. Resolvê-la em um conjunto universo U 
significa obter o conjunto S formado por todos os valores 
pertencentes a U que, atribuídos à variável x, tornam 
verdadeira a sentença sen x = k (cos x = k). Existem 
vários métodos para a resolução de uma equação imediata. 
Optamos pelo método gráfico, cujos requisitos são: 


I. Tabela dos arcos notáveis 


T rad) 45° (2 гаа) 60º 5 rad 


6 











sen m AZ AB 
2 2 2 
cos a m Е 
2, 2 
II. Simetrias 
180°- о, (Я 
> 
180º + a 360º - a 
A 















III. Coordenadas dos pontos A, B, A' e B' 


A 





B'(0, -1) 





ү, EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


E é 1 
R.1 Resolver a equação sen x = T para 0 « x < 2m. 
Resolução 
Devemos determinar os pontos da circunferência trigo- 
E < А 1 
nométrica que têm ordenada igual а 7 conforme figura 


abaixo. 








Assim, os valores de x da primeira volta positiva para os 


quais senx = — são: 


1 Finalmente, pelas simetrias, transportamos o arco auxi- 



































R2 Resolver a equação cos x = ——, para 0 ж x < 2л. E 
quae o P liar para o 2° e o 3º quadrante. « 
Resolução А [74 
Devemos determinar os pontos da circunferéncia trigo- ES 
+= ш 
quss a сла 1 Sw | 
nométrica que têm abscissa igual a — —-: T > 
d О 
^ z 
E 7 О 
3 9 
E LE 
— - > 
EN Co-seno 
Tx Assim: 
é ade ае E cR ou x=T+ шеш 
| 3 3 К 3 3 
2x 47 
Logo, 5 = (4. —— 
3 3 
Observe que os pontos que possuem o co-seno igual a R3 Resolver a equação sen x = 1 para 0 = х < 2л. 
1 А e Ё 
= Pertencem ao 2º e 3º quadrante e, portanto, não Resolução 
Devemos determinar os pontos da circunferência trigo- 
estão na tabela dos arcos notáveis. nométrica que possuem ordenada igual a 1, conforme 
Para podermos utilizar a tabela, vamos buscar no 1º qua- figura abaixo. O único ponto da circunferência que tem 
drante um arco auxiliar, isto é, o arco (da tabela) cujo ordenada 1 é o ponto B. 
u^ 1 
co-seno é igual a =: 
A 
X (arco auxiliar) 1 
3 
> 
> mE. 
x л 
Portanto, x = uy Logo, $ = E А 





As fases da Lua 


As fases da Lua resultam de sua posicao em relacao aos 
raios solares. Sendo o Sol (5), a Lua (L) e a Terra (T) os 
vértices de um triángulo cujas medidas dos lados e dos 
ángulos estáo indicadas na fiqura abaixo, o Seno e o co-seno 
nos permitem calcular a medida do ángulo i, chamado de 
ângulo de fase, através das equações: 


со 


Il 


d sen i 


d, sen D 
d, = d, cos D 


Il 


d cos i 
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Rã Resolver a equação cos x = 0, para 0 « x « 2л. 
Resolução 
Devemos determinar os pontos da circunferência que 
têm abscissa igual a zero, conforme figura abaixo. Os 
pontos de abscissa zero são B e B'. 








A 
B (0, 1) 
E 
2 
> 
Зл 
2 
В' (0, -1) 
Portanto: 
а= Же tu 
2 2 
Зл 


Logo, 5 = | Z, 


Je 
iB z 
ү, EXERCÍCIOS BÁSICOS шн 


B.i Resolva as equações para 0 < x < 2л. 


a) senz = E g)cosx=—1 
3 = 
b)cosx = ——7— h)senx — 0 
с) cosx= 1 i) eu pue 03. 
2 
j) senx=3 


К) cosx = —5 


B.2 Determine o conjunto solugáo de cada uma das equa- 
ções, para 0º « x < 360º. 


1 
а) senx — —- D cos = E 
1 
Б) cos 1 === ёзепх = -2 
с) ѕепх = 1 созу = E 
d)cosx=0 i) cosx — —1 
е) ѕепх = 0 j) senx=—1 


B.3 Qual é o conjunto solução da equação cos x = > no 


В лт 
intervalo [+ >| 

B.4 Considerando o universo U = [0, 4x], resolva a equação 
cos = 1. 


В.5 Ре о conjunto dos valores de x, 0 © x « m, que satisfa- 


cam a igualdade sen x = —1. 





Exercícios complementares de С.1 а С.5 ~ 


2. EQUAÇÕES NA FORMA FATORADA 


A propriedade do produto nulo garante que o produto 
de números reais é igual a zero se, e somente se, pelo 
menos um dos fatores é igual a zero. Essa propriedade é 
muito útil na resolução de equações na forma fatorada, 
como veremos a seguir. 


J EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.5 Resolver a equação: 
2 cos x sen x — sen x = 0, para 0 = х < 2л 
Resolução 
Fatorando o primeiro membro da igualdade pelo caso do 
fator comum, temos que sen x (2 cos x — 1) = 0. 


Pela propriedade do produto nulo, temos sen x = 0 ou 
2cosx— 1=0. 








Isto é: 
* ѕепх = 0 
^ 
A! Ad = 
x-0oux-m 
ll 
* oucosx = — 
^ 
— > 











Logo, 5 = fo. T, ET 


=. 
|. 


M 
18 г 7 
J EXERCICIOS BASICOS 
B.6 Resolva a equação (2 sen x — 1)(2 cos x + /3 ) = 0, 
para 0 = x < 2л. 


B.7 Obtenha o conjunto dos valores de x, 0 < x < 2л, tais 
que sen x cos x = 0. 
B.8 Qual é o conjunto solução da equação: 
2senxcosx — cos x= 0, para 0 = x < 2л? 
Sugestão. Fatore o primeiro membro da igualdade. 


B.9 Resolva a equação: 
sen? x cos х — cos x = 0, para 0 = x < 2n 
B.10 Dé o conjunto solução da equação 
2 sen x cos x — 2 cos x — sen x + 1 = 0), no universo 


U = [0, 2л[. Sugestão. Fatore o primeiro membro por 
agrupamento. 





Exercícios complementares de C.6a C9 


3. RESOLUÇÃO DE EQUAÇÕES 
TRIGONOMETRICAS ATRAVES DE 
EQUACOES POLINOMIAIS 


Equação polinomial é toda equação que pode ser repre- 
sentada por um polinómio igualado a zero. 
Exemplos 
a) 5 — 4t — 1 = 0 (equação do 2º grau) 
b) 6 — 21? — 4t = 0 (equação do 3º grau) 

Certas equações trigonométricas podem ser resolvidas 
com o auxílio de uma equação polinomial, bastando para 


isso uma mudança de variável. Observe os exercícios 
resolvidos. 


iy 
o) 
j EXERCÍCIOS RESOLVIDOS gos: 


R.6 Resolver a equação: 


2 зеп? х + sen x — 1 = 0, para 0 < x < 2n 
Resolucáo 
Fazendo sen x = t, temos a equação do 2º grau: 


22+1-1=0 0, A-P—4*2-1) — A-9 


se = A ш 
.t- 4 =t j Mt 1 


1 
Como sen x = г, temos sen x = y ou sen х = —1. 


Resolvendo essas equações imediatas, na primeira volta 
positiva, temos: 


* Sena L 
2 


alg 











R.7 


• оп sens = —] 








A 
T | 
[3x 
e) 
РЕ 
> 2 
m Sm 3m 
M SEE рт 
Resolver a equacáo: 


2 cos? х + sen x — 1 = 0, para 0 = х < 2л 
Resolução 
Quando uma equação apresenta seno e co-seno, um 
recurso muito útil é usar uma das identidades: 


sem x = 1 — cos? x ou cos? x = 1 — sen? x 


para transformar a equação noutra equivalente, que apre- 
sente somente seno ou somente co-seno. 
Na equação proposta pelo exercício vamos substituir 
cos? x por 1 — sen? x. 
Temos, então: 
2(1 —semx) + senx— 1=0 
..2—2senta+senx-1=0 
4. —2 sen? x + senx +1 = 0 


Fazendo sen x — t, temos: 


=1 + 
18 E141. p= 21559. > 
—4 
=p a out=] 
2 
Assim, sen x = -+ ou sen x = 1. 


Resolvendo essas equações imediatas, na primeira volta 
positiva, temos: 


* senx = -5 





\ Æ (arco auxiliar) 
6 





> 
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ү, EXERCÍCIOS BÁSICOS 
B.11 Resolva a equação: 


2sen?x — sen x — | = 0, para 0 S x < 2x 


B.12 (Fatec-SP) O conjunto solução da equação 
2cos? x + cos x — 1 = 0, no universo U = [0, 27], é: 





a) End] 
3 3 
b) End] 
с) o Eon 
d) "e apa =, =| 
ae dx v de маш 


B.13 Obtenha os valores de x, 0 < х < 2x, que satisfaçam a 
igualdade 2 cos? x + 3 sen x — 3 = 0. 


`В.14 Resolva a equação 2 sen? x — 3 cos x = 0, no universo 
U = [0, 211. 


B.15 Qual é o conjunto solução da equação 
sen? x + cos? x — |=0,para0<x< 27? 


B.16 Considerando o universo U = [0, 2л[, resolva a equação 
соз? x — sen? x = 1. 


Exercícios complementares de C.10 a C.16 


) | z 
Jj EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


GA (UFAC) O menor valor positivo de x que satisfaz a equa- 
cáo 2 senx—1=0é: 


с) e)n 


ю|а oja 


a 
© 


C.2 (Ceeteps-SP) A soma das raízes da equação 


cost x = + param « x « 2r é: 


а) п с) Зл : e) E 
5x 
2 EL 
b) 2x d) 2 
"С.З Resolva a equação sen? x = > para 0 = x < 2m. 


43 Determine a soma das raízes да equação sen? x = > 
para 0 = x < 27. Sugestão. Indique por а a raiz perten- 
cente ao 1* quadrante. 


C5 Resolva a equação sen х = cos х, рага 0 < x < 2m. 
Sugestão. Procure na circunferência trigonométrica os 
pontos que têm abscissa e ordenada iguais. 


€.6 Resolvaa equação: 
2 sen x cos x = cos х, para 0 = х < 2x 


Cuidado! Náo divida os dois membros por cos x, pois, 
se о fizer, você perderá a possibilidade de o cos x ser 
igual a zero, e, portanto, perderá raiz da equação. Obte- 
nha uma equação equivalente com um dos membros 
igual a zero. 

СЛ Determine o conjunto solugáo da equagáo: 


cos x (2 sen x + 3) = 2 cos x, para 0 = х < 2л 
és. (Faap-SP) Resolva a equação: 

sen? x cos x + sen x cos? x = 0, para 0 = х < 2x 
€.9 Dê o conjunto dos valores de x, 0 < x < 2л, que satisfa- 
sen x 


cosx o cosa” 
Cuidado! Imponha a condição de existência cos x + 0. 


CO (Faap-SP) Determine x com 0 < x < 2л, 





cam a igualdade sen x + 


tal que 4 sen* x — 11 sen? x + 6 = 0. Sugestão. Faça 
sen? x = y. 


-C.11 Determine, para 0 = x < 27, o conjunto solução da equa- 
ção 3 sen? x + 2 = 3 — cos! x. 


cm Obtenha o conjunto dos valores de x, 0 < x < 2r, que 
satisfaçam a igualdade 8 sen? x — 7 sen? x — 1 = 0. 
Sugestão. Faça sen? x = y. 


'C.13 Resolva a equação 2 cos? x — 6 cos? x — cos x + 3 = 0, 
no universo U = [0, 2r[. Sugestão. Fatore o primeiro 
membro por agrupamento. 


C414 (Fuvest-SP) O número de raízes da equação 
sen*x + cos! x = 1, para 0 = x < 2m, é: 
a) 1 с) 3 
b) 2 d)4 
Sugestão. sen! x = (sen? x)? = (1 — cos? x. 


e) infinito 


`С.15 Resolva a equação 2 sen? x + [sen x| — 1 = 0, para 
0 = х < 2л. Sugestão. sen? x = |sen x. 
C46 (UFGO) Determine todo x no intervalo [0, 2n[ que satis- 
eos? 


faça a equação 2. ER 










INEQUACÓ )MÉTRICAS EM 
: 


1. MÉTODO GRÁFICO PARA A 
RESOLUÇÃO DE INEQUACOES Ls 
IMEDIATAS EM SENO OU CO-SENO sui 


= 
ре 
= 
ш 
= 
о 
Z 
е) 
= 
е 
Е 


s T т 
abscissa menor que ——, são todos entre "a e =, 


Inequacóes do tipo sen x > k ou cos x > k (ou com as 
relações =, <, = ou 7), sendo k uma constante real, são 
chamadas de inequações imediatas. Para resolvê-las 
usaremos o método gráfico, como mostram os exercícios 








> 
resolvidos a seguir. 
Re Ж 
EXERCICIOS RESOLVIDOS 
7 1 = x Sr 

КЛ Resolver a inequagáo sen x > =» Para 0=х< 2л. Logo,S=|xER| Ed Sx Tw] 

Resolução B 

Devemos determinar os pontos da circunferência trigono- R.3 Resolver a inequação sen x < =» рага 0 s x « 2n. 

métrica que têm ordenada maior ou igual a I Resolugáo 

Devemos determinar os pontos da circunferéncia trigo- 


JS. 


nométrica que têm ordenada menor que 77—: 





IH 5л 
Os pontos que possuem ordenada —- são Же 


2 ааты 





1 A maior dificuldade dessa resolução é a maneira de se 
os que têm ordenada maior do que Nic todos entre dar a resposta. Para entender o porqué da forma da 
resposta, vamos “esticar” (retificar) a circunferência: 


xo. Sr 

==, ео o 

6 6 0 X 2n 2x 
3 3 


Logo, S = ix € | == sxs 2). 
Dessa maneira, percebemos que o conjunto solução é a 
reunião de dois intervalos, ou seja: 


R.2 Resolver a inequação cos x < > para 0 « x < 2m. 


[о а) U 2 
Resolução В 3 3 
Os pontos que tém o co-seno menor que > isto é, Logo, S = (e ER|0<x< = ou ЕЗ <х< х) 
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NEO total da luz a [ 





f eU dde m Sas esse melo. do ar, pa que 
haja. reflexão total da luz, a medida 6 do àngu 





N| 





0 7 
Jj EXERCÍCIO BÁSICO #8 


Вл _ Resolva as seguintes inequações, para 0 « x < 2л: 
D snas E h)cosx 0 
b)senx < + i) senx= 1 
с) senx> 0 j) cosx< 1 
зах y k)cosx 1 
ejes e 2 1) ѕепх #1 
peor d. DOES 

2 2 
в) cosx < 0 
Exercício complementar E 





2. SISTEMA DE INEQUAÇÕES 
TRIGONOMÉTRICAS EM UMA 
INCÓGNITA 


Um sistema de inequações trigonométricas em uma 
incógnita é um conjunto de inequações simultâneas. 


Exemplo 


sen x > 


cos x < 


SS b]= 


Resolver um sistema de inequacóes significa encon- 
trar o conjunto dos valores da incógnita que satisfaçam 
todas as inequações do sistema, simultaneamente. 


|} 7 
Г. EXERCÍCIO RESOLVIDO ЖЕ 


R4 Resolver para 0 < x < 27, o sistema de inequações: 


1 
> — 
зеп х > > 
cos Xx BAA 
2 
Resolução 
Resolvendo cada uma das inequações do sistema, temos: 
1 
L > 
зеп х > 3 








IL cos x < 


la 





7n 
4 





O conjunto solução do sistema é a intersecção das solu- 
ções de (I) e (II). Retificando as circunferências, temos: 
he =~ e oo 
0 T 1 2n 

^ 


A —————————Ó—À———À 
: E 7 2л 


e 
a 


Ф| 


а 


! 
| 
ап —— E A 

2x 


al; 


els 
ag 


Logo, S= ve m] E x ues =. 


iB ; А 
Jj EXERCICIOS BÁSICOS 


senx=0 


B.2 (Mackenzie-SP) Resolvendo o sistema 1 
cos x « z 


mR obtém-se: 

5л т 
a) E = €x X E 
эт <х<т е) = 


T 7л 
Mlle E ACA 
My ERES y 


М2 


" sen х > —7— 
B.3 Resolva, para 0 « x < 2л, o sistema 


1 
соѕх 2 75 


B.4 Determine, para 0 « х < 2m, o conjunto solução do 


* senx 0 
sistema 
cosx «0 
1 
зеп х > —-- 
B.5 Resolva, para 0 < x < 27, o sistema i 
cos x < — 
2 


B.6  (Cefet-PR) No universo U = [0, 2r[. o conjunto solução 








de — «anie E é: 
а) {хЄ Е T <x< х 
T а pa РЕА 
Б) {хЄ IR 6 Sp е2 <x< z) 
T ewel qu E 
с) {х ER 6 <x< 3 ou 3 <x< 6 
x т 2n т 
d) {x € IR p Sie e сг =х< = 
e) jr E IR T «xe ou ZE «xx E 
Sugestáo. A dupla desigualdade E <senx< cs ë 
snam 
equivalente ao sistema 
sen x < 45. 


2 





Exercícios complementares de C.2 a C.5 


3. RESOLUCAO DE INEQUACOES 
TRIGONOMÉTRICAS ATRAVÉS DE 
INEQUAÇÕES POLINOMIAIS 


Chama-se inequação polinomial na incógnita x toda 
inequagáo que pode ser colocada em uma das formas 
Р(х) > 0, Р(х) > 0, Р(х) < 0, Р(х) < 0, Р(х) + 0, em que 
P(x) é um polinómio. 


Exemplos 
а) x? — 5x + 6 > 0 (inequacáo do 2º grau) 
b) х2 — 4х2 + 3x < 0 (inequacáo do 3? grau) 


Certas inequações trigonométricas podem ser resolvidas 
através de inequações polinomiais auxiliares, bastando 
para isso uma mudança de variável. Resolveremos algumas, 
como modelos. 





рк. Эч 





J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS MIMS 
R.5 Resolver a inequacáo 2 cos? x — cos x < 0, para 
0=х< 2л. 


Resolução 
Fazendo a mudança de variável cos x = Г, temos: 


2: —t «0 


A função f(t) = 21? — t tem o gráfico: 


ю|ә 


Observe que f(r) < O para 0 < t < > 


Logo, 0 € cos x < > 








Assim, o conjunto solução é: 


= ек| $ «xL ou HE == 21) 
| Д Е se 
EXERCÍCIOS BÁSICOS “o 


B.7 Resolva a inequação: 


2sen?x—senx<0,para0<x<2r 


'B.8 Obtenha, para 0 < x < 27, o conjunto solução da ine- 
quação 2 sen2x — „/2 senx > 0. 


B.9 (U.F. Juiz de Fora-MG) Resolva a ineguação: 


2 sen? х — 3 sen x + 1 > 0, para 0 < x < 2m 


'B.10 Determine o conjunto dos valores de x, 0 = x < 2x, de 
modo que 2 cos? x — 2 sen? x — 1 < 0. 


B.11 Resolva, para 0 < x < 2л, a inequacáo: 


2. еп? х + 5cosx 42 0 
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b) Qualquer a, a > e 


c) Qualquer a, T <a< E 


d) Qualquer a, T «ac E 


e) Qualquer a, F <a< E 





> < 
Sugestão. ab >0 e [^ o ou de о 


20 b«0 


ca Determine o conjunto solução da inequação: 


sen x cos x < 0, para 0 = x < 2л 


Y 
D р 
J EXERCICIOS COMPLEMENTARES ^ 


Ke] 
ш 
Га | Гета] (FGV-SP) Para que valores reais de а tem-se que 
«a x? + 2x + 2 sen a > 0 para qualquer número real х? 
- a) Qualquer a, a > fu 
6 
2. 
2 


(F. Taubaté-SP) Se |cos x| < d espe т, então: 


2 
т т T Sr 
Bro SAS от ducis 
bO<a< = 9 << 
т 
Du уст 


сз Resolva a inequação sen x cos х > 0, para 0 = х < 2л. 


cs. Obtenha o conjunto dos valores de x. 0 = x < 2л. que 

satisfaçam a desigualdade: 
(sen a — L) (cos 12) <0 
2-0 < 
Sugestão. ab <0 65 [5 ou е D 
b<0 b>0 

C6 (FGV-SP) A solução da inequação ,/2 cos? x> cos xno 

intervalo [0, л] é: 


us n 
a <i<— ou «cxx 
)0=х 4 о 2 XST 


)0<х= E ou 27 =х<п 


9 0<х< c ou 21 << 


л 2x 
n <= 
d) =: 3 


e) n.d.a. 


С7 (ЕЕ. С.І. Santa Cecília-SP) Se х Є ]0°, 360º[ e 
sen x > sen? x, então: 
а) 0° < x < 90° 
b) 0° € x < 180° 
c) 90° < x < 270° 
d) 120° < x < 240° 
e) 0° < x < 180° ex + 90° 


2sex—1«0 


En Resolva, para 0 « x < 2m, o sistema 1 
cos x = T 






TANGENTED 


1. EXTENSÀO DO CONCEITO DE 
TANGENTE 


Para compreendermos a definição que virá a seguir, 
consideremos na circunferência trigonométrica um arco 
ÁM de medida 30º: 











A medida do ângulo AÓM também é 30º. 


Seja t a reta perpendicular ao eixo das abscissas pelo 
ponto A: 


> 








> 





O prolongamento do raio OM intercepta a reta г no 
ponto T. No triângulo AOT, temos que: 


AT 


tg 30 m AR 


Como OA = 1, pois OA é o raio da circunferência tri- 
gonométrica, obtemos: 


tg30º = —— > 


AT tg30°=AT 


Assim, a tg 30° é a medida do segmento AT. 


Para estendermos o conceito de tangente de um 
arco trigonométrico, consideremos como eixo das tan- 
gentes o eixo real t, perpendicular ao eixo das abscis- 
sas, com origem À e a mesma orientação do eixo das 
ordenadas. 
^t 


A 


Eixos das 
tangentes 











2 





Definigáo 


Dado um arco trigonométrico АМ, M E В e 
M = B', de medida a, chama-se tangente de a 
(tg a) a ordenada do ponto T obtido pela intersec- 
ção do prolongamento do raio OM com o eixo das 
tangentes. 














Observe que o ponto M não pode coincidir com В | 


nem com В’, pois os prolongamentos dos raios OB e OB' 
não interceptam o eixo das tangentes. Por isso dizemos 
que não existe tangente de um arco com extremidade em 
Bou B'. 
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TRIGONOMETRIA 


Variação de sinal da tangente Em resumo, a variação de sinal da tangente é dada por: 























wo 
ш 1. Se um arco АМ tiver extremidade no 1? ou no 3° ^ X 
[ml quadrante, então o prolongamento do raio OM intercep- t 
Ge tará o eixo das tangentes em um ponto de ordenada posi- 
[mE tiva: 
z | tt ж (= 
2 ^ > 

Tangente = 

zc * 

> 
A 
Jj EXERCICIOS RESOLVIDOS 
Rl Calcular os valores de: 
^ At a) tgm b)tg0 
4 Resolução 
Tangente а) A extremidade do arco de medida л rad é o ponto А’. 
positiva Prolongando o raio OA”, interceptamos o eixo das tan- 
gentes no ponto À, cuja ordenada é zero. Logo, tg л = 0. 
5, 
^t 











quadrante, então o prolongamento do raio OM intercep- 
tará o eixo das tangentes em um ponto de ordenada nega- 


> ^ 
П. Se um arco АМ tiver extremidade no 2º ou no 4? x 4 > 





























tiva: 
b) A extremidade do arco de medida 0 rad é o ponto A. 
Prolongando o raio OA, interceptamos o eixo das tan- 
gentes no ponto A, cuja ordenada é zero. Logo, 
> tg0=0. 
Te ti 
negativa i te 
[7] > 
> 
pr R2 Determinar o sinal do produto: 
P = tg 13º tg 190º tg 352º 
Resolução 
Os arcos de medidas 13º, 190º e 352º têm extremidades 
Por (Т) e (II) dizemos que a tangente é positiva para ar- no 1º, no 3º e no 4º quadrante, respectivamente. 
cos do 1º e do 3º quadrante e negativa para arcos do 2º e Logo, tg 13º > 0; tg 190º > 0; tg 352º < 0, 


do 4º quadrante. Assim, temos que P < 0. 





Teorema 
sena 
cos a ` 





Se cos а + 0, então tg a. = 


Demonstração 
Faremos a demonstração apenas no 1° quadrante. 

















> 
AT _ PM 
ЛОТА ~ AOMP > 04 OP 
Mas temos que: 
AT=tga 
ОА = 1 
PM = sena 
ОР —cosa 
tga _ sena 
Logo, 1 cosa ` 
(c.q.d.) 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO ———— 
R.3 Sabendo que tg a = 2equer<a< =, determinar 
os valores de sen o e cos a. 
Resolução 
| а = 2 
sen? a + cos? а = 1 


sena _> 
4.4 cosa 
sen? œ + cos? a = 1 


. [sen a = 2 cos a (I) 
'"|sen? а + cos? a = 1 (ID 


Substituindo (I) em (ID, temos: 


(2cos a)! + cosa —1.'.4cosa + co? = 1 


5 o E E 
2.5 соз? а = 1 7. со? а = лова = xa 


x 
5 


Como a pertence ao 3* quadrante, temos 





cosa = — P 
5 
Fazendo cosa — — 5 em (D), temos 


sena = — 


245 
= 


2. REDUÇÃO AO 1° QUADRANTE 


Vamos estudar as relações existentes entre tangentes 
de arcos do 2°, do 3° ou do 4° quadrante com os arcos cor- 
respondentes no 1° quadrante. 

Para exemplificar, usaremos a tabela de arcos notáveis: 








y 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO Ju 
R4 Como auxílio da tabela dos arcos notáveis, calcular; 
a) tg 120º b) tg 210º c) tg 300º 
Resolução 


a) O correspondente, no 1º quadrante, da extremidade 
M do arco de 120º é o ponto P, extremidade do arco 
de 60º. 


tg 60º 





tg 120º 











Como os triângulos OTA e OT'A são congruentes, se- 
gue-se que os pontos Т e Т” têm ordenadas opostas. 


Logo, concluímos que tg 120º = —tg 60º = — ERA 
b) O correspondente, no 1º quadrante, da extremidade 


M do arco de 210º é o ponto P, extremidade do arco 
de 30º. 


T 
tg 210º = tg 30° 
> 














Observe que a ordenada do ponto T é simultaneamen- 
teatg 210º e a tg 30º, isto é: 


tg 210º = tg 30° = E. 
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с) О correspondente, no 1° quadrante, da extremidade 
M do arco de 300? é o ponto P, extremidade do arco 
de 60º. 











Como os triângulos OTA e OT'A são congruentes, se- 
gue-se que os pontos Ге T’ têm ordenadas opostas. 


Logo, concluímos que tg 300º = —tg 60º = — 3 s 
Redução ao 1º quadrante 
(generalização) 


Dado um arco de medida a, com extremidade no 1º 
quadrante, temos: 







(180º — a) 





tg (180º – о) 





tg (180º — a) = —tga 


tg 0 = tg (180º + о) 





(180° + as 





tg (180° +a) — tg a. 
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tg (360º — o) 





tg (360º — а) = —tg a: (360*- a) | 
Se a for uma medida em radianos, essas relações de- 
vem ser expressas como: 
tg (m — а) = -tga 
tg(T+a)=tga 
tg (27 — a) = -tga 
Nota 
Existindo a tangente de a, mesmo que a extremidade 
do arco « não seja ponto do 1? quadrante, as três relações 
anteriores continuam verdadeiras. Verifique! 


Y 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO 
R5 Simplificar a expressão, com tg a + 0: 


tg (180º — а) — tg (180º + а) 


ie ig (360º — а) 





Resolução 
Sabemos que tg (180º — a) = —tg a, 
tg (180º + a) = tg a e tg (360º — а) = —tg a. 


Assim, p= BE os „ po A. por 
Ziga ga 


3. ARCOS DE MEDIDAS OPOSTAS (a E —a) 


Dois arcos de medidas opostas (a e —a) têm extremi- 
dades simétricas em relação ao eixo dos co-senos. 
Observe: 

















Note que os prolongamentos dos raios que passam pelas 
extremidades dos arcos а e —a interceptam o eixo das 
tangentes em pontos de ordenadas opostas, conforme fi- 
gura abaixo. 











tga 
> 
19 (-a) 
Assim, tg(—a) = —tg a. 
| Y 
| 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO 
R.6 | Calcular o valor de tg (—60º). 
Resolucáo 
Sabemos que tg (~a) = —tg a. 
Logo, tg (—60º) = —tg 60º = —./3 . 
| y 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS 
В.1 Calcule: 
a) tg 180° b) tg 360º c) tg 270° 


B.2 Sabendo que tg a = —3 e que z < a < л, calcule os 
valores de sen a e cos a. 5 


В.З Sabendo que sen x = — + e que E «x « 2m, de- 
termine tg x. 


B.4 Como auxílio da tabela dos arcos notáveis, calcule: 


a) tg 150º c) tg 330º e) tg 225º 
b) tg 240º d) tg 135º T) tg 315° 
B.5 Calcule o valor da expressão E = ncs аз, para 


x= 120º. 


B.6 Como auxílio da tabela dos arcos notáveis, calcule: 





a) tg = c)tg E 

b) tg HE d)tg E 
В.7 (U.E. Londrina-PR) O valor da expressão 

cos HE + sen HE +в Эт É 

b) -4 ' е) A 


c) 0 


B.8 (U.E. Londrina-PR) A medida a de um ângulo é igual 
ao triplo da medida do seu suplemento. Nestas condi- 
ções, tg a é igual a: 











a)l с)0 еу)—1 

b) - d) ко, 
B.9 Simplifique a expressão: 

EA uxo Z% paratga #0 
B.10 Simplifique a expressão: 

—te (Ox — 
- BEED -BOTA pagano 

B.11 Calcule: 

a) tg (—45°) b) tg (—120?) с) tg (— 300%) 
BIZ Calcule: 

»«[-5) as) 

re) 


D 5 
Jj EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 
С.Л (PUC-MG) O arco que tem medida x, em radianos, é tal 


que 

T «x«mnetgx- -42. O valor do seno de x é: 
3 2 

T 

b) 4/2 8-5. 


C2 (Fuvest-SP) Se tgx = З eme =, então o valor 
de cos x — sen x é: 


a) 2. 


5 9-7 


2 
УР 5 


7 1 
b) -= d) 
) 5 ) 5. 
€3 Sabendo que 2 sen x + cos x = tg x cos x, determine o 
valor de tg x. Sugestão. Devemos ter cos x * 0, pois, 
caso contrário, nào existiria tg x. Assim sendo, podemos 
dividir ambos os membros da igualdade por cos x. 


€.4 Ет que quadrantes o produto sen x tg x é positivo? 





Sendo a a medida de um arco trigonométrico com 
cos @ > 0 etg a: < 0, determine a que quadrante perten- 
ce a extremidade do arco de medida o. 


.€,6 (U. Е. Uberlándia-MG) Obedecidas as condições de 


existência, a expressão EEE F A 
sen x cos (—x) 

idéntica a: 

a)2cosx d) —cos x 

b) -2 cos x е)0 

C) cos x 
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1. MÉTODO GRÁFICO PARA А 
RESOLUCAO DE UMA EQUACAO 
IMEDIATA EM TANGENTE 


Equações do tipo tg x = k, sendo k uma constante real, 
são chamadas de equações imediatas. Para resolvê-las 
usaremos o método gráfico, do mesmo modo que fizemos 
para o seno e co-seno. Os requisitos para esse método 
são: 

I. Tabela dos arcos notáveis 


rad | 60^ | rad) 


II. Simetrias 
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Ш. Os valores de tg 0 e tg x 





Os prolongamentos dos raios pelos pontos A ou A' en- 
contram o eixo das tangentes no próprio ponto A. Logo, 
temos tg 0 = Oetg x = 0. 


iB ; 
ү EXERCÍCIOS RESOLVIDOS Ж 


RA Resolver a equação tg x = 1, para 0 < x < 2r. 


Resolução 
Marcamos no eixo das tangentes o ponto P de ordenada 
igual a 1. 
^ ^ 
P 











Tracamos por P a reta que passa pelo centro da circunfe- 
réncia trigonométrica. Tal reta intercepta a circunferén- 
cia nos pontos M e N. Os valores da primeira volta posi- 
tiva associados a M ou N são as raízes da equação. 


> 





H 


2 
ia 








R3 Resolver a equação tg x = 0, para 0 = x < 2л. 
Logo, х= E oux=1+ T = AE, R3 SATUS В 


4 Resolução 
з So Marcamos no eixo das tangentes o ponto P de ordenada 
Assim, 5 = ES =| zero e a seguir traçamos por P a reta que passa pelo cen- 
tro da circunferência trigonométrica: 
R32. Resolver a equação tg x = —1, para 0 = х < 2л. A 
Resolução | 


Marcamos no eixo das tangentes o ponto P de ordenada 
igual a —1 e traçamos por P a reta que passa pelo centro 
da circunferência, obtendo M e N. 


> 
> 
D] 
v 





< 
= 
Lu 
= 
о 
2 
о 
= 
с 
= 











Tal reta intercepta a circunferência nos pontos A e A'. 
Logo,x=0 ou x = п. 
Assim, 5 = (0, л). 








4 4 
М T 7 Jj EXERCICIOS BASICOS TNT 
As raízes da equação são os valores associados a M ou 
N, na primeira volta positiva. Tais valores não estão na B.1 Resolva as equações para 0 « x < 2r: 
tabela dos arcos notáveis, pois M e N estão fora do 1º E J3 
quadrante. Busquemos, então, no 1º quadrante, o arco a) tgx= 3 d)tgx---3- 
auxiliar, isto é, o arco (da tabela) cuja tangente é 1. 
bugs E e)tgx=0 
ce)ytgx--43 figx-l 


B.2 Determine o conjunto solução da equação: 


tg? x — tgx = 0, para 0 S x < 27 





Sugestão. Fatore o primeiro membro e aplique a propri- 
edade do produto nulo. 


B3 (U. Católica de Salvador-BA) Quantas são as soluções 
reais da equação 3 tg? x — tg x = 0, se x pertence ao 
intervalo [0, 27]? 

a) Uma. c) Três. e) Cinco. 
b) Duas. d) Quatro. 


B.4 (PUC-PR) A soma das raízes da equação 
senx = ./3 + cos x no intervalo [0, 27] é: 











Finalmente, pelas simetrias, transportamos o arco auxili- 
ar para o 2º e para o 4? quadrante. 


a)z o SES 


5n Tr 
Е Da 


Sugestão. Na equação, o valor do cos x é certamente 
> diferente de zero, pois se cos x = O tem-se que sen x = 1 
ou sen x = —l, e, nos dois casos, a sentença 





4 senx= 4/3 cos x é falsa. Assim, é permitido dividir 
ambos os membros da equação por cos x. 








P B.5 Considerando o universo U = [0, 2л[, resolva a equação 
sen x = cos x. 





т т 7n B.6 (Cesgranrio) O número de raízes da equação tg x = 4 no 
Logo, x=1-— =>" oux-2m——- =>. intervalo [0, 27] é: ў 
E s 4 4 
a)2 b)l 0) 3 d)4 е) 0 
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2. MÉTODO GRÁFICO PARA A 
RESOLUÇÃO DE INEQUAÇÕES 
IMEDIATAS EM TANGENTE 


Inequações do tipo tg x > k (ou com as relações =, <, 
< ou +), sendo k uma constante real, são chamadas de 
inequações imediatas. Para resolvê-las usaremos o mé- 
todo gráfico, como mostram os exercícios resolvidos a 
seguir. 





e 
iB ә 
Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS o 


R.4 | Resolver a inequação tg x > 1, para 0 < x < 2л. 
Resolução 
Determinemos, inicialmente, os arcos que têm tangente 
iguala 1: 











Pelo ponto de ordenada 1, do eixo das tangentes, e por 
todos os pontos, desse eixo, com ordenadas maiores que 
1, vamos traçar retas que passam pelo centro da circun- 
feréncia: 











Os pontos de intersecção dessas retas com a circunfe- 
rência trigonométrica formam o conjunto solução da 


inequação. 
Logo: 
T T 
= — =х< >= 
5 perl q x= o 
5л Зп 
ЭЪ aq 
a E | 


'R.5 Resolver a inequação tg x < 4/3 , para 0 < x < 2x. 


Resolução 
Determinemos, inicialmente, os arcos que têm tangente 


iguala 435 














Por todos os pontos do eixo das tangentes que possuem 
ordenadas menores que [3 , vamos tracar as retas que 
passam pelo centro da circunferéncia: 


w 
2 





Os pontos de intersecção dessas retas com a circunferén- 
cia trigonométrica formam o conjunto solução da ine- 
quação. 
Logo: 

4n 


= fo de o ai A se 
S [kerjo Rar os <x q M 


+ «xen 


J EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.7 Resolva as inequações para 0 = x < 2л: 
a) tgx = 43 
b)tgx«1 
c)tgx=>-—1 


43 


WI M 
d)tgx 3 


e) tgx > am 
Dtgx>0 


g)tgx<0 
B.8 (Mogi-SP) Resolvendo o sistema de inequações 
tgx<l 


1 » Para 0 < x < 2л, obtém-se: 
>= 
senx> => 











x т 2т Зп 
а) 4 sx 3 us <x< T 
л т 2n Sr 
5) === ou =х< 6 
л T 
eS = 
с) 6 x< 2 
T x 
Ф т SER 
e) E zya ou Zax a 
6 4 6 


B.9 Considerando o universo U = [0, 2n[, determine o con- 
junto solução de —1 < tg x « 1. 





) ‚ 
Jj EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES |... 


Dê o conjunto solução da equação 
(tg? x — 3)X(sen x + 1) = 0, no universo U = [л, 2r]. 


'C2 Resolva a equação tg? x — (1 + Мз)ш x+ 43 =0, 
no conjunto universo U = [0, 2n[. 
Sugestão. Faça a mudança de variável tg x = y e calcule 
a soma e o produto das raízes da equação do 2º grau: 


p=(1+ 3) + 43 =0 





(Acafe-SC) No intervalo [0, 2л[, a soma das raízes da 
9 


tg? x tg x 








equação 1 + 


a) x 


b) 2x 


Сд Determine, para 0 < х < 27, o conjunto solução da equa- 
ção sen x tg x + sen x — tg x соз x — cos x = 0). 


es. (UFBA) Determine os valores de x, x € [0, 2л] de modo 
que | tgx| < 43. 





(UESC) Resolva a inequação tg? x — tg x < 0 para 
0=х< 2л. 


Determine о, 0 < а < 2л, de modo que a equação do 2º 
grau 4x? — 4x — tg a = 0 admita raízes reais. 
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1. CO-TANGENTE, SECANTE E 
CO-SECANTE DE UM ARCO 
TRIGONOMÉTRICO 


Essas trés "novas" relacóes tém relativa importáncia na 
trigonometria, pois sempre que exigidas podem ser subs- 
tituídas por expressões em seno, co-seno ou tangente. 

Indicamos a co-tangente de um arco a, a secante de o 
eaco-secante de o pelos símbolos cotg с, sec a e cossec о, 
respectivamente. 


Definições 


cos a 











cotg à = , para sen a + 0 
sen o 
sec a = ‚ para cos a + 0 
cos а 
cossec q = » para sen a + 0 
sen q 


Observe, pela definição de cotg o, que, se além de 
sena # 0 tivermos também cos a + 0, então: 


cot; "mL 
8 tg a 


3g А 
ү, EXERCICIOS RESOLVIDOS 











R.I Calcular: 
a) cotg 30* b) sec 180º с) cossec 90º 
Resolução 
J5 
p. c0530 _ 27 — 
a) cotg 30 sen 30° =т= „3. 
2 
1 1 
== LT oL 
b) sec 180' cos 180° =1 1 
C) cossec 90? = L Е СЕЕ 1 
sen 90º 1 


R2 Resolver a equação sec x = 2, para 0 = x < 2л. 
Resolução 
Condição de existência cos x + 0). 











A 1 
ѕесх=2 8 Д =2 /. сох = — 
cos x 2 
A 
E 
~ 
' 
| 
Уң E 
085 
Tu 
21 
1 
5r 
3 
Be eeu 
3 3 


R.3 Sabendoquecotgx=2e0<x< T calcular cossec x. 
Resolução 
cosx _ 
sen x 
sen? x + cos? x = 1 


e cosx = 2senx (1) 
` | зеп? х + cos? х = 1 (П) 


Substituindo (I) em (II), temos: 
sen? х + (2 зеп x) —1.'. se? x + 4sen? x = 1 


.'. 5 веп2х = 1.7. ѕепёх = 


u|— 





^. Sen = E S 
5 
Como х é um arco do 1? quadrante, temos sen x = EN 
Logo, cossec x — cM m MU NS: 
š sen x 45: A5. Pv 
5 
4 4 
J EXERCICIOS BASICOS 
В.Л Calcule: 
a) cotg 45º b) sec 0º с) cossec 270º 


B.2 Calcule o valor da expressão: 
E = sec 60º + cossec 30? — cotg? 30º 


B.3 (Cefet-PR) Se f(x) — 3 - cossec (2x) + cos (8x), 
f (=) é igual a: 


6 
a) 2 с) 1 e)2 


b)0 d) > 


B.4 Resolva a equação cossec x = Az para 0 = x < 2m. 


B.5 Determine o conjunto solução da equação: 


tg x + сор x = 2 sec x, para 0 = x < 2x 


Зл 





B.6 (U. E. Londrina-PR) Se x é tal que t < х < EB 
sec x = — 5/5 , então o valor do sen x é: 
45. Eni _ 30 
a) 5 c) 5 e) Еа 
b) A. d) т 


B.7 Sendo cossec x = 3 e = < x < п, calcule tg x. 
B.8 (U. Católica-GO-modificado) Simplificando-se a expres- 


sã е obedecidas as condições de 
existéncia, obtém-se: 
a) tgx 
b) sec x 


C) cossec x 
d) sen x 


e) cotg x 


Exercícios complementares de C.1 a C.6 


2. IDENTIDADES 


Consideremos o conjunto universo IR, dos nümeros 
reais. Observando as igualdades: 


Ix=6e(x+5P=x+ 10x + 25 








percebemos que a primeira se torna uma proposição ver- 
dadeira apenas para x = 2 е que a segunda se torna 
verdadeira para qualquer valor real atribuído à variável 
x. Por isso dizemos que a primeira igualdade nào é uma 
identidade em IR e que a segunda é uma identidade em IR. 


Definição 


Uma igualdade em uma variável x, f(x) = g(x), é 
uma identidade num conjunto universo U se, e so- 
mente se, a sentença f(a) = g(a) é verdadeira para 
qualquer valor de a, a € U. 


Exemplos 
a) São identidades no universo U — IR as seguintes igual- 
dades: 
e sen? x + co? x = 1 
* x+x=2x 
e(x+x—D=x-1 


b) Não são identidades no universo U = IR as seguintes 
igualdades: 
х 7 2 E 
* — = 1, pois a sentença não se torna verdadeira 
х 
рагах = 0; 

* x? = x, pois a sentença não se torna verdadeira 
para valores negativos de x, como, por exemplo, 
x--—3. 

* ig X COS x = sen x, pois a sentença não se torna ver- 
dadeira para valores que nào tém tangente, como, 


T 
por exemplo, x = Б: 


Nota 
Uma igualdade f(x) = g(x) pode nào ser identidade 
em um universo U e ser identidade em outro universo V. 


Exemplo 


A igualdade = = ] não é identidade no universo 


U = IR, porém é identidade no universo V = IR*. 


Técnicas para demonstração de 
identidades 


Existem várias técnicas para se demonstrar uma iden- 

tidade. Apresentaremos duas. 

I. Para provarmos que uma sentença f(x) = g(x) é 
identidade em um universo U, podemos seguir os 
seguintes passos: 

* passo 1: provamos que f(x) e g(x) estão definidos em U; 
* passo 2: escolhemos um dos membros da igualdade 
f(x) = gx) e, a partir dele, obtemos o outro membro. 


É 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.4 Demonstrar que a igualdade tg x + cotg x = sec x cossec x 
é identidade no universo: 


U = {x EIR |sen x # Oe cos x + 0} 

Resolução 
Passo 1: Para existir a expressão tg x + cotg x, deve-se 
ter cos x + 0 e sen x + 0. Logo, o primeiro membro da 
igualdade está definido em U. 
Para existir a expressão sec x cossec x, deve-se ter 
cosx + 0 e sen x + 0. Logo, o segundo membro da 
igualdade está definido em U. 
Passo 2: Partindo do primeiro membro da igualdade, 
temos: 

primeiro membro — tg x 4- cotg x — 








= Senx ү cosx sen? x + cos? x 
COS X senx COS X sen x 
E: 1 _ dpt HR 
cos x sen x cosx  senx 


= sec x cossec x = segundo membro 


Pelos passos 1 e 2, provamos que a igualdade é identi- 
dade em U. (c.q.d.) 


IL Podemos provar que uma sentença f(x) = g(x) é 
identidade em U, a partir de outra identidade 
h(x) = t(x), em U. 
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Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO = 


R.5 Demonstrar que a igualdade sec? x = 1 + tg? x é identi- 
dade no universo U = [x € IR | cos x + 0]. 


Resolução 

Sabemos que a igualdade sen? x + cos? x = 1 é identi- 
dade em IR e, portanto, também o é em U, pois U C IR. 
Dividindo-se ambos os membros dessa igualdade por 
cos? x, com cos x + 0, temos: 


sen? x 
cos? x 


tesi Ч 
cos? x cos? x 
-—tgix-1-sectx 





N 
D E 7 
Jj EXERCÍCIOS BÁSICOS 5 





B.9 Verifique se as sentenças abaixo são ou não identidades 
nos respectivos conjuntos universo: 
а) 2(x + 3) = 2x - бет U = IR 


DES =0mU=R 


с) À =0emU=R* 
x 


d)tgxcotgx = lem U = IR 
e) tgxcotgx = lem U= [x € R | senx  Oecosx * 0) 


B.10 Demonstre que cada uma das igualdades é identidade no 
respectivo universo U: 
a) 1 + cotg?x = cossec? x em U = {х € IR | sen x +0) 
b) (tg x + сор x) sen x = sec x em 
U = [x € IR | sen x cos x 0] 
c) (1 + sen x)(cossec x — 1) sec x = cotg xem 
U = [x € R | sen x cos x + 0] 
d) sent x — соѕї х = sen? х — cos? xem U = IR 
e) (sec? x — 1)(соѕѕес2 x — 1) = lem 
U = (x EIR |sen x + Oecosx + 0) 
f) tg x cos x — cossec x sen? x em 
U = (x € IR | sen x cos x + 0} 
Sugestão. Transforme essa igualdade na igualdade 
equivalente tg x cos x — cossec x sen? x = 0. 


B.11 A igualdade sen 2x = 2 sen x é uma identidade em 
U — IR? Justifique sua resposta. 


B.12 Determine o mais amplo universo U, U C IR, de modo 
que a igualdade cos x sec x — 1 seja identidade em U. 


Exercícios complementares de C.7 a С:9 


3. IDENTIDADES NOTÁVEIS 


Duas identidades merecem destaque devido a suas mál- 
tiplas aplicações em resoluções de problemas. São elas: 


a) secx = 1 +tg?x рагасоѕх + Ое 


b) cossec?x = 1 +cotg?x parasenx + 0 


Demonstrações 
Sabemos que sen? x + cos? x = 1 (1) é uma identidade 
еш ІК. 


a) Supondo cos х + O e dividindo ambos os membros 
de (Т) por cos? x, temos: 


sen? x 
cos? x 
=> tg'x+1=seclx 


cos? x 1 
cos? x cos? x 





(c.q.d.) 


b) Supondo sen x O e dividindo ambos os membros 
de (I) por sen? x, temos: 


sen? x uos a __ 4 
sen? x sen? x sen? x 
= 1 + cotg?x = cossec? x 





(c.q.d.) 


J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 





R.6 Sabendo quetgx=3equer<x< Bm calcular sec x. 


2 
Resolução 
Sabemos que sec? x = 1 + tg? x. Substituindo a tg x por 
3, temos: 


sec? x= 1 + 3?.°.зес?х = 10 ..secx= + 4/10. 


Como x é um arco do 3º quadrante е a secante tem o mes- 
mo sinal do co-seno, temos: 


ѕесх = — „0 


R.7 Resolver a equação ѕес?х + tg x = 1 рага0 < x < 27. 
Resolução 
Condição de existência cos x + 0. 
Substituindo sec? x por 1 + tg? x, temos: 


l1+tex+tgx=1 > tgxttgx-0 
“tgxltgx+ 1)=0 


Então, temos: 
“tgx=0 











n x=00ux=7 


etg =| 











box mci. qune. 
i 4 4 


Temos, então, como conjunto solução: 


e 3m 7m 
su fo, T, E x m 


Du 7 
Jj EXERCÍCIOS BÁSICOS ШЕЕ 


B.13 Sabendo que cotgx = 15 eque0 € x « 5 calcule 


o valor da cossec x. 


B.14 Determine o valor da tg x, sabendo que sec x = „5 e 


+ <x<2r. 


B.15 Determine o valor de a sabendo que sec x = a + le 
tgx=a. 


tg? x 


——2———, com cos x #0 
1 + sec x 


B.16 Simplifique a expressão E = 
ecosx * —1. 


B.17 (UFRS) A expressão tg? 5º — sec? 5? vale: 


a) 0 b)1 c) 51 d)5 еу—5 


B.18 (Unicap-PE-modificado) Resolva a equação: 
(1 + tg? x)cos x = 2 para 0 = х < 27 


B.19 Resolva a equação sec? x + tg x — 1 = 0 para 
0 =х< 2л. Sugestão. sec? x = 1 + tg? x. 


11 





к 
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. Exercícios complementares С.10 


M 
D: 1 
Jj EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.1 (U.F. Uberlândia-MG) Se œ = 4.520º, qual é a afirma- 
ção verdadeira? 


a) cossec a > 0 d)tga=0 
b) cotg a = 0 e) cosa > 0 
с) sena « 0 


€.2 (UDESC) A expressão mais simples para 
1 


—À22.——,— — Sec xé: 

cos? x cosec? x 
a)l с)0 е) sec? x 
b)-1 d)tgx 
Nota 


A co-secante de um arco de medida x pode ser simboli- 
Zada por cossec x ou por cosec x. 


€.3 (UFMG) Determine todos os valores de x pertencentes 
ao intervalo ]0, л[ que satisfazem a equação: 


3tgx+2cosx=3secx 


€.4 Resolva a equação sec? x — 3 sec x + 2 = 0, para 
0=х< 2л. 


€.5 Obtenha o conjunto dos valores de x, 0 < x < 2m, de 
modo que cotg? x + cotg x = 0. 


C.6 Simplifique a expressão: 


p= (sec? x — 1)(cossec? x — 1) 
1+ 102 х 





com sen x + Оесоѕх * 0. 


CJ Determine o valor de k de modo que a igualdade 
(cos х + sen x)? + ksenx cos x — 1 = 0 seja uma iden- 
tidade em IR. 


sen x 
1 + cos х 


para sen х + 0, é idéntica а: 


1 + cosx 


С.8 (FGV-SP) А expressão E 








a) 2 d) 2 cossec x 
cos x 
1 cos x 
у ѕеп х 9 1 + sen х 
C) sec x 


€.9 (PUC-SP) A expressão 0880 Х S com 
sec x — cos x 
cos x = 0 e sen x + 0, é identicamente igual a: 
а) собр? x 
b) sec? х 
C) sen? x + cos x 
d)tg? x + sec x 
e) cossec? x 


C.10 Determine o conjunto solução da equação: 
sec*x — 2tg? x = 2 para 0 S x < 27 
Sugestão. sec? x = | + tg x => tg? x = sec? x — 1. 


С.11 (UFPR) Se cos x 0, a expressão sec^ x — tg'x — lé 


idéntica a: 
а) tg? x с) 2tg x e)l 
b) —tg x d) 2tg? x 


Sugestão. sec* x = (sec? x). 


191 


= 
e 
H 
ш 
= 
o 
2. 
lo) 
2 
с 
= 





o 
ы 
а 
< 
a 
z 
= 








1. ASSOCIANDO NÚMEROS REAIS A 
PONTOS DA CIRCUNFERÉNCIA 
TRIGONOMÉTRICA 


Cada ponto da circunferéncia tri- 
gonométrica é extremidade de infini- 
tos arcos trigonométricos. Por exem- 
plo, na circunferéncia ao lado, consi- 
derando as infinitas voltas que pode- 
mos girar nos dois sentidos, o ponto A 
é extremidade dos arcos de medidas: 


-.. 7 Am rad, —2m rad, O rad, 27 rad, 4m rad, 6r rad, 8T rad, ... 


Associando cada número real x à extremidade do arco 
de medida x rad, vamos identificar o conjunto dos números 
reais com o conjunto das medidas em radianos, por exem- 
plo, associamos: 

* onúmero real 0 à extremidade do arco de medida 0 rad; 
* o número real 1 à extremidade do arco de medida 1 rad; 


* o nümero real = à extremidade do arco de medida 


> rad; 


* onümero real t à extremidade do arco de medida Trad; 
etc. 


Nümeros reais 
associados a pontos da 
circunferéncia 
trigonométrica 


fz rad А 21 
e 1 rad 
n rad 0 rad п E — 
E 2x rad == 
3 


ET rad 


Medidas em radianos 
associadas a pontos da 
circunferência trigonométrica 





ev 
E E 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.i Determinar o sinal do produto P = sen 1 sen 2 cos 3 cos 5. 
Resolução 
Os números reais 1, 2, 3 e 5 são identificados com as me- 


didas 1 rad, 2 rad, 3 rad e 5 rad, que pertencem ao 1º, ao 
2º, ao 2º e ao 4º quadrante, respectivamente. 


UTE 





uc 


etl 5 





Assim, sen 1 > 0; sen 2 > 0; cos 3 < 0; cos 5 > 0, 
Logo, Р < 0. 


2. EXPRESSÃO GERAL DOS NÚMEROS 
REAIS ASSOCIADOS A UM PONTO DA 
CIRCUNFERÊNCIA TRIGONOMÉTRICA 


Os infinitos números reais, em or- A 
dem crescente, associados ao ponto 
A' da circunferência trigonométrica md 
ao lado são: ar | 





Эл, TE 


Essa seqiiéncia é uma progressáo aritmética, infinita 
nos dois sentidos, cuja razão é 2r. Um termo geral dessa 
seqüéncia é representado pela expressáo que indica a 
soma de um termo qualquer da P.A. com um múltiplo da 
razão. Por exemplo: 

x-ntk:2mkezZ 


Note que atribuindo a k todos os valores do conjunto dos 


números inteiros Z = (..., —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, ...), 
obtém-se todos os termos da P.A. 
k=-2>5x=-31 
k-2—12x--n 
k=0 =х=т 
k=1 әх =3п 
k=2 әх =5л 


Por isso, a expressão x = л + k - 2л, k € Z representa 
todos os números reais associados ao ponto A'. Há outras 


maneiras de se apresentar um termo geral dessa P.A. 


Observe: 
x—--mntk:2mkeZ 


x-3nctk-2mke€zZ 
x-5ntk:2mke€Z 
etc. 


Generalizando 


Seja а um número real associado a um ponto M da 
circunferência trigonométrica. Uma expressão capaz 
de representar todos os números reais associados ao 
ponto Méx — а + k- 2r, k E Z. 


aM (о) 


3. EQUAÇÕES E INEQUAÇÕES 
TRIGONOMETRICAS 


Em capítulos anteriores, já estudamos a resolução de 
equações e inequações trigonométricas em intervalos 
limitados, como, por exemplo, [0, 2л[. Os exercícios 
resolvidos a seguir mostram a resolução de equações e 
inequações trigonométricas em IR, isto é, nas infinitas 
voltas da circunferência trigonométrica. 


y 
R 
Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS —— — 


R.2 Resolver em ІК a equação sen x = 1. 


Resolução 
A 


s (2) 








O ponto da circunferéncia trigonométrica que possui o 
seno (ordenada) igual a 1 é o ponto B. O conjunto solução 
da equação é formado pelos infinitos números reais (me- 
didas em radianos) associados ao ponto B. A expressão 
geral desses números é: 


x- S + кол, КЕ 
Logo, temos como conjunto solução: 


s=[reR|r= E *k-2nkez 





Resolver em IR a equação sen x = = 


Resolução 








As expressões gerais dos números reais associados aos 


pontos M ou N são: 
х= E + к 2лоцх= dE *tk2nkeZz 


Temos como conjunto solução: 


s=[rerIx= T + k+ 2m ou 
х= E tk med) 


r1 
J EXERCÍCIO BÁSICO iss 
BA Resolva em IR as equações: 


a) sen x = –1 
b) sen x = A 
2 
c)cosx=—1 
= 
d) sen x = 2 
е) соѕх= 1 
f)secx=2 


g)2sen'x-3senx+1=0 
h)sex--2cosx + 2 = 0 





M 
j EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R4 Resolver em IR a inequação sen x > > 


Resolucáo 





> 








Na primeira volta positiva a solução é: 


л 5n 
MM acp ap] cm 
E 
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R.5 Resolver em IR a inequacáo cos x > 


Nas infinitas voltas a solução é: 


= + к: 28 <х< JE. + k 2m comke Z 


Logo, temos: 


5= рек |= + Е-2л<х< dE * eam kez) 


2 
3 


Resolução 











Retificando as infinitas voltas da circunferência trigono- 
métrica, um dos intervalos representados pelo arco colo- 
rido é: 


—— + 
Ll 


wa 


Para descrever os infinitos intervalos que formam o con- 
junto solução S da inequação, basta adicionar k * 27 a 
cada extremo do intervalo acima. Assim, temos: 


s= (re 1-2 tk Rex + +12462) 


' EXERCÍCIO BÁSICO 
B.2 Resolva em IR as inequações: 
D sena E 9 х= + 
b) cosx = + e) cora 2 


4. 


1 
x ees 
с) cos x 2 


EXPRESSAO GERAL DOS NÜMEROS 
REAIS ASSOCIADOS A DOIS PONTOS 
DA CIRCUNFERÉNCIA 
TRIGONOMÉTRICA SIMÉTRICOS EM 
RELAÇÃO À ORIGEM DO SISTEMA 
CARTESIANO 


Observe os números reais associ- 


ados aos pontos A e А’ da circunfe- 
rência trigonométrica ao lado, colo- д, a 
cados em ordem crescente: 


—3M, —23, m, 0,1, 2n, 31, ... 


Essa segiiência é uma progressão aritmética infinita 
nos dois sentidos cuja razão é л. Um termo geral dessa 
seqüéncia é representado por uma expressão que indica а 
soma de um termo qualquer da P.A. com um múltiplo da 
razão. Por exemplo: . 

x-cOctknkez 


ou, simplesmente: 
x—-knkez 


Generalizando 


Seja œ um número real associado a um dos pontos 
M ou M' da circunferência trigonométrica, simétri- 
cos em relação à origem do sistema cartesiano. Uma 
expressão capaz de representar todos os números 
reais associados a esses pontos é: 


x=a+kmkez 





a 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.6 Resolver em IR a equação cos x = 0. 
Resolucáo 
O cos x é igual a zero se x for um 
nümero real associado ao ponto B 
B ou В’. Esses pontos são simé- 
tricos em relacáo à origem do sis- 
tema; logo, os números reais as- 
sociados a eles formam, em or- 
dem crescente, uma P.A. de ra- 
zão m. 
Temos, então: 


== tknkez 


|a 


Portanto, o conjunto solução da equação é: 


s-[:enis- > + in kez) 


R7 Resolver em R a equação tg x = 1. 


ENGL 


A 


Resolução 








Os pontos M e M' são simétricos em relação à origem 
do sistema; logo, os números reais associados a eles 


formam, em ordem crescente, uma P.A. de razão m. 
Temos, então: 


х= +kmkez 


Portanto, o conjunto solução da equação é: 


s=(reR|x= E +ime2) 


Del 


B3 


' EXERCÍCIO BÁSICO 
Resolva em IR as equações: 
а) ѕепх = 0 
b)tgx— 43: 
c)tgx= –1 
d)co?x—1 
е) senta = 1 


f) [sen x| = 1 
g)2co?x-—cosx-0 
h) sent x -2se x + 1 20 


| 5 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO — - EE 


Resolver em IR a inequação tg x > 1. 


Resolução 











Na primeira volta positiva a solução é: 


x T 5n 3n 
Z €&x«— q— << 5 
C E E MEL ENTE 


Nas infinitas voltas a solução é: 

ae este E aca 

4 + k:21=<x 2 k: 21 
ou 


Зл 
E Tk-2nsSx-« SC + К+ 21, comk € Z 
Note, porém, que, como os dois intervalos na circunfe- 
rência são simétricos em relação à origem do sistema, 
podemos dar uma única expressáo para os dois inter- 
valos, isto é: 


x << E +k 
а 6 x 2 knr,kez 


Logo, S= x€eR| T + Кт=х< Š ttmkeu. 


ч 
3 ; 
ү, EXERCICIO BASICO S EHE 
B.4 Resolva em R as inequações: 
a)tgx 3 c)tgx«l 
b)tgx= — з. 


5. NÜMEROS REAIS ASSOCIADOS A 
PONTOS QUE DIVIDEM A 
CIRCUNFERÊNCIA TRIGONOMÉTRICA 
EM PARTES IGUAIS 


Observe os números reais associ- A 





ados aos pontos A, B, A' e B' da E 
circunferência trigonométrica, colo- А A 
cados em ordem crescente: 
B. 
Зл т т Зл 5n 
nori c c m e ness deser dA f e p 
2 o VERSUS 3 


Essa seqüéncia é uma progressáo aritmética infinita nos 
E Э 7 д TE 
dois sentidos сија razáo é > Um termo geral dessa se- 
qüéncia é representado por uma expressáo que indica a 
soma de um termo qualquer da P.A. com um múltiplo da 
razáo. Por exemplo: 
kr 


zu) = 
x-0 z Re 


ou, simplesmente: 


x= —,keZ 
Generalizando 


Seja a um número real associado a um dos n pon- 
tos Aj, Ay, Az, ..., А, que dividem a circunferência 
trigonométrica em n partes iguais. Uma expressáo 
capaz de representar todos os números reais associa- 
dos a esses pontos é: 


х= а + ——=, keZ 
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I5 7 
j EXERCICIO RESOLVIDO Somm 


КОЛ Resolver em IR a equação 2 sen? x — 1 = 0. 


Resolução 


2sen'x— 1 = 0> sex = 


l 42 
. = 28 - iue 
.вепх= E y Sen E 2 











Os pontos M, N, P e Q dividem a circunferéncia em qua- 
tro arcos de medidas iguais; logo, os números reais asso- 
ciados a esses pontos, em ordem crescente, formam uma 


ve de Mac VOTES к: “a 
Р.А. derazãor = -7> E e 
À x т M 
Assim, x — Zi ck: —-. КЄ Z. О conjunto solução é: 
= = x ción 
s=frer|s- E +ko kEZ 


Dd 
' EXERCÍCIOS BÁSICOS эу 


B.5 Considerando o universo U = 


senxcosx = 0 


IR, resolva a equação: 


B.6 Dê o conjunto dos valores de x, x € IR, que satisfacam a 
igualdade (2 cos? x — 1) sen x cos x — 0. 


B.7 Resolva em R a equagáo tg? x — 1 = 0. 


B.8 | Determine no universo U = |е, +es[ o conjunto solu- 
ção da equação (sec? x — 1)(cossec? x — 1) = 0. 


B.9 No universo U = IR, qual é o conjunto solução da equa- 
ção 2 sen? x + sen x — 1 = 0? 


5 ^ 
J EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


Ci (Fatec-SP) Se x é um número real tal que 
sen? x — 3senx = —2, então x é igual a: 


25 +kmkeZz 


E +kmkeZz 


9 +komkez 


4 2 +k, kE Z 


e) SX tkmkez 
4 
С.2 Resolva em R a equação: 
соз х ѕеп х — Ja cosx — sen x + WE =0 


1 
sen x> 
ca Resolva em IR o sistema de inequações 


2 
1 
32-8 
сов HS; 


ca Resolva em IR a equação sen x tg x = sen x. 


-C.5 Determine o domínio da função f(x) = tg x. 
Sugestão. Lembre-se da condição de existência. 


C6 Qual é o domínio da função f(x) = cotg x? 


(U. F. Ouro Preto-MG) As soluções gerais da equação 
[sen x| = |cos x| são: 


a) x = (4k + DE. k inteiro. 


b)x- (2k + D k inteiro. 


с) x = 2kr, k inteiro. 
d) x = kn, k inteiro. 


e) x = Gk 0), kinteiro. 


(U. F. São Carlos-SP) A solução de 
tg? 0 + sen? 0 — 3 cos? 0 = 0 é: 


а) kn + T para todo k inteiro, 


b) E para todo k inteiro. 

с) (2k + 1) x para todo k inteiro. 
d)kn-c = para todo k inteiro. 
e) A equação não admite solução. 


-C.9 (U.E. Londrina-PR) A função dada por 
f(x) = (tg x) * (cotg x) está definida se, e somente se: 
a) x é um número real qualquer. 
b) x + 2km, onde k € Z. 
c) x * kn, onde k € Z. 


e 


2 onde k € 7. 


grr 


"RE onde k € Z. 





1. SENO, CO-SENO E TANGENTE DOS 
ARCOS DE MEDIDAS a + bEa- b 


Dados dois arcos trigonométricos de medidas a e b, 
podemos calcular o seno, o co-seno e a tangente da soma 
ou da diferenga desses arcos através das identidades a 
seguir, conhecidas por fórmulas de adicáo de arcos. 


(D sen (a + b) = sena cos b + sen b cos a 

(ID sen (a — b) = sena cos b — sen b cos a 

(Ш) cos (а + b) = cos а cos b — sena sen b 

(IV) cos (a — b) = cosa cos b + sena sen b 
— tgattgb 

(V) tg (ask b) l-tgatgb 


(Obedecidas as condições de existência.) 


— = ga tgk 
(VD tela 1 +tga tgb 


(Obedecidas as condições de existência.) 


Demonstração da identidade (I) (apenas no primeiro 
quadrante) 


Dados os arcos trigonométricos ÁM e ÁN de medidas 
aea + b, respectivamente, tracemos as perpendiculares 
auxiliares, conforme figura: 











Ss 


isen a cos b sen bcos 
is mE. 


sen (a + b) 








© 





* PÔT = $ЁТ, pois SR / OP 
* TNR = ТӨР, pois os triângulos TNR e TOP são seme- 
Ihantes 


sen b Ex 2 АМ. Ру = зеп} 
* AONR > 
OR OR 


cos b = ON = 1 


_ OU _ OU 
ARUO > sena = OR CEF 


_SN _ SN 
ARSN > cos a = EAD E IS 


г. OR = cos b 





г. QU = sena cos b 


«SN = sen b cosa 


Como sen (a + b) = OV = OU + UV e UV = SN, con- 
cluímos que sen (a + b) = sen a cos b + sen b cos a. 


(c.g.d.) 
Notas 


1. Essa demonstração pode ser repetida para os demais 
quadrantes com as devidas correções de sinais. 


2. Demonstra-se a identidade (II), a partir da identi- 
dade (I), fazendo sen (a — b) = sen [a + (—b)]. 


3. Demonstra-se a identidade (III), a partir da identidade 
(ID), fazendo: 
cos (a + b) = sen [90º — (a + b)] = sen [(90º — a) — Б] 


4. Demonstra-se a identidade (IV), a partir da identida- 
de (Ш), fazendo cos (a — b) = cos [a + (—5)]. 


Demonstração da identidade (V) 


sen (a + b) 
+ hb) = ——— = 
Б; соз (а+Ь) 
. ѕеп а соѕ b + sen b соза 


cos a cos b — sen a sen b 





Dividindo o numerador e o denominador da ültima 
expressão por cos a cos b (cos a cos b 0). temos: 











sen a cos b y Sen b cos a 
cos a cos b cos a cos b 
gero Ei cos a cos b sen a sen b 
cos a cos b cos a cos b 
— ате 
l-tgatg b 
(c.q.d.) 


A demonstração da identidade VI é análoga. 
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UNIDADE 6 


Y 
| : 
j EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R3 


R.4 


Calcular cos 75°. 
Resolução 
Escrevendo 75° como a soma dos arcos notáveis 45° e 
30°, temos: 
cos 75° = cos (45° + 30°) = 
= cos 45° cos 30° — sen 45° sen 30° = 





AE dE SEA 
TUTE 2 2 2 
.46 JE 46-42 
4 4 4 
Logo, cos 75° = 16—02. 


Calcular sen 15º. 
Resolução 
Escrevendo 15º como a diferença entre os arcos notáveis 
45º e 30º, temos: 
sen 15º = sen (45º — 30º) = 
= sen 45º cos 30º — sen 30º cos 45º = 


242.435 1, 42 
2 2 2 2 
= 46 _ М2 _ 6-2 
4 4 4 
Logo, sen Еш, 


Demonstrar que sen (= + x) = cos x é uma identidade 
ет ІК. 
Resolucáo 


* sen Ез + x) e cos x estão definidos em IR 


* primeiro membro — sen Ез + x) - 


т т 
So cosx + senxcos тъ = 1 cosx + ѕепх'0 = 


= cos х = segundo membro 








(c.q.d.) 
Resolver em IR a equação: 
x dos {2 
sen [х + E) + cos [x + Ж) ag 
Resolução 
т т 
“е + DL 
вел cos -7 вага cos x + 
e e RET 
g — senxsen — TE 
«AZ $ 42 cos x + 
2 2 
Шш 2 —senx- 2 = 42 
2 2 
AE E PE 
—— cosx + cosx кю e (22) 
4.cosx-Feosx = 1.7.2 сок 1 cos x = > 








LE 
3 


cat +k:2n,keZ 
Logo, S = FER [xe ж +k-2m ez), 





'R.5 Calcular tg 75º. 
Resolução 
Te 5 O o e 
tg 75º = tg (45º + 30º) d- 45 307 
1428. 3+ Ыз: 
ie E O Же ды [лн 
quo 3 — 43 з= уз 
3 А 
Racionalizando, temos tg 75º =2 + NES ^ 
R6 Sendo tg a = 3, calcular tg (45º + a). 
Resolução 
^ A tg 45% + ша. 
шз 1—1р45°{ра 
(ыг: ш. E 


= 1-1:3 
Logo, tg (45° + a) = —2. 


J EXERCÍCIOS BÁSICOS H= 





Bi Calcule: 
a) cos 15º c) cos 105º 
b) sen 75º d)sen 165º 


B.2 Sabendo que sen a = + equeO<a< 3 calcule 
т 
соз (& + а). 


B3. Sabendo que cos x — > eque 3E <x < 2n, calcule 


sen ЕЗ rus x) 
6 k 


B.4 (0. E. Londrina-PR) A expressão cos (4E + x) é 


equivalente a: 
a) —senx с) sen х + cosx e) sen x 
b) —cos x d) cos x 


В.5 (Cefet-PR) A expressão 


enm. + cos (a + 7л) - sen ES = a) 


2 2 
é igual a: 
a) cos? a с) secta e) ta 
b) sen? a d) cossec? a 


B.6  (Unifor-CE) O valor da expressão 





COS х * cos y + senx- sen агах = E е == é: 
y У, p 5 y 30" 

ad _ Ne J2 

a) 3 c) P e) 2 

b) Er d)1 

B.7  Demonstre as seguintes identidades: 
a) sen ЕЗ E x) = —COS/X 
Б) cos (—x) = соѕх Sugestão. cos (—x) = cos (0 — x). 


с) sen (—x) = —sen x 


B.8 Resolva a seguinte equação em IR: 


sen (x= E) + cos ( -5)- 3 


B.9 Determine, no universo U = IR, o conjunto solução da 


a т AZ 
equacáo sen (s + E) + sen ( 4 ) 3“ 
B.10 Calcule tg 15°. 
B.11 Sendo tga = 24/3, calcule: 
a) tg (60° + a) b) tg (60° — a) 


B.12 O quadrilátero ABCD da figura abaixo é um retângulo. 
Calcule a soma а + B. 








2cm E 2cm F 2cm 


B.13 Sabendo que tg a e tg são raízes da equação do 2º grau 
ax? + bx + c = 0, determine o valor de tg (a + B) em 
função de a, b e c (sendo a # c). 


Exercícios complen 





2. SENO, CO-SENO E TANGENTE 
DO ARCO DUPLO 


Observe os arcos de medidas x e 2x na circunferência 
trigonométrica a seguir: 








A ordenada do ponto P é o sen x, e a ordenada do ponto 
Qéo sen 2x. | 

Você acha que, para qualquer valor de x, o sen 2x é o 
dobro do sen x? Ou seja, sen 2x — 2 sen x? 


Facilmente se percebe que nào, pela figura. 

Aliás, para um valor conveniente de x, o sen 2x pode 
ser até igual a sen x. Por exemplo, se fizermos x — 60^, 
então 2x = 120º e teremos sen 120º = sen 60º, ou seja, 
sen 2x = sen x para x = 60º. Conclusões análogas são ob- 
tidas para o co-seno e para a tangente. 

Vamos estudar três identidades, em IR, que nos auxi- 
liarão nos cálculos de sen 2x, cos 2x e tg 2x. São elas: 


(1 sen 2x = 2 sen x cos x 
(II) COS 2x = cos? x — sen? x 
am ia 2tgx (Obedecidas as con- 


Totg? dições de existência.) 
Demonstrações 


Fazendo 2x = x + x e usando as fórmulas de adição de 
arcos, temos: 


(I) sen 2x = sen (x + x) = sen x cos x + sen x cos x = 
= 2 sen x cos x 

(II) cos 2x = cos (x + x) = cos x cos x — sen x sen x = 
= cos? х — sen? x 





Ex = gaztiz — 2tgr 
шл ее шо) l—tgxtgx 1 — tg? x 
(c.q.d.) 
o. 
EXERCICIOS RESOLVIDOS 
ЕЛ Sabendo que sen x = i e que 2 < x < m, calcular 
sen 2x. 
Resolução 
Sabemos que sen 2x = 2 sen x cos x. 
Pela relação fundamental sen? x + cos? x = 1, temos: 
зү йе} dra bro Pisa tó 
(5) +cosx=1.". cosx=1 25 25 
“e COB x = +4 
Como x é um arco do 2? quadrante, temos cos x = — de 
i Tarah Жү. 2 
Assim, sen 2x = 2 з ( 2) 25" 
Logo, sen 2x — E 


R.8 Sabendo que cos x = > calcular cos 2x. 


Resolução 
Sabemos que cos 2x = cos? x — sen? x. 
Substituindo sen? x por 1 — cos? x, temos: 


cos 2х = cos? x — (1 — cos?x)=2cos?x— 1 


Logo, cos 2x =2 (3) = 
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R9 T Sendo cos x = T calcular cos 4x. 


Resolucáo 
cos 4x = cos (2, 2x) = cos? 2x — sen? 2x = 
= cos 2x— (1 — cos? 2x) = 2 cos? 2x— 1 = 
—2(cosx-— sen? xy — 1 = 
= 2 [cos?x — (1 — co? x)? — 1 = 
= 2 [2 соѕх — 1? – 1 


Substituindo cos x рог T temos: 


= o р 
cos 4x = 2 e+) 1] 1 
Logo, cos 4x — + 
ПО Resolver em R a equação sen 2x — 2 sen x. 
Resolução 


2senxcosx —2senx (:2) 
^. sen x cos x — sen x 

^. senx cos x — senx — 0 
7. senx(cosx — 1) = 0 


Então, temos: 
*senx— 0 


Sx-knmkezq 


*oucosx— 1 








х= Юп, КЄ Z (Ш) 


Observe que o conjunto (II) dos valores da forma 
x — k2m está contido no conjunto (T) dos valores da for- 
ma x = kr, k € Z. Como o conjunto solução deve ser a 
reunião de (I) e (П), temos: 


S-[x€ R|x - kx k € Z) 


R.11 Resolver a equação sen x cos x = + 


a) em IR. b) para 0 < x < 27 

Resolução 

a) Multiplicando por 2 ambos os membros da igualdade, 
obtemos: 


2senxcosx= 1 
7. ѕеп 2х = 1 


Para facilitar, vamos fazer а тийапс̧а de variável 
2x = а. Feito isso, resolvemos a equação sen a = 1 
nas infinitas voltas da circunferência, obtendo: 
т 
wg +k- keZ 

Finalmente, retornamos à variável original x. Para 
isso, basta substituir por 2x a variável auxiliar о da 
igualdade anterior, isto é: 


T tk2nk€Z 


zS z -kmkeZ 


Portanto, o conjunto solução da equação é: 


$-xe€mR[x- + +km ez) 


b) Para obter as raízes da equacáo na primeira volta posi- 
tiva, basta atribuir a k, na igualdade anterior, valores 
inteiros de modo que 0 = x < 2л. Observe: 


= ES US 
k=0>x= 4 


é a Si 
k=1>x= 4 
Nenhum outro valor de k nos interessa, pois para qual- 
quer outro inteiro k teremos um valor de x fora do 
intervalo [0, 2n[. Portanto, o conjunto solução, nesse 
2 SEU 
intervalo, é 5 = | rie | 
R12 Dado que sen x = a, calcular sen 3x, em função de a. 
Resolução 
Fazendo 3x = x + 2x e usando as fórmulas de adição de 
arcos e de arco duplo, temos: 


sen 3x = sen (x + 2x) = 

= sen x cos 2x + sen 2x cos x = 

= sen x (cos? x — sen? x) + 2 sen x cos x cos x = 
= sen x (1 — sen? x — sen? x) + 2 sen x cos? x = 
= sen x (1 — 2 sen? х) + 2 sen x (1 — sen? x) = 
= sen x — 2 sen? x + 2 sen x — 2 sen? x = 

= З sen x — 4 sem x 


Finalmente, temos que sen 3x = За — 44º. 
R3. Sendo tg x = 5, calcular tg 2x. 


Resolução 
EN tL V Ei 
Eus l—tg'x E 
10 X 8 
ECL Mi o REN: 


n A А 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.14 Sabendo que sen x = — 2 


equer< x< Зк. cal- 
13 
cule sen 2x. 


2 


BIS Sabendo que cos x = i calcule cos 2x. 


B.16 Sabendo que sen x = 2 соѕхе0< x « em calcule: 


8) sen 2x b) cos 2x 


'B.17 Sabendo que cos x = a, calcule em função de a: 
a) cos 2x b) cos 4x 
B.18 Sabendo que sen x — T eque0cx« Ex calcule 
sen 4x. 
cos 2x 
cos x — sen x 
tidade no universo U = (x € IR | sen x + cos x). 


B.19 Demonstre que — cos x= sen x é iden- 


B.20 Demonstre que cos x sen 2x — 2 sen x — —2 sen? x é 
uma identidade em IR. 


B.21 Resolva a equação sen 2х = 2 cos x, em IR. 


B.22 Determine, em IR, o conjunto solução da equação: 
sen2x —3cosx—0 — 


B.23 Considerando o universo U = IR, resolva a equação: 
cos2x —sen2x - 1-0 


B.24 Obtenha o conjunto dos valores de x, x € IR, que satis- 
façam a igualdade cos 2x = sen x. 


B.25 Sendo tg x = 2, calcule tg 2x. 


B.26 (Mackenzie-SP) Se sen x — А. etg x < 0, então tg 2x 


5 
vale: 
24 8 4 
Sr Rg TY 
24 8 
"de EE: 


Exercícios complementares de C.11 a €.20 


3. FÓRMULAS DE TRANSFORMAÇÃO 
EM PRODUTO 


Você já estudou, em álgebra, alguns casos de fato- 
ração, como, por exemplo, a diferença de dois quadrados, 
isto é, a? — b? = (a + ba — b). 

Vamos estudar agora quatro casos de fatoração de 
expressões trigonométricas: 























І. sen р + sen q = 2 sen eL cos om 
IL senp — sen q = 2 sen — Я cos — + 
Ш. cos p + cos q = 2 cos ptg cos 24 
2 2 
IV. cosp — cosq 2sen — sen = 


Essas fórmulas são conhecidas como fórmulas de 
prostaférese ( prosthaphaeresis, que, em grego, significa 
“adição e subtração”). 


Demonstração 


Sabemos que: 
A) sen (x + y) = senx cos y + sen y cos x 
B) sen (x — y) = sen x cos y — sen y cos x 


C) cos (x + y) = cos x cos y — senx sen y 
D) cos (x — y) = cos x cos y + sen x sen y 


Somando, membro a membro, (A) e (B): 

І. sen (x + y) + sen (x — у) = 2 sen x cos y 
Subtraindo, membro a membro, (A) e (B): 

IL sen (x + y) — sen (x — y) 2 2 sen y cos x 
Somando, membro a membro, (C) e (D): 

Ш. cos (x + y) + cos (x — у) = 2cosx cos y 
Subtraindo, membro a membro, (C) e (D): 

IV. cos (x + y) — cos (x — y) = —2 sen x sen y 


Façamos agora em cada uma das igualdades (1), (II), 
(III) e (IV) as seguintes mudanças de variáveis: 


xFy=p 
ET тй 
Resolvendo o sistema, temos: 


= Bth 
2 


pq 
2 





еу = 


Então efetuamos as mudanças de variáveis em (I), (II), 
(IID) e (IV): 

















1. senp + зеп = 2 sen 20. cos Es 

П. sen p — sen q = 2 sen 22 cos PIS 

Ш. cos p + cos q = 2cos rs cos EA 

IV. cos p — cos q = —2 sen КЕ ѕеп E 
(c.q.d.) 


it 


y 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS H= A 


R.14 Fatorar a expressão sen 5x + sen 3x. 
Resolução 
Pela fórmula (I) de transformação em produto: 
sen 3x + sen 3x = 
=й 5х + 3x és E dor г. 
2 2 
= 2 sen 4x cos x 


R.15 Fatorar a expressão cos Зх + cos 7x. 
Resolucáo 
Pela fórmula (III) de transformação em produto: 
cos 3x + cos 5x = 


3x + 5x со 
2 2 
= 2 cos 4х cos (—x) 


35—55 . 
peces P MES 


= 2cos 


Sabemos que cos (—x) = cos x. Então, substituindo, 
temos cos 3x + cos 5x = 2 cos 4x cos x. 
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x 
e 
= 
ш 
= 
o 
z 
е) 
— 
æ 
= 



















UNIDADE 6 





16 Fatorar a expressão cos 10º — cos 40º. 


Resolução 
Pela fórmula (IV) de transformação em produto: 


cos 10º — cos 40º = 
x 10º + 40? 10º — 40º 
= —2 sen 2 sen 3 = 


= —2 sen 25º sen (—15º) 





Sabemos que sen (— 15º) = —sen 15º. Logo, temos: 


cos 10º — cos 40º = 2 sen 25º sen 15° 


¡R.17 Fatorar a expressão 1 — sen 80º. 


Resolução 
Fazendo 1 = sen 90º e aplicando a fórmula (II) de trans- 
formação em produto: 


sen 90º — sen 80º = 
zm 90º —:802 cos goet g0 — 
2 2 


= 2 sen 5° cos 85º. 


R18. Resolver, em IR, a equação sen 5x = sen 3x. 


Resolução 
sen 5x — sen 3x = 0 
Fatorando o primeiro membro da igualdade, temos: 


2 sen x cos 4x = 0 





Então: 
“senx=0 
A 
(n) A! А (0) 
х= т, КЕ 2 


* ou cos 4x = 0 (fazemos 4x = а) 








а= F+mkez 


Substituindo « por 4x: 


dê . 
dx= 2 TER 


sa Е kr 
х= 8 + A EZ 
Logo, $ x ER |x = kx ой 


zm 4.8, 
х $t т rez} 


Resolver, em IR, a equação sen 3x — sen х = 2 cos 2x. 
Resolução 


sen 3x — sen x — 2 cos 2x = 0 


Fatorando o primeiro membro: 


(sen Зх —sen х) — 2 cos 2х = 0 
ARE qi, 


Aplica-se a fórmula II de 
transformação em produto 


= 2 sen x cos 2x — 2 cos 2x = 0 
+. 2 cos 2x(sen x — 1) = 0 
.'. сов 2х = O ou sen x = 1 


Resolvendo cada uma dessas equações: 


* cos 2x = 0 (fazemos 2x = a) 








^ 
B 
cosa — 0 
B 
-a= T +knkEZ 
"ES = лофт 
-w= -z tkn x 4 to tez 
«senx=1 
A 
B 
B: 
Las > HR IKEL 
Logo s-benls- E + Eon 
É 4 2 
х= E them tez) 


A trigonometria e a astronomia 


Até o final do século XVI o desenvolvimento da astronomia esbarrava em cálculos longos e tediosos, tais como 
o produto sen 16º - cos 4º, em que sen 16º = 0,275657555 e cos 4º = 0,99756405. Nessa época, os astró- 
nomos passaram a usar as fórmulas de prostaférese que transformam a multiplicação em adição ou subtração. 


Afinal, adicionar ou subtrair é, geralmente, mais rápido do que multiplicar. Uma dessas fórmulas é: 
sen (х + y) + sen (x — у) = 2 - sen х - cos y 


Por exemplo, usando a fórmula acima e os valores sen 20º = 0,54202014 e sen 12º = 0,20791169, pode- 
se calcular o produto sen 16º - cos 4º da seguinte maneira: 


sen (16° + 4?) + sen (16° — 4°) = 2 - sen 16? - cos 4º 


«sen 20? + sen 12º = 2 * sen 16º * cos 4º 
«'. 0,54202014 + 0,20791169 = 2 · sen 16° + cos 4º 
*. 0,54995185 = 2 - sen 16º - cos 4° 


. 0,54995185 
E 2 


*. sen 16º * cos 4º = 


у 
Jj EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.27 Fatore as expressões: 
a) sen 4x + sen 2x 
b) sen 6x — sen 4x 
с) cos 8x + cos 2x 
d) cos 5x — cos x 
e) sen 10º + sen 20º 


f) —1 + sen 20° 
g cos 10º — 1 
h)1 — cosx 


B.28 Fatore a expressão sen 10º + cos 20º. Sugestão. Trans- 
forme a expressão numa soma de senos (ou co-senos) 
usando a propriedade: “Se dois arcos são complemen- 
tares, então o seno de um deles é igual ao co-seno do 
outro”. 

B.29 Transforme em produto a expressão: 


cos 5x + cos x — 2 cos 3x 


B.30 Escreva a expressáo a seguir na forma fatorada: 


sen 6x + 2 sen 4x + sen 2x 
B.31 Obtenha uma expressão fatorada equivalente a: 
cos x + cos 3x + cos 5x + cos 7x 


sen 3x + sen x 


В.32 Simplifique a expressão E = == 


SUC ж к_ Senáx-sen2x 
B.33 Simplifique a expressão E = ETUR DIA 
B.34 Resolva, em IR, a equação cos 5x = cos x. 


B.35 Determine, em IR, o conjunto solução da equação: 


sen 3x = sen x 


B.36 Obtenha o conjunto dos valores de x, x E IR, que satis- 
façam a igualdade cos x + cos 5x = 2 cos Зх. 


= sen 16º - cos 4° 


0,274965915 


B.37 Considerando o universo U = IR, resolva a equação: 


sen 5x — sen x = 2 cos 3x 
B.38 Dé o conjunto solução da equação sen 5x = sen x, para 
0 = x < 27. Sugestão. Inicialmente resolva a equação 


em IR, e, depois, atribua valores inteiros convenientes à 
variável k do termo geral. 


Exercícios complementares de C.21 a C.25 


18 pe 
J EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.1 Calcule o valor da expressão: 


T 
E = sen 3x cos x — sen x cos 3x pära x = * 


C.2 Sabendo que cosx = + eque 270º < x < 360º, calcule 


o valor da expressão E = cos (л + x) + sen x. 


€.3 Sabendo que cos a — i sen b = = eque a e b são 
medidas de arcos do 1? quadrante, calcule: 
a) sen (a + Б) 
b) cos (a — b) 


С.4 (UFPE) Indique o valor da constante A na identidade: 
cos0 + ./3 sen8 = А cos (0 — 60º) 


€.5 (FEI-SP) A expressão sen (a + b) sen (a — b) é equiva- 
lente a: 
a) cos b— cosa 
b)senb — sena 
c) co? b — cos? a 
d) sen? b — sen? a 
e) cos? a — cos? b 


С.6 (U.F. Pelotas-RS) Sendo a + B = —, determine o va- 


lor de (cos а + cos B + (sen a — sen uei 
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(Fuvest-SP) 











х2 sen х cos X 


10 0.174 0,985 





11 0,191 0,982 





12 0,208 0,978 





13 0,225 0,974 





14 0,242 0,970 


15 0,259 0,966 





16 0,276 0,961 


17 0,292 0,956 





18 0,309 0,951 
19 0,326 0,946 


20 0,342 0,940 











A uma distáncia de 40 m, uma torre é vista sob um án- 

gulo а, como mostra a figura. 

a) Usando a tabela dada, determine a altura da torre, 
supondo а = 20º. Efetue os cálculos. 

b) Se o ângulo a valesse 40º, como se poderia calcular a 
altura usando os dados da tabela? Indique os cálculos. 


tg x- tg (x— у) 
1+textg (x— y)” 


satisfeitas as condições de existência. 


Simplifique a expressão E = 


cs. Demonstre que tg (90º + а) = —cotg a, satisfeitas as 
condições de existência. Cuidado! 


(UFCE) Sex + y = > entáo, o produto 


(1 + tg x) (1 + tg y) é igual a: 
a) 10 b)8 c)6 d4 e)2 
(U. F. Santa Maria-RS) O valor da expressão 


4 sen x cos x cos 2x para x = HE é: 


5] 





а) 1 с)0 е) 





©.12 (U.F. Santa Maria-RS) Se tg х = -i e 


п 3n 
> <x< = 
ЕЕ 

34 

8 
Br 


c)! 


+ então cos 2x vale: 


a) 


8 
9-7 


E 


229. 
pipi 
.C.13 (PUC-RJ) Se tg 3x = 4, então tg 6x é igual a: 
a)8 
8 
A 
3 


c) Ж 

3 
4) “7 
e) = 


Sugestão. tg бх = tg (2 · 3x). 


С.14 Determine a medida do segmento AD na figura: 


D A 


Sugestão. Teorema do ângulo externo de um triângulo. 


.C.15 (UFCE) Sabendo que cos x = a, calcule cos 3x, em fun- 
ção de a. Sugestão. Veja exercício R.12. 


(Fuvest-SP) O valor de (sen 22º30' + cos 22930"? é: 
a) 3 
2 
24 43 
pum 
2442 
c) EM 
d)1 
e)2 


C.17 (Fuvest-SP) O valor de (tg 10º + cotg 10º) sen 20º é: 
a) 4 


b)1 
c)2 


e 
d) z 
e)4 


cas (Vunesp) Determine todos os valores de x, 0 < x < 2л, сй (Е. R. Nuno Lisboa-RJ) Sendo a — b = dE EDS 
para os quais se verifica a igualdade (sen x + cos x) = 1. z 2 


Sugestão. Veja exercício R.11. valor da expressão y = sen a — sen b к 
cos а + cos b 





9 (UFPI) Se a é a medida de um arco do primeiro qua- 




















< 
= 
с 
= 
ш 
=. SEN х + ѕеп y е 
drante trigonométrico e sen > = > entáo o valor do cx (U. F. Pelotas-RS) A expressão “sen x— sen y é equi- S 
sen a é: alento * ó 
LEY. E a i 
a) 2/2 gU 2 Ы 2 6) 
9 b) tg (2х + 2y) tg Qx — 2y) с 
b) 4/2. c)1 j= 
9 x+y 
tg 
2 2 
c) = d) 
3 Nc 
tg 2 
1 
d) F e) 0 
Їз. | (Cefet-PR) Transformando em produto a expressáo 
e) 9 sen? 4x — sen? 2x, obtém-se: 
a) —sen 2x sen 6x d) sen 2x cos 6x 
Sugestão. sen а = sen (2 Ы ii b) sen 2x sen 6x €) sen 6x cos 2x 


C) —sen 2x cos 6x 


" 3 Sugestão. Diferença de dois quadrados. 
020 (Fuvest-SP) Se cos mx EU então cos x vale: z 
i 4 cu Adições e subtrações de tangentes também podem ser 


JE 3 transformadas em produto. Demonstre as seguintes 
8 fórmulas de transformação em produto, em que são 








* 3 obedecidas as condições de existência: 
8 p*q 
spas = 5 cos E 
с) J14 
4 to gi 5820 (Do q) 
1 bases TES cos p cos q 
d) = 
8 €.25 Usando as fórmulas do exercício anterior, transforme em 
т [34 produto as expressóes: 
4 a) tg 3x t tg x b) tg 5x — tg 2x 
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AS FUNCÓES $ ) E TANGENTE 


1. CONCEITUAÇÃO 


A cada número real x podemos associar um único seno, um único co-seno e uma única tangente. Desse modo, defi- 
nimos três funções trigonométricas f(x) = sen х, g(x) = cos x e h(x) = tg x: 





fix) = sen x g(x) = cos x h(x) = tg x 
IR. IR. IR. IR. 
f g 
COS X 
D=IR D=IR 


p-[eniss E +m kez) 


Im= {yER|-1sy<s1} m= (yER|-1<y<1) 2 


Im = IR 
2. GRÁFICO DA FUNÇÃO y = sen x 


^ 











Im= (yER|-1<y=<1) 
Note que a funcáo seno satisfaz as condicóes: IB К 
" EXERCÍCIOS RESOLVIDOS M 


sen Qm + х) = sen x Е.1 Esbogar o gráfico da função у = 2 sen x. 


Resolução 
Saa) as Para um esboço do gráfico, basta atribuirmos ao arco x 
т Зл 
sen (6r + х) = sen x os valores 0, bye 2x e calcularmos os corres- 


pondentes valores de y: 


sen (k * 27 + x) = sen x, com k E Z 


1 


O menor número positivo p tal que sen (p + x) = senx 
ép = 2. Por isso, dizemos que a função seno é periódica 
e seu período é 27. 2x 0 


[s a bla 





Marcando no plano cartesiano os pontos (0, 0), R3  Esbocar o gráfico da função у = sen 2x. 
(4.2) то, (SE. -2) e (2x. 0), temos: Resolução 

2 2 Quando o arco da função seno for da forma ax + b, com 
a+0ea + 1 опа = leb + 0, devemos construir uma 
y^ tabela com três colunas: a primeira para o arco ax + b, a 
segunda para valores de x e a terceira para valores de y. 





E 
e 
Е 
ы 
2 
o 
2. 
o 
= 
c 
= 


“Fi БА. рсете: No exercício em questão, a tabela deve ter a forma: 
E 
j 
* 4 -- n => > 
0 л т ‚Зл 2л x 
H 2 12 Para obtermos um período da funcáo, atribuímos ao arco 
=2 i п _ Зл 
verear er tgo A O 2x os valores 0, VoU Ere e 2m, e a seguir determina- 


mos os valores correspondentes de x e y: 











D=R;Im= (y€E¡R|-2<y<2);p=2n 
Observacáo 


Construímos apenas um período do gráfico, porém não 
perca de vista que essa figura se repete tanto até о +09 
como até o —ee na direção do eixo das abscissas. 


R2 Esbogar o gráfico da função y = 3 + 2 sen x. 





Resolução 


D-R;lm-[yeIRR|-1«ys1];p-m 


R.4 Esboçar o gráfico da função y = sen E = x}. 
Resolução Е 


























D=IR;Im= уЄК|1=у%5);р= 27 D=R;Im= ({уЄв|-1 <у=1;р=2л 
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15 Determinar os valores reais de т de modo que exista a 
igualdade sen x — 5m — 1. 
Resolução 
Sabemos que —1 = sen x < 1. Logo, -1 €« 5m — 1 & 1. 
Somando 1 a cada membro dessa dupla desigualdade, 


temos: 
=] & Sm- 1 < | 
+1 Fi = 
0 <5m=< 2 


Dividindo os membros dessa última desigualdade por 5, 


obtemos 0 = m = i 


Portanto, a igualdade sen x = 5m — 1 só existe para 


mERe0s ms i 





W 
) 
ү EXERCÍCIOS BÁSICOS mms 


Bl Esboceo gráfico de cada uma das funções: 
a) y = 4senx 





b)y= —4senx 

EE sen x 
59 

d) y = sen 4x 
- d 

e) y = 3 sen 2 


л 
f == == 
)y 3 sen (s 3 


MIA 


) 


gy- -2sen (x + 


aja 


h)y=4+2senx 
i)y23-2senx 
jDy-22-5sen2x 


x 
Eg 
Юу 3 + 2 sen 3 
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'B.2 Para que valores reais de m a equação sen x = 3m — 1 
admite solução? 


вз Determine os valores reais de m de modo que exista а 
igualdade 2 sen x = 3m + 1. 





3. GRÁFICO DA FUNCAO y - cos x 


Sabemos que cos x — sen Ез -) então o gráfico 


y = cos x é o gráfico da função y = sen ЕЗ =x} No 


exercício R.4 vimos que esse gráfico é: 









Sm, ASEO 
O A E АЕ 
=й 


р= Е; = (yER|-1<y<1);p=2x 





Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS H= 


R6 Esboçar o gráfico da função y = 2 cos x. 
Resolução 














D=R;Im=(yER|-2<y<2):p=m 


RJ  Esbocaro gráfico da função y = 3 cos 2x. * transformar cada ponto de ordenada negativa em seu 


























A simétrico em relação ao eixo das abscissas. < 
Resolução Assim, teremos o gráfico de y = |1 + 2 cos x|: té 
Lu \ sce rd E 
0 (0 3) = 
л (E 0) е) 
2 4 z 
т е) 
5 EJ E) 
с 
3n Зл 
А NIB um 
р = к; = {yE =у<3|;р= 
E & 3 R;Im = (y€ R[O« y «3];p 72x 
y^ À 4 А 
EXERCÍCIOS BÁSICOS 
B4 Esboceo gráfico de cada uma das funções: 
a)y=4cosx 
b) y = —4 cos x 
c) y = cos 4x 
= pn. 
d) y = 3 cos 2 


€) y = cos (- 4] 

y 4 
=—2 E ) 

fy 2 cos (++ А 


g)y=4+2cosx 
h)y = —3 + cosx 








р= в: = (yER|-3=<y=<3):p=x i) у= 2+ 5 cos 2х 
о x 
R8  Esbogar o gráfico da função y = |1 + 2 cos x|. j) у= 2 + 3 cos (x F т) 
Resolucáo x 
Fase 1. Inicialmente, vamos construir o gráfico auxiliar k)y = cos (E E х) 
ү = 1 + 2cosx. Dy=|3+4cosx| 
m) y = —|cos x | 


B.5 O gráfico da função y = b cos mx é: 











Determine os valores de b e m. 


B6. Para que valores reais de m podemos ter cos x = 2m — 5? 








0 BRA (FURRN) Se f(x) = 4 — cos (x + 1), então o conjunto 
-1 imagem de f é: 
а) ]-L 1[ с) [0. 1[ e) TO. + 
b) [3. 5] d) 1-4, 4] 


Fase 2. Agora vamos construir o gráfico de 
y = |1 + 2 cos x]. Para isso, basta, no gráfico anterior: 
* conservar os pontos de ordenada não-negativa; 


Sugestão. — 1 = cos (x + 1) < 1. 





ESOS 








4. GRÁFICO DA FUNCAO y - tg x 








epis rc 
xy 























р- (ек|: A +ш,кє Ит =Е:р=л 


Кл um Sm Шш. 
RE Ыс unn У 
quando x se aproxima indefinidamente de uma dessas retas, a distáncia entre ela e o gráfico tende a zero. 


As retas verticais que passam pelos pontos ..., + -- Não têm ponto comum com o gráfico, e 


Essas retas são chamadas de assíntotas verticais do gráfico. 


Y 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO ee DES qu ic an и 
OS E 
А т т 

R9 . Esbocar o gráfico da função y = tg 2x. ауен desees due id Tu 

Resolução a 

Para esbogar um período do gráfico, atribuímos ao arco К Logo mu ресе 

y^ 
2x os valores — Ic Ш 0. Ш E Assim, temos 


OF SERES aa 


a tabela: 


| 

















mcd M sare à 
TEE 
0 0 0 Fá 
ЛЕЖЕ 
sepe 




















O domínio é obtido impondo-se a condição de existência 


: т 
О gráfico passa pelos pontos (-®. = 1), (0, 0) e para a tg 2x, isto é: 


x 
2 


V. E. T kn 
+ Хт, К LAO ae + 3 





(1) e, como não existe a tg 2х para x = —T e 2x + 


Logo, o domínio é o conjunto: 
D=(rer]x+ E quU. rez] 
4 2 
O conjunto imagem é Im = R. 
O período da função é a distância entre duas assíntotas 





E E e KM us LI EC T 
consecutivas, isto é: e = .. = 
4 ( ) m Rd cS 


4 
| , 
ү, EXERCÍCIO BÁSICO 


B.8  Esboce o gráfico de cada uma das funções: 
a) y = tg3x с) у= —tg2x e) y= —ltg x] 


f) у= [tg 2x] 





by=85 d) y [tg 4 


Exercício complementar C6 1 





М 
D р 
ү, EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES Imam 


[СЛИ se + = x < 2r, determine os valores de m de modo 
que sen x = 3m — 1. Sugestão. Desenhe o intervalo 
ES л na circunferéncia trigonométrica e determi- 
ne a variação do sen x. 


.€.2. (AEU-DF) Considere que as fases da Lua sejam regidas 
aproximadamente pela função: 
ji 1 den 
Е сото 8 80 rs 

onde f corresponde à fração da superfície lunar visível 

iluminada no “d-ésimo” dia de uma observação. Assina- 

le e classifique como V ou F cada uma das afirmativas 
seguintes, em relação à função dada. 

a) No dia imediatamente anterior ao do início da observa- 
ção a Lua, apresenta 50% de sua face visível iluminada. 

b) No sétimo dia da observação teremos “Lua cheia”. 

c) No 49º dia da observação teremos “Lua nova”. 

d) A Lua apresentará 75% de sua face visível iluminada 
no 23º dia da observação. 

e) Um astrônomo amador considera que as melhores noi- 
tes de observação da Lua são as que precedem ou suce- 
dem as noites de Lua nova, devido à maior sombra que 
as montanhas lunares projetam em sua superfície. Nes- 
te caso, o astrônomo poderá proceder a uma dessas ob- 
servações “ideais” na noite do 15º dia da observação. 


€.3 (Cefet-PR-modificado) Um garoto amarra uma pedra а 
um barbante de 3 dm de comprimento e a gira num plano 
B vertical e perpendicular ao solo. Observe na figura a 
altura л еа medida a, em radianos, do ângulo formado 
pelo barbante e uma reta horizontal contida no plano B. 
Construa um sistema de eixos cartesiano ortogonal, con- 
siderando que cada unidade represente 1 dm, e desenhe 
o gráfico que descreve os valores de h em função de a. 
(Considere medidas algébricas negativas para quando 
a pedra estiver abaixo da horizontal que passa pelo extre- 
mo fixo do barbante.) 








т - К 
са Sabendo que э = x = т, determine os valores reais de 


3m- 1 
E URS 


m de modo que cos x — 


(U. F. Santa Maria-RS) Considere as afirmativas refe- 
rentes a funcóes trigonométricas, classificando cada uma 
como V ou F. 

* A função y = 2 cos 3x tem domínio IR e imagem 

[—1, 1]. 

* Para qualquer número real x, x + km, k € Z, a sentença 
Senta 2 
sen 

* Dos gráficos a seguir, o que melhor representa a fun- 








é uma identidade. 


çãoy = sen é o indicado pela letra (a). 




















A seqüéncia correta é: 


a)V—F —F 
b)F—V —F 


e) V—F—V 
d)F—V —V 


e) FE=F=V 





ES Esboce o gráfico da função: 


gx y 8х 


= 1+ 1х = ter 
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1. APLICAÇÃO DO CO-SENO NA 
RESOLUÇÃO DE TRIÂNGULOS 


Teorema (lei dos co-senos) 


Sejam a, b e c as medidas dos lados de um triângulo e 
a a medida do ângulo oposto ao lado de medida a. 


di E 
с 


la < 90º) 


(а > 90°) 


а 
b 
c 


(a = 90º) 
Então, temos: 


а? = b? + с? — 2Ьс cosa 


Demonstracáo 


Demostraremos apenas o caso em que a < 90º, dei- 
xando os outros dois casos como exercícios. 








Sejam: 

* CH a altura relativa ao lado AB; 

* AH a projeção ortogonal do lado AC sobre o lado AB; 
* BH a projeção ortogonal do lado BC sobre o lado AB. 


Aplicando o teorema de Pitágoras nos triángulos retángu- 
los HBC e HAC, temos: 

№ + (с = т)? = а q) 

P + т? = Ь? (Ш) 


Subtraindo membro a membro as igualdades (I) e (II): 


(с – т)? =m = а? b 
Ле — 2ст + m – т = а? — Б? 
Ла = b? + с2 – 2ст (Пр 


Do triángulo HAC, temos: 
m 
cosa = p -—m-bcosa (IV) 


Substituindo (IV) em (III), encontramos, finalmente: 


а? = Б? + с? — 2сЬ cosa 
(c.q.d.) 


j ү 
Jj EXERCICIOS RESOLVIDOS 


Ri Determinar o valor de x na figura. 


Resolução 

Pela lei dos co-senos: 
x?=3? + 8?— 2- 3 -8 cos 60° 
Sx? = 9-64 —48- > 
Г. = 49 

Logo, х = 7. 


R2 Determinar o valor de x na figura. 


Resolução 
Pela lei dos co-senos: 


х®=2#%+ 4—2. 2. 4сов 120° 

1 
2. =4+16—16-[—-— 
х®=4+ 16—16 ( +) 
2.0298 


Logo, x = 2,/7. 


R.3 Determinar o valor do cos « na figura. B.3 Calcule a medida x na figura. 








= 
ш 
É = 
E o 
б 
5 
E е) 
Resolucáo = 
Pela lei dos co-senos: B.4 Obtenha o cos а na figura. = 
62 = 32 +42 — 2+3-4созо 
1.36 = 9 + 16 —24cosa .". 24 cosa ——11 
E Е 3 1 
ово, cosa = — о. 
a 
Uma outra maneira de se calcular o 12 


comprimento. de um túnel a ser construído 
B.5 Dois lados consecutivos de um paralelogramo medem 
Para calcular o comprimento € de um túnel que 5 сте 10 cm e formam entre si um ângulo de 120°. Cal- 
será construído ligando dois pontos A e B da base de 
'uma montanha, pode-se usar o teorema de Pitágo- 
“ras, conforme. Já vimos no capítulo 8. Uma outra ma- 
U lei dos co-senos. Considera-se no pla- 
base da montanha um ponto C e calculam-se 
= x, CB = ye m (ACB) = a, confor- x 
avés da lei dos co-senos obtém-se о 2. APLICACAO DO SENO NA 


RESOLUÇÃO DE TRIÂNGULOS 


cule as medidas das diagonais desse polígono. 


Exercícios complementares de C.1 a C.8 








Teorema (lei dos senos) 


Sejam AB = с, AC = b e BC = a, as medidas dos lados 











de um triângulo ABC. 
A 
02 = x? + уг — 2xy cos а $ b 
q 
| ! 4 1 B 8 с 
EXERCÍCIOS BÁSICOS 
B.1 Determine o valor de x na figura. Então, temos: 
x a b c 
= = — = = 2R 
x sen À sen B sen C 
8 А А ENTE А 
em que А é o raio da circunferéncia circunscrita ao 
B.2 (PUC-RS) Determine x na figura. triángulo. 
248 x Demonstração 
Demonstraremos apenas o caso em que o centro O da 
4 circunferência circunscrita é interior ao triângulo. As 
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demonstrações para os casos em que o centro O pertence 
a um dos lados ou é exterior ao triángulo ficaráo como 


exercícios. 
A 


o 


Sendo BD um diámetro dessa circunferéncia, temos 
que o ângulo DAB é reto, pois está inscrito numa semicir- 
cunferéncia. Assim, temos: 

^ с 
senD--—— 
2R 

Porém, os ángulos D e C são congruentes, pois estáo 
inscritos na mesma circunferéncia e determinam o mes- 
mo arco. Logo, temos que: 





sen D = sen Ĉĉ = E —2R- —© 
2 sen C 


Traçando por A um diámetro AD, temos analoga- 
mente: 


b 
sen B 





2R = 


Traçando por C um diâmetro CD”, temos analoga- 
mente: 








(c.q.d.) 





Me 
) , 
ү, EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R4 Determinar o valor de x na figura. 





x 542 
45° WIN, 
Resolução 
Pela lei dos senos, temos: 
x = 5; БР A a AE 
sen 30° sen 45° E mex 
2 Bor 


Горо, х = 5. 


R5 Determinar o valor de o па figura. 


ANS 





4 
Resolução 
Pela lei dos senos, temos: 
do ua АЕ 8 
A NES = 198. 
sena sen 120º sena АЗ. 
2 
Я eel 
“sena = — 


Como a é a medida de um ángulo agudo, temos que 
а = 30°. 





- Calcular a medida do raio da circunferéncia circunscrita 
ao triángulo ABC da figura. 
A 


С Је» 


B 
Resolução 
Sendo R a medida do raio da circunferência circunscrita 
ao triângulo, temos pela lei dos senos: 


8 Ж qu 
sen 60° ANO NUS 2R 
2 
16 8 
.— =2R SOR — 
J3 413: 
Logo, R = Barsi з E 
n 7 
EXERCÍCIOS BÁSICOS á 
B.6 Determine o valor de x na figura. 
105º 
x 
342 
30º 


BJ Sabendo que cos а = ES calcule o valor de x. 





As — В ee 
B.8 Determine a medida о, sabendo que о < 90º. No triângulo MNQ temos sen a = t ou ainda: 


h = a sen а (I 
8 вуз Substituindo (IT) em (I), obtemos a área do triángulo em 
função de a, b e a: 
_ basena 








А = LUCI ou seja: 
B.9  (Fatec-SP) O raio da circunferência circunscrita ao trián- 
gulo ABC, indicado abaixo, tem comprimento: 
A 
B A= q sen a 
A 
Observe que esse cálculo foi feito para а < 90º, porém, 
o resultado vale também para a = 90º ou a > 90º, 
(Verifique!) 
6cm " 
Ne 4 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO NS 
R.7 Calcular a área de cada um dos triángulos: 
C а) 4ст 
a)3cm c) 6cm e) 642. cm 
b) 12cm d) 3./2 cm Sem 
i lementares de C.4a C6 — p 
Au 
3. CALCULO DA AREA DE UM 
А = 8 
TRIÂNGULO EM FUNÇÃO DAS zm P. 
MEDIDAS DE DOIS LADOS E DO deri 
ÁNGULO COMPREENDIDO POR ELES а)А = -—- *4*5cm”= 10 cm? 
Para calcular a área do triángulo: ЫА = > *6:8cm? = 24 cm? 


M 
$ 
> ү, EXERCÍCIOS BÁSICOS ums 
B.10 Calcule a área de cada um dos triângulos: 
N b P 


a) 5em 
vamos indicar por h a medida da altura relativa ao 
lado NP: 


3N2cm 


M 
b) 
» pases 
8cm 
N а Р 
b 


B.11 Calcule a área do paralelogramo ABCD: 





A B 


Assim, temos que a área A desse triángulo é dada por: Pd 
5 em, "a 
A- Dh q {30° 


2 D 9 cm E 








ч 
e 
= 
ш 
= 
e) 
z 
о 
= 
с 
> 




















UNIDADE 6 


Exercício complementar C7 


`В.12_ Calcule a área do segmento circular colorido no círculo 


de centro O, abaixo: 


A 


аай Р 


Sugestão. Subtraia da área do setor circular АОВ а área 
do triângulo AOB. 


y 
Im t 
ү, EXERCICIOS COMPLEMENTARES ЕЕ 


C (Cesgranrio) Deseja-se medir a distância entre duas ci- 


dades B e C sobre um mapa, sem escala. Sabe-se que 
AB = 80kmeAC = 120 km, em que A é uma cidade co- 
nhecida, como mostra a figura. 


B 


A 


Logo, a distáncia entre B e C, em km, é: 
a) menor que 90, 

b) maior que 90 e menor que 100. 

c) maior que 100 e menor que 110. 

d) maior que 110 e menor que 120. 

e) maior que 120. 


(Unicamp-SP) A água utilizada na casa de um sítio é 


captada e bombeada do rio para uma caixa-d'água a 
50 m de distáncia. A casa está a 80 m de distáncia da cai- 
xa-d'água e o ángulo formado pelas direções caixa- 
d'água/bomba e caixa-d'água/casa é de 60º. Se se pre- 
tende bombear água do mesmo ponto de captação até a 
casa, quantos metros de encanamento são necessários? 


.€,3  (Fuvest-SP) Um triángulo T tem os lados com medidas 


iguais a 4, 5 e 6. O co-seno do maior ángulo de T é: 


3 1 
Dd IE 
2 


gi: 





.€4 Um triángulo ABC de perímetro p está inscrito numa cir- 


cunferéncia de raio r. Calcule, em função de p e г, o valor 
de sen А + sen B + sen C. 


.€,5 (Unicamp-SP) Observadores nos pontos A e B localizam 


um foco de incéndio em F. Conhecendo os ángulos 
FAB = 45°, ЕВА = 105º ea distância AB = 15 km, de- 
termine as distâncias AF e BF. 





F 


C.6  (UnB-DF) A figura abaixo ilustra a vista de cima de uma 


peça triangular de madeira OPQ, com ángulo PÓQ igual 
a 60º, colocada entre dois pregos muito finos A e B, fixa- 
dos no solo e distantes 40 cm, um do outro. Gira-se a 
peça sobre o solo, de maneira que ela fique sempre em 
contato com os dois pregos e com o solo, fazendo com 
que o ponto O descreva um arco de circunferência, con- 
forme tracejado na figura. 


о 


a 


Com base na situação apresentada e sabendo que, na po- 

sição em que a distância entre A e O é máxima, o triân- 

gulo АОВ é retângulo, classifique como V ou F cada um 

dos itens abaixo. 

a) Na posição em que o triângulo AOB é isósceles, a dis- 
táncia entre A e O é maior que a distância entre A e B. 

b) A distância entre A e O é sempre inferior a 50 cm. 

c) Há apenas uma posição na qual O está a uma distância 
de 10 cm de A. 

d) Há exatamente duas posições nas quais O está a uma 
distância de 43,7 cm de A. 


€.7 Calcule a área da região colorida no círculo de centro O: 








1. INTRODUÇÃO 2. MATRIZ 


Em um observatório meteorológico, um cientista foi Chama-se matriz dotipom X n (lê-se "m por nº) toda 
incumbido de registrar, de hora em hora, a temperatura de tabela de números dispostos em т linhas encolunas. Tal 
uma região durante os quatro primeiros dias do mês de tabela deve ser representada entre parênteses ( ), entre 
junho. Depois de realizado o trabalho, o meteorologista colchetes [ ] ou entre barras duplas || || 











apresentou um relatório com a seguinte tabela: Exemplos 
9 4 
а) Аз = | 5 6 Matriz A do tipo3 x 2 
16, =3 
b) Box = pe a Matriz B do tipo 2 x 2 








©) Сз [4 -1 < | Matriz С do tipo 1 x 3 





Convenção 
Indicamos por a; o elemento posicionado na linha i e 
coluna j de uma matriz A. 

















Exemplo 
9 + 
Na matriz Аз = | 5 6 |, temos que: 
т=з 








* o número 9 está posicionado na linha 1 e coluna 1; in- 
dica-se esse elemento por a,,. ou seja, а = 9; 

* 0 4 está posicionado na linha 1 e coluna 2; indica-se 
esse elemento por 4p, ou seja, a = 4; 

* 0 5 está posicionado na linha 2 e coluna 1; indica-se 
esse elemento por a5, ou seja, @ = 5. 

















Analogamente temos an = 6,4) = leas = —3. 
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Representação genérica de 
uma matriz 


Podemos representar genericamente uma matriz A do 
tipo m X n da seguinte maneira: 


























ап аз аз Gm 


na qual cada elemento da linha i е coluna j ё a tempera- А = | 4 an d». 
tura, em graus Celsius, da região na hora i do dia j. : 

Note a simplicidade dessa tabela. Se quisermos, por 
exemplo, saber qual foi a temperatura às 9 h do dia 3 de 
junho, basta olharmos para a interseccáo da linha 9 com Como essa representação é muito extensa, vamos con- 


Ami Am Am3 e Amn 


a coluna 3 e encontraremos 23 °C. vencionar uma forma abreviada. Essa matriz pode ser 

Tabelas como essa.sào denominadas matrizes. Vamos representada, simplesmente, por A = (a;;), x „ои, quando 
formalizar uma estrutura algébrica para as matrizes, ou não houver possibilidade de confusão quanto ao tipo da 
seja, definiremos igualdade e operações com elas. matriz, por А = (a;). 
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zs 


e 
i ; 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.i Representar explicitamente a matriz A = (а; x з tal que 
aj — 5i — j. 
Resolução 
Inicialmente, vamos escrever genericamente uma matriz: 


aan [а а Я 
da Gn аљ 


Cada elemento a; dessa matriz deve ser calculado pela 
leia; = Si — j. Temos, portanto: 


ay=5*1-1=4 an =5:2-1=9 
dy = 5'1—2=3 а, = 5:2-2= 


=5-1-3=2 ay = 


E 
| 
1 
N 
| 
[m 
Il 


Assim, a matriz é A = ® 3 2 A 
9 8 7 


As matrizes e a engenharia 


Ma engenharia, um problema relevante consiste 
em estudar o deslocamento de uma esfera lisa num 
meio fluido. Nesse estudo intervém as seguintes 
grandezas: força resultante (F), velocidade (v), dià- 
metro (D), da esfera, massa específica (p) e viscosi- 
dade (m) do fluido. 

Através da inter-relação dessas grandezas obtém- 
se uma matriz chamada de matriz dimensional. 
Algumas propriedades dessa matriz permitem o es- 
tudo do fenômeno cujos resultados serão úteis, por 
exemplo, na construção de submarinos e aviões. 


3. MATRIZES ESPECIAIS 
Matriz quadrada 


Matriz quadrada é toda matriz cujo número de linhas 
é igual ao número de colunas. 


Exemplos 
1 7 3 
а) Азхз=| 0 —1 4 | é uma matriz quadrada de 
6 8 —3 
ordem 3. 
b) Bo | 3 6 | é uma matriz quadrada de ordem 2. 
4 0 


с) C, xı = (8) é uma matriz quadrada de ordem 1. 


Numa matriz quadrada A de ordem n, os elementos a; 
tais que і = j formam a diagonal principal da matriz, e 
os elementos a; tais que i + j = п + 1 formam a diagonal 
secundária. 


Exemplo 
а ар а Б Diagonal secundária 
A E >” 
P day An Gy 
аз аз; зу с” Diagonal principal 
Observe: 


* na diagonal principal os elementos a, possuem i = j: 
411, An € Az 


* na diagonal secundária os elementos a; são tais que 
1+] = 3 + 1 (em que 3 éa ordem da matriz A): 


43, 05; € 413 


Matriz identidade 


Chama-se matriz identidade de ordem n, que se 
indica por [„ a matriz: 


lsei-j 
L7 apa quen у 
Note, pela definição, que: 
* a matriz identidade de ordem 1 é Д = (1); 
* toda matriz identidade de ordem maior do que 1 terá 
todos os elementos da diagonal principal iguais a 1 e 
todos os demais elementos iguais a zero. 


Exemplos 
Ж 
әк |! o) dL=| o 10 
0 0 1 
Matriz nula 


Matriz nula do tipo т X n, que se indica por 0,, x y, É 
a matriz: 


0, xn = (aj), хп tal que ау = 0, Vi j, 1« ism 
el<j<n 


Em outras palavras, matriz nula é qualquer matriz que 
possui todos os elementos iguais a zero. 


Exemplos 


a) 0,x2 = 


зва [0 sl 


4. MATRIZES TRANSPOSTAS 


Chama-se transposta da matriz А = (a;), x „ que se 
indica por A', a matriz: 
A! = (bj), хһ tal que b; = 


el<j<n 


ooo 
Soo 


ay Ni, j liem 


Ou seja, cada coluna i de A' é, ordenadamente, igual à li- 
nha i de A. 


Exemplos NS А 
a ' EXERCÍCIOS BÁSICOS 
а) Asx | 5.0 Aba | 2o. & | B.1 Um conglomerado é composto por cinco lojas, nume- 
8 6 зоа radas de 1 а 5. A tabela a seguir apresenta o faturamento 
em dólares de cada loja nos quatro primeiros dias de 
janeiro: 
6 
x demo 1.950 2.030 1.800 1.950 
e Бла 1.500 1820 1.740 1.680 
5 3.010 2.800 2.700 3.050 


2.500 2.420 2.300 2.680 | 


1.800 2.020 2.040 1.950 
5. ELEMENTOS CORRESPONDENTES EM 


Cada elemento a; dessa matriz é o faturamento da loja 


MATRIZES DO MESMO TIPO i no dia j. 
К $ a) Qual foi o faturamento da loja 3 no dia 2? 
Dadas duas matrizes do mesmo tipo, А = (aj), xn € b) Qual foi o faturamento de todas as lojas no dia 3? 
В = (bj), x n dizemos que o elemento da linha ге coluna c) Qual foi o faturamento da loja 1 nos 4 dias? 


s de A é o correspondente do elemento da linha r e colu- 


nas de B; Vis: B.2 Um técnico de basquetebol descreveu o desempenho dos 


titulares de sua equipe, em sete jogos, através da matriz: 


Exemplo 
18 17 18 19 21 18 20 


Nasmatrizesd.= | н Miz Ga | e is 6 E 5 22 23 R 
da аз а» 20 19720: 2114. ы 22 
18 22,20 20 18 22 23 


UN 
ш 
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zZ 
<£ 
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2 
4 
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ш 
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ш 
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в (5а du bs) 19 18 12 14 20 17 18 
ba Do b | Cada elemento a; dessa matriz é o número de pontos 
" К marcados pelo jogador de número i no jogo j. 
Emesque: a) Quantos pontos marcou o jogador de número 3 no 
* a É о correspondente de b; jogo 5? 
* а é o correspondente de Р |; b) Quantos pontos marcou a equipe no jogo 4? 
* a é о correspondente de Ё з; c) Quantos pontos marcou o jogador de número 2 em 
etc. todos os jogos? 
B.3 Represente explicitamente cada uma das matrizes: 
6. IGUALDADE DE MATRIZES a) A = (а), x2 tal que a, = i + 2j 
3 А b) A = (a), +. tal = (ti 
Dadas duas matrizes do mesmo tipo, А = (aj), xn € NA = pasci tal que ag C Т ) em 
B = (b;)m x ,, dizemos que A = B se, e somente se, todo €) A = (aj), хз tal que ay = | Ч сан J А 
elemento de А é igual ао seu correspondente em В. Uds sedia 
Em símbolos: Q,seicj 
d) A = (aj); , tal que a, = 12i + jse i> j 
A-Bea,-b, Yrs l<r<me I<s<n j,sei< j 
: a i,sei-j 
" B.4 Sendo a matriz A = (a;) x tal que a; = | Dew 2 
Ne jseisj 
e - t 
' EXERCÍCIO RESOLVIDO is сах 


-B.5 Рага que valores reais x e y tem-se que: 
R2 Determinar os números reais x e y tais que: 
Es 2 үкү 2 4, 
Ert 8 БЕ a Mis = SEE „6 Ati ees. 
3 x 31 | 


Resolução B.6 (Fatec-SP) Sejam X = | па 20 | е 


Duas matrizes do mesmo tipo são iguais se, e somente 4a DA az 
se, seus elementos correspondentes sáo iguais. Assim, 

2х-у=5 Ф ү=| 2 4 | оа Se X = Y, então: 
devemos ter , onde a € IR. Se , então: 

х+у=1 (D =S Ж 

Somando, membro a membro, as igualdades (I) e (II), te- duc de= d Onda. 
mos3x=6 2 х= 2. D 
Substituindo x = 2 em (II, temos 2 +y = 1 > у=—1. Ъул? dics Ts 
Logox-2ey--1l. Е 2 
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B.7 (UFPI) Uma matriz A é simétrica se e somente, se, for 
igual à sua transposta, isto é, A = At, 


3 22 2 

SejaA=| 4 —2 x+2y | Se A é simétrica, 
2x x+y 5 

o valor de 2x + y é: 

a) 4 b)2 с) 0 d)-2 e) —4 


B.8 Obtenha x, x € IR, de modo que a matriz: 


A A э 86 0 
0 хе 608 


ѕеја igual à matriz пша de ordem 2. 


B.9 Determine x, x € IR, de modo que a matriz: 


Ате aD 
LAC ME 


seja igual à matriz identidade de ordem 2. 


Exercícios complementares de С.1 а С.З ' PEN 


7. ADIÇÃO DE MATRIZES 


Uma empresa é formada pelas lojas A e B, concessio- 
nárias de automóveis. Realizado um estudo sobre a acei- 
tação de dois novos modelos de veículos nos quatro 
primeiros dias de janeiro, foram obtidos os seguintes 


resultados: 
SE 5 а 
2 5 3 p ATS 


+ | 2 
1 
sendo que: 

* a matriz А descreve o desempenho da loja A, de modo 
que cada elemento a;é o námero de unidades vendidas 
do modelo i no dia /; por exemplo, o elemento a;, = 5 
nos diz que foram vendidas cinco unidades do modelo 
2 no dia 3; 

* a matriz B descreve o desempenho da loja B, de modo 
que cada elemento b; é o número de unidades vendidas 
do modelo ; no dia j. 


Como representaríamos, matricialmente, a quantidade 
vendida desses dois modelos, nas duas lojas, nos primei- 
ros quatro dias de janeiro? Basta construir uma matriz 
С, x з, na qual cada elemento C; seja igual à soma de seus 
correspondentes nas matrizes A e B, ou seja: 


Ge pd ЭЧЕП иа SFS 
LRE ZES FL ITS 


E зв 
3 v9 À 


A matriz C é denominada “matriz soma de A e B". 


Definição 


A soma de duas matrizes do mesmo tipo 
А = (а;),х„еВ = (bj), „„ que se indica por A + B, 
é a matriz C = (c;), xn tal que: - 


G= atbp Vi, j 1«ism e 1«j«n 


Em outras palavras, cada elemento da matriz C é igual à 
soma de seus correspondentes em A e B. 
Exemplo 


gas fa ys | 2 | SN NR | 
6 8 —5 4 =3 7 i0 5 2 
Propriedades da adição de matrizes 


Sendo A, B e C matrizes do mesmo tipo, valem as qua- 
tro propriedades descritas a seguir. 


А.Л Associativa: (A + B) + C — A + (B + C), o que 
quer dizer que a soma dessas matrizes pode ser indicada 
simplesmente por A + B + C, isto é, sem parênteses. 


A.2 Comutativa: А + B = В + А. 


A.3 Elemento neutro: А + 0 = 0 + A = A, em que 0 
6 a matriz пша do mesmo tipo da matriz A. 


A.4 Elemento oposto: para toda matriz A existe a 
matriz А’ tal que A + A' = A' + A = 0, em que 0 é a 
matriz nula do mesmo tipo de A e A'. 

As matrizes A e A' são denominadas matrizes 
opostas. Indicamos esse fato por А’ = —A (lê-se “A' é 
igual à oposta de A”) ou por A = —A'. 

Nota 

A oposta de uma matriz A = (ay) „x n é a matriz: 

—A = (bj), «, tal que b; — -ap Vij Isi<m 

el<j<n 
Exemplo 
A oposta da matriz A = A e 

2270 1 


ENT 
2 оа 


8. MULTIPLICAÇÃO DE NÚMERO POR 
MATRIZ 


Definição 


O produto de um número k por uma matriz 
А = (а;),, x ,, que se indica por KA, é a matriz 
B = (Dim xn tal que: 


Ьу = Каз Vi j lI<ismelsjsn 


Ou ѕеја, cada elemento da matriz B é igual ао produto de 
seu correspondente em A, pelo número К. 


Exemplo 


2 —5 8 —20 
4 3 O^ | 9 1E. 0 
1 6 й- a: 


Propriedades da multiplicacao de 
número por matriz 


Sendo A e B matrizes do mesmo tipo e sendo r e s 
nümeros, tem-se que: 


N.1 r(sA) = s(rA) = (rs)A 
N.2 r(A + B) = гА + rB 
N.3 (r + 5)А = rA + sA 
N4 1-А=А 


9. SUBTRAÇÃO DE MATRIZES 


No exemplo introdutório do item 7 (Adição de matri- 
zes), se quisermos uma matriz que represente o desem- 
penho da loja A em relação à loja B, basta subtrairmos de 
cada elemento da matriz А o seu correspondente em В, 
obtendo: 


E | es. 1910 3 Они E E 
jx UN a aes 
ML M = 2 
-3 0 1 =? 
Assim, por exemplo: 
* o elemento a,, = —1 nos diz que a loja A vendeu uma 
unidade a menos do modelo 1, no dia 1, do que a loja B; 
* o elemento ац = 2 nos diz que a loja A vendeu duas 
unidades a mais do modelo 1, no dia 4, do que a loja B. 


A matriz D é chamada de matriz diferença de A e B, 
nessa ordem. 


Definição 


A diferença de duas matrizes do mesmo tipo A e 
B, nessa ordem, que se indica por A — B, é a matriz 
А + (—B): 

A-B=A+(-B) 


Em palavras mais simples, a diferença A — B é igual à 
soma de A com a oposta de B. 


Exemplo 
8 5 6 2 
4 бын “э Bm 
2 2 02 9 
8 5 —- = 2 3 
=| x 6 (К =й =6 e Tas 
Ө 2 =12 9 =з Y 


Nota 

Para ganhar tempo, obtenha cada elemento da matriz 
diferença, fazendo a diferença entre os elementos corres- 
pondentes das matrizes A e B, nessa ordem. 





5 EXERCÍCIO RESOLVIDO 
R.3 Dadas as matrizes A = 3 4 6 & 
PAGS CSS 3 
B=|! 2 3 , determinar: 
& 1 = 
а)А +В b)2A— B 
Resolucao 
DATES 3 4 6 E 2 Si 
29 Е=5 3 8 Ж =9 


TT EE NU 
10 -7 -6 
memo x “үш 
о E $ $ í 
fr DD Е 
4 -16 6 -8 -1 9 


ES 6 9 
=% pg 15 


ч 
0 7 
Jj EXERCÍCIOS BÁSICOS 
4 =i 
B.10 Dadas as matrizes A = | 2 3 
6 2 
2. 5 
B= 6» 53 ес=[ fi T} )deermine: 
—4 8 3 
ajA +B dsa- TB 
b) 5A e) B— © 
948 f)2C-A — В' 


B.11 (UFES) Os valores de x e y que satisfazem a equação 
matricial: 


padale ss 


são: 


a)x--—ley--1l c)x=2ey= -1 
b)x=ley=1 d)x=2ey=2 

Nota 

Equacáo matricial é qualquer equacào envolvendo 
matrizes. А 
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B.12 Determine a matriz X tal que: 


plat Syla ay дары 
6 2 -1 Оаа ай 


B.13 Obtenha as matrizes X e Y tais que: 


x4y-| 23. yy [1901 
-1 4 i 5 


Exercicio complementar C.4 е р, ыа 


10. MULTIPLICAÇÃO DE MATRIZES 


O comprador de uma empresa deve adquirir de seus 
fornecedores trés tipos de produtos, denominados: produto 
1, produto 2 e produto 3. Para isso, fez orçamento com dois 
fornecedores, denominados: fornecedor 1 e fornecedor 2. 

Resumindo os dados coletados nesses orçamentos, o 
comprador construiu três matrizes A, B e C, sendo que 
cada elemento а; da matriz А = (100 200 300) indica 
a quantidade de unidades do produto j que o comprador 
deve adquirir. Cada elemento b; da matriz: 


58 62 
B=|53 59 
55 61 


representa o preco, ет reais, de cada unidade do produto 
i, cobrado pelo fornecedor j; e cada elemento c da matriz: 


C = (100 * 58 + 200 - 53 + 300 - 55 + 100 62 + 200 - 59 + 300 + 61) 


indica o valor do orcamento com o fornecedor j. 

A matriz C é chamada de matriz produto de A por B, 
nessa ordem, e representa-se A * B = C ou AB = C. 
Observe que, desse modo, os dados numéricos dessa 
consulta de precos podem ser apresentados por: 


58 62 
(100 200 300)-| 53 59 | = (32.900 36300) 
55° “61 


Multiplicação de linha por coluna 


Antes de definirmos a multiplicação de matrizes, vamos 
definir produto de linha por coluna. 


Definição 
Sejam as matrizes А = (aj), «, e B = (bj), х 
Consideremos a linha i de A e a coluna j de B, isto é: 
bi; 
ba; 


Сал ar аз ay) € | by 


by 
O produto da linha pela coluna é: 
Abi, + agb; + ab +... + agby 


Ou seja, multiplicamos, ordenadamente, os elementos da 
linha i pelos elementos da coluna j e somamos os resul- 
tados obtidos. 


Exemplo 
Sendo as matrizes: 


4 3 4 
a-f? е Jes = AA 
] 4 = үст б 


Temos que: 
* o produto da primeira linha de A pela primeira coluna 
de B é o número: 


2:4+5-3+8-1=31 
* o produto da primeira linha de A pela segunda coluna 
de Bé o número: 
23 +56 1382 = 52, etc: 
Podemos, agora, definir produto de matrizes. 


Definigáo 


O produto da matriz А = (aj), x pela matriz 
B = (bi) xx „ que se indica por AB ou por A * В, é a 
matriz C = (c;),, х „ tal que cada elemento c; é igual 
ao produto da linha і de A pela coluna j de B. 


Exemplo 


GEL 
L E PVP 


=| 2:4+5:3+8:1 2-3+5-6+8:2 2-4+5:1+8:0 | 
1:44:35 (-3):1 1+3+4-6+(-3):2 1-4+4-1+(-3)-0 


.| 3 2 
13 21 8 
Observe que, se A е B são matrizes, então: 


* existe o produto AB se, e somente se, o número de co- 
lunas de A for igual ao número de linhas de B. 


Exemplos 
a) Existe o produto A; x4 * Bsxs- 


Iguais 


b) Não existe o produto A, «3 * Byx2- 


pi 


Diferentes 


e a matriz C tal que C = AB possui o mesmo número de 
linhas de A e o mesmo número de colunas de B, isto é: 


Anzi Bexa = Coxn 
Ea iS 
Exemplos 


8)Asxs* Bs xs = Суу DA xa" Baxi = Сух 





M 
5 EXERCÍCIOS RESOLVIDOS | 


R4 Sendoa = (3 2 é хааа 
4 9 
а)А- 1 b)h-A 
Resolução 
1 0 0 
заа [3 2 Efo iof- 
0 0 I1 


4 9 


тл y o. е 
é O ide 9 8 


=|[3 2 6 | notequel,:A=A. 
4 9 8 
R.5 Determinar a matriz X tal que $ lix-|?]. 
м, 4 1 1 
Resolução 


Inicialmente, vamos determinar o tipo da matriz X: 


gn 
4 1 H 
ES 
2x2 mXn 2X1 
tuto 
* O número de colunas da primeira matriz deve ser igual 
ao número de linhas de X; portanto m = 2. 


* O número de colunas da matriz X deve ser igual ao 
número de colunas da matriz produto; portanto n = 1. 


= (2 2 6 овал реа 


Assim, a matriz X é do tipo 2 X 1. Seja X = [s 


Temos, então: 


Ra ata Бе 


Como duas matrizes são iguais se, e somente se, seus 
elementos correspondentes são iguais, temos: 
[е +b=9 (Mm 
4а+Ь = 7 (I) 
Subtraindo membro a membro as igualdades (I) e (ID, 


obtemos a — 2. 
Substituindo a = 2 em (Т), temos: 


5-2+b=9=>b=-1 
Logo, a matriz procurada é X = | > | . 
Propriedades da multiplicação 
de matrizes 
M.1 Propriedade associativa: sendo A, B e C matri- 
zes de tipos m X n, n X ke k X p, respectivamente, tem- 
se que (AB)C — A(BC). A propriedade associativa nos 


permite indicar o produto entre essas matrizes simples- 
mente por ABC, isto é, sem parênteses. 


M.2 Propriedade distributiva à direita: sendo A, B 
e C matrizes de tipos m X n, m X nen X k, respectiva- 
mente, tem-se que (A + B)C = AC + BC. 


M.3 Propriedade distributiva à esquerda: sendo A, 
B e C matrizes de tipos m X n, n X ken X k, respectiva- 
mente, tem-se que A(B + C) = AB + AC. 


M.4 Sendo A uma matriz do tipo m X n, tem-se que: 
AI, =A e LA = A. (Veja exercício R.4.) 


M.5 Sendo A e B matrizes de tiposm X nen X k, 
respectivamente, e sendo r um número qualquer, tem-se 
que (rA)B = A(rB) = r(AB). 


M.6 Sendo A e B matrizes de tipos m X n e n X k, 
respectivamente, tem-se que (AB) = B'A'. 


0 1 А 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS ` 


B.14 Dadas as matrizes A = 


v eN 
uN бє 
to 
Ш 
vá 
| 

= 
oo 
e 


C= [У e Әр = (1 —2), determine: 


а) АВ b) BC c) CD 
B.15 Sendoasmatrizesa=| 1 2 3 e 
0 6 4 
3 0 
В= | | 2 |, calcule: 
1 4 
a3)A-B d) B'A gh-A 
b)B-A e)A'- B 
с) (А By РА 2, 


B.16 Que relação existe entre os resultados (А. BJ e B' · A! 
obtidos no exercício anterior? 


Nota 
A conclusão desse exercício vale para quaisquer matri- 
zes A e B, desde que exista A * B. 


В.17 (U. E. Londrina-PR) Sejam as matrizes A e B, respecti- 
vamente, 3 X 4e p X q. Sea matriz A - Bé3 X 5, então 


é verdade que: 

а)р=5ед= 5 dp=3eg=4 
bp=4eg=5 e)p=3eq=3 
с)р= 3ед = 5 


B.18 Determine а matriz X tal que | x 


Je) 
Jr 


B= | T ? ), detemine a mariz ы que x = 2: 
0 


B.19 (Faap-SP) Dadas as matrizes A = | З 
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UNIDADE 7 


B.20 Sendo A uma matriz quadrada de ordem n, define-se: 





А =]; ASA; 
A'— А-А-А +... "А, МК, kEN,k>=2 
AA == 
k fatores 
Dada a matriz A = 3 
=] 1053 
a) 40 с) А? 
b)A! а) АЗ 
Exercícios complementares de С.5 а C11 — ' — 





М 
is 2 
J EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES H 


I (SUPRA) Um triángulo equilátero de lado 1 tem seus 
vértices numerados como mostra a figura. A matriz 
3 X 3, na qual cada termo a; representa a distância entre 
seus vértices de números i e j, é: 


1 


2 3 
0 0 0 SNC) 
alo 0 0 9222 
оо 0 27:2 a 
Oel J з. MB 
b о 1 3 3 3 
Гота 3 "SS 


Ca (FEI-SP) Qual é o valor registrado na 17* coluna da 28* 
linha do quadro abaixo descrito parcialmente? 




















a) 44 1 2 

b) 28 2 3 4 

с) 54 3 4 

d) 45 К à 5% 

e 27 i : | i | 











C3 Classifique cada afirmação como V ou Е: 

a) Toda matriz identidade é necessariamente quadrada. 
b) Existe matriz identidade que não é quadrada. 

c) Toda matriz nula é necessariamente quadrada. 

d) Existe matriz nula que não é quadrada. 


e) (A)! = A, qualquer que seja a matriz A. 
f) A' +A, qualquer que seja a matriz A. 
5) Se a matriz А é do tipo 2 X 3, então A' é do tipo 3 X 2. 


C4 (FGV-SP) Determine a matriz В tal que: 


so 


в=ў[1 5 
“10 2n+1 
0-2 
С.5 (FGV-SP) SendoA = | | , obtenha a matriz: 
Ex 
А? + Аз 


C.6 (Acafe-SC) Dadas as matrizes А = Ё | е 
а 
В= E А . o valora + b, de modo que AB = 1, sendo 
E 2 


I a matriz identidade, valerá: 


ТЫ. 


b)0 d)1 


a) 2 


En] Dadasas marina | 1 ев | 1 E 
determine: 
a) AB b) BA 


€.8 Sendo A, B e C matrizes, classifique como V ou F cada 

uma das seguintes afirmações: 

a) Se existe o produto A + B, então existe o produto В * A. 

b) Existe o produto A - А’. 

с) Se existem os produtos А - B e B * A, então 
A:B-—B-A. 

d) Se existe o produto A * B, então (A · B)' = B'A'. 

e) Se existe o produto (A- B)C, então (A - В)С = A(B + 
С). 

f) Se existe a expressão А(В + C), então 
А(В + C) = AB + AC. 


C9 (UFCE) Dé exemplo de três matrizes 2 X 2, A, B e C tais 
que a matriz A não seja nula, A * В =A + Сев + C. 


2 =з |. 
43 -2 


CO (UFES) Considere a matriz A = 


Determine 419, 


С.11 (Fuvest-SP) Dadas as matrizes: 
DA = (a5), х т, definida pora; = i — j 
2) B = (by) xo definida por b; = i 
3)C = (cj), C = AB 
O elemento C, é: 
a) —112 
b) –18 


€) —9 
d) 112 


e) Não existe. 








Um litro de álcool custa 60 centavos e 1 litro de gaso- 
lina custa 80 centavos. Se 1 litro de uma mistura de álcool 
e gasolina custa 75 centavos, quanto de álcool contém 1 
litro dessa mistura? 

Para resolver esse problema, vamos supor que x e y se- 
jam, respectivamente, as frações de álcool e de gasolina 
que compõem 1 litro da mistura. Assim, devemos ter: 


npe А ар th 
60х + 80у = 75 `` 160х + 80у = 75 ш 


Substituindo (I) em (II), obtemos: 


60x + 80(1—х) = 75 .. 60x+ 80 — 80x = 75 
йу = а se i 








0,25 


Logo, cada litro de mistura contém 0,25 € de álcool. 

Recorremos a esse exemplo prático para mostrar o 
quanto são freqüentes, em nosso dia-a-dia, sistemas de 
x+y=1 
60x + 80y = 75 

Para um estudo geral desse tipo de sistema necessita- 
mos de algumas noções preliminares. 


equações do 1º grau, tais como | 


2. EQUACAO LINEAR 


Toda equação do 1º grau em uma ou mais incógnitas é 
chamada de equação linear. 


Exemplos 
a) Na equação 3x + 2y = 11, temos: 
* incógnitas: x e y; 
* coeficientes: 3 e 2; 
* termo independente: 11. 
b) Na equação 8x — y + 3z = — 1, temos: 
* incógnitas: x, ye z; 
• coeficientes: 8, —1 e 3; 
* termo independente: —1. 


Por extensáo de conceito, admitimos também como li- 
neares as equacóes: 


Ox + 0у + 0z = 0; Ox + 0у +01 + 0 = 3 
De modo geral, temos: 
Definigáo 
Chama-se equacáo linear nas incógnitas 
Xj Хә, х3, ++.» X, toda equação que pode ser apresentada 
sob a forma: 
ay, + ax; + 0% + + ax =D 
onde a, à», 4, ..., а, São constantes reais chamadas 


de coeficientes da equação e b é uma constante real 
chamada de termo independente da equação. 


Note que, por exemplo: 

* 333 + y = 5 não é equação linear, pois é do 2º grau em 
relação a x; 

Ы E + y = 3 não é equação linear, pois o expoente de 


xé —1, istoé,x7! + y =3. 


Solução de uma equação linear 


Chama-se solucáo da equacáo linear 
ax, + ax, + ax +... + а„х„ = b toda ênupla (seqüén- 
cia de n elementos) de números (о, о, Ga, ..., O) tal que 
a sentença aja, + ao + aa +... + aa, = b seja 
verdadeira. 
Nota 
Se não existe tal ênupla, dizemos que a equação é im- 
possível. 
Exemplos 
a) Uma solução da equação linear Зх + 2y = 11 é o par 
ordenado (1, 4), pois a sentença 3 * 1-- 2: 4 = 11 é 
verdadeira. 
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Convenção 
A menos que se especifique o contrário, apresentamos 
cada solução de uma equação linear obedecendo à ordem 
alfabética das variáveis, isto é, (x, y), (x, y, 2), (a, b, c), etc. 
b) Uma solução da equação linear 8х — y + 3z = —1é 
o terno ordenado (0, 4, 1), pois a sentença 
8:0—4-3-*1-— —1é verdadeira. 
c) A equação Ox + Oy = 3 é impossível, isto é, não possui 
solução. 


in : 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO 





R.1 Quantas soluções admite a equação 2x + y = 5? 

Resolução 

Para cada valor atribuído a x, obtemos um valor y tal que 

o par (x, y) é solução da equação. Por exemplo: 

e рагах = 1temos2* 1 +y=5 .'. у = 3;10ро, (1,3) 
é solução da equação; 

e рагах = —2 temos 2(-2) + y = 5 
(—2, 9) é solução da equação. 

Assim, percebemos que a equação admite infinitas 

soluções. 


Г. y = 9; logo, 


Equação linear homogénea 


É toda equação linear cujo termo independente é igual 
a zero. 


Exemplos 
а) Зх + 2у = 0 
b) 5х +у + 32 = 0 


Toda equação linear homogênea: 
ax, tax + ах, +. ах, = 0 
admite como solução a énupla (0, 0, 0, ..., 0), chamada de 
solução trivial da equação homogênea. 
Exemplos 
a) A solução trivial da equação 3x + 2y = 0 é (0, 0). 
b) A solução trivial da equação 5x + y + 3z = 0 é (0, 0, 0). 


3. SISTEMA LINEAR 


Considere um conjunto de equações lineares simul- 
tâneas, nas mesmas incógnitas x, y e z, por exemplo: 


2х+у+3 = 11 
PASE = Y 
Boys: 


(A segunda equação deve ser entendida como 
Ox + y + 52 = 9.) Tal conjunto é chamado de sistema 
linear. 


De modo geral, um sistema linear de m equações e 

n incógnitas (m = 1 en = 1) é um conjunto de equações 
simultâneas da forma: 

AX + арх + ацху +... + aÃ, = b, 


алх + 45Х + Aka +... + AX, = ba 


Am #45252 + ал33 +... + Andy = Da 


em que: 

* Xis Ху, Хз, ...‚ X, S0 as incógnitas; 
* a; são os coeficientes; 

* b; são os termos independentes. 


4. SOLUÇÃO DE UM SISTEMA LINEAR 


Chama-se solução de um sistema linear toda solução 
comum a todas as equações do sistema. 


Nota 
Essa solução pode não existir. 
Exemplo 
2x+y+3z = 11 
Uma solução do sistema linear V+HSg= 9 
di fo @ = il 


é o terno ordenado (2, 4, 1), pois tal seqüéncia é solução 
comum a todas as equações do sistema, isto é, todas as 


2:2+4+3 - 1 = 1 
sentenças 10 :2+4+5 + 1 = 9 
PR 12-1 


são verdadeiras. 


5. CLASSIFICAÇÃO DE UM SISTEMA 
LINEAR 


Um sistema linear é classificado de acordo com o 
número de soluções que tiver: sistema possível e determi- 
nado (SPD), sistema possível e indeterminado (SPI) ou 
sistema impossível (SI). 


Sistema possível e determinado (SPD) 
É todo sistema linear que admite uma única solução. 
Exemplo 
х+у = 5 
у= 2 
é um sistema linear que admite como única solução o раг 


(3, 2). Por isso, é classificado como SPD (sistema pos- 
sível e determinado). 


Sistema possível e indeterminado (SPI) 
É todo sistema linear que admite mais de uma solução. 


Nota 


Prova-se que, se um sistema linear admite mais de uma 
solução, então admite infinitas soluções. 


Exemplo 


2x+ y=5 
4x+2y = 10 





é um sistema linear que admite mais de uma solução: 
(2, 1); (0, 5); (4, —3): ...; etc. Por isso é classificado como 
SPI (sistema possível e indeterminado). 


Sistema impossível (SI) 
É todo sistema linear que nào admite solução alguma. 


Exemplo 
Observe o seguinte sistema: 


x+y = 5 
ааст 
Existem dois números x e y tais que sua soma seja 
igual a 5 e ao mesmo tempo igual a 8? Claro que não. Por 
isso esse sistema não tem solução e é classificado como 
SI (sistema impossível). 


x+y 


Resumo 
determinado 
(uma única solugáo) 
possível 
А A indeterminado 
Sistema linear (mais de uma solução) 
impossível 
(nenhuma solução) 
A a 
EXERCICIO RESOLVIDO E 





R.2 Classificar cada um dos sistemas seguintes como SPD 
(sistema possível e determinado), SPI (sistema possível 
e indeterminado) ou SI (sistema impossível). 


x+y=3 xt у= 1 
а) c) 
| y22 | M 
c+ у=5 
En d)(x2y-4 
0x+0y = 3 
Resolução 
а. (D 
у =2 an 


A equacáo (II) nos diz que o valor de y é 2. Substi- 
tuindo y = 2 em (D. temos x + 2 = 3 5х = 1. 
Obtivemos, assim, como única solução do sistema о 
par (1, 2). 
Logo. o sistema é possível e determinado (SPD). 
b) | x+ y=5D 
0x+0y = 3 (Ш 
A equação (II) não tem solução. Logo, não existe 
solução comum às duas equações do sistema. Por isso 
o sistema é impossível (51). 
хі у= 1 Q 
ls +2y 2 (ID 
O sistema tem mais de uma solução (1, 0), (0, 1), 
(2. —1), etc. Logo, o sistema é possível e indetermi- 
nado (SPI). 


d) (x+2y=4 
O sistema tem mais de uma solução (4, 0). (0, 2). 
(2, 1), etc. Logo, o sistema é possível e indeterminado 


(SPD. 


Isolantes térmicos 


Em sua entrada na atmosfera da Terra, uma cáp- 
Sula espacial se incendiaria se o material que a re- 
veste não fosse refratário, capaz de suportar as altas 
temperaturas provocadas pela intensa fricção com o 
ar. Além de refratário, esse revestimento deve ser 
isolante térmico, para não pór em risco a vida dos 
tripulantes. 

Os materiais refratários e isolantes térmicos são 
necessários em multas outras situações, como, por 
exemplo, na construção de portas ou paredes contra 
incêndio. As constantes pesquisas sobre esses 
materiais têm como fundamento o fato de que a 
quantidade Q de calor que atravessa uma placa 
depende da área S da mesma, do tempo t de pas- 
sagem, da diferença A de temperatura entre as faces 
da placa, de sua espessura e e do coeficiente de 
condutibilidade C. O valor de Q é obtido através de 
um teorema conhecido como teorema de Bridgman, 
cuja aplicacao conduz a um sistema linear. 

Os sistemas lineares estão presentes em muitas 
áreas científicas. Quando algumas quantidades se 
inter-relacionam e se conhecem algumas delas e 
outras não, podemos formar um sistema de equa- 
ções ou inequações (lineares ou não). 


У 
) Д 4 
EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.1 Qual dos seguintes ternos ordenados é solução da equa- 
с̧до 2x + 2y —z=1? 
a) (1, 1, 1) c) (71, 1, 1) 
b) (2, 0, 1) d) (-1, 1, —1) 


€) (0, 0, 1) 


B.2 Qual das alternativas seguintes apresenta uma solução 
xtyt2229 


do sistema } х + 2у +: = 8 ? 

2x+y+2=7 
a) (8,1,0) с) (1, 2, 3) e) (1,1,1) 
b) (10, —1, 0) d) (9, 0, 0) 


B.3 Qual dos ternos seguintes não é solução do sistema 
E =1 5 
x+3y+z = 3 
а) (-3, 2, 0) 
byC—73010) 


с) (711,4,2) 
dX, 0) 


e) (3,-1,0) 


B.4 Classifique cada um dos sistemas seguintes como SPD 
(sistema possível e determinado), SPI (sistema possível 
e indeterminado) ou SI (sistema impossível): 


+y= +у = 4 
а) 2x +y 5 S x+y 
x=3 0x+0y = 0 
с+у=9 +y = 5 
51i y ds 2) 
х+у = 5 0х + 0у = 3 
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B.5 (FGV-SP) Em relação ao sistema js s x 9 

pode-se afirmar que: 

a) é um sistema impossível. 

b) é um sistema possível e determinado. 

с) se (a, В, y) é uma solução do sistema, então a, B e y 
não formam, nessa ordem, uma progressão aritmética. 

d) (8, 1, 0) é solução do sistema. 

e) (1,5.3) é a única solução do sistema. 


Exercícios complementares de C.1 a C.3 


6. RESOLUÇÃO DE UM SISTEMA LINEAR 


Resolver um sistema linear significa obter o conjunto 
5, denominado conjunto solução do sistema, cujos ele- 
mentos são todas as soluções do sistema. 

Dentre os vários métodos existentes para a resolução 
de um sistema, optamos pelo escalonamento. Antes da 
apresentação desse método, vamos definir sistema esca- 
lonado e aprender como resolvê-lo. 


7. SISTEMA LINEAR ESCALONADO 


Um sistema linear é dito escalonado (ou na forma 

escalonada) se, e somente se: 

* todas as equações apresentam as incógnitas numa mes- 
ma ordem; 

* em cada equação existe pelo menos um coeficiente, de 
alguma incógnita, não-nulo; 

* existe uma ordem para as equações tal que o número de 
coeficientes nulos que precedem o primeiro não-nulo 
de cada equação aumenta de uma equação para outra. 


Exemplos 
Os seguintes sistemas lineares são escalonados: 

2х+3у +5: = 9 
а) {0х + 4у += = 5 
0х + 0у + 35 = 6 

х+2у +4 22 = 1 
b) 4 0х +4у + 51+ = 2 
Ox + 0y +0; + 4z = 12 








3х + 4у = 4 
с) 
0х + 5у = 1 
Vejamos dois exemplos de sistemas não-escalonados: 
4х +Зу+4 = 1 
а)40х+5у—=3 
0х + 3у + 22 = 5 





Esse sistema não é escalonado, pois о número de 
coeficientes nulos que precedem o primeiro nào-nulo 
de cada equação não aumenta da segunda para a tercei- 
ra equação. 
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6x+ty+3z = 6 
b) {0х+4у—3 = 1 
0x+0y+0z = 5 





Esse sistema não é escalonado, pois a última equação 
apresenta todos os coeficientes nulos. 


8. RESOLUCAO DE UM SISTEMA LINEAR 
ESCALONADO 


Existem apenas dois tipos de sistema linear escalonado, 
conforme veremos a seguir. 


Primeiro tipo: número de equações 
igual ao número de incógnitas 


Exemplo 
3xd2yd- = = 3 
5y—2z = 1 ap 
3; = 6 (ID 


é um sistema linear escalonado com trés equações e trés 
incógnitas. 

Para resolver esse tipo de sistema, determinamos o 
valor de z na equação (Ш) 3z = 6 >z = 2. 

A seguir, substituímos z = 2 na equação (II): 


5y-2:2212y^71 


Finalmente, substituímos y = 1 e z = 2 na equação (I): 
32142-3537 


Logo, o conjunto solução do sistema é: 


e] 


Todo sistema linear escalonado do primeiro tipo 
é possível e determinado (SPD). 


Propriedade 


Segundo tipo: número de equações 
menor que o número de incógnitas 


Exemplo 
Р + 2у – 32 = 1 
у + 52 = 3 


é um sistema linear escalonado com duas equações e trés 
incógnitas. 

Todo sistema linear escalonado do segundo tipo 
admite pelo menos uma variável denominada variável 
livre ou variável arbitrária do sistema. É variável livre 
toda aquela que nào aparece no início de nenhuma equa- 
ção do sistema escalonado. No exemplo anterior, temos z 
como variável livre. 


A variável livre, como o próprio nome indica, pode 
assumir qualquer valor real. Para cada valor assumido por 
ela, obtém-se uma solução para o sistema. No exemplo 
anterior, se fizermos: 

* z = 2, teremos 


xt*2y-3-221 0 
yt5-2—32y- —7 m 


substituindo (II) em (I): 
xq 2(—17)—3^2—1-2x-—91 
assim, para z = 2 temos a solução (21, —7, 2); 
e z = 0, teremos 
x+2y-3:0=1 Mm 
| y+5:0=3>y=3 Mm 


substituindo (II) em (I): 
xr2*3- 907 1-543: =$ 
assim, рага z = 0 temos a solução (—5, 3, 0). 
x+2y-37 = 1 
У+ 5: = 3 
possui infinitas soluções. Para obter a expressão geral de 


todas essas soluções, basta encontrarmos os valores de x 
e y em função de z, isto é: 


Perceba, portanto, que o sistema | 


%+2у—3@= 1 0) 
3+52=>3 =5 у = 3-52 Щу 


Substituindo (II) em (I): 


x4 2(3—52)—32-T12& 
>x +6- 10z-3z7z=1 .. х= 135—5 


Assim, o conjunto solucáo do sistema é 
=((133= 5,3 552,2, ER} 


Notas 

1. Chama-se grau de indeterminacáo de um sistema 
escalonado do segundo tipo o námero de variáveis livres 
do sistema. Isto é, o número de variáveis que nào apare- 
cem no início de nenhuma equação do sistema. No exem- 
plo anterior, o grau de indeterminação do sistema é 1. 

2. A escolha de variável livre como sendo “toda aquela 
que não inicia nenhuma equação do sistema” é puramente 
convencional. Na verdade, no sistema do exemplo anteri- 
or poderíamos ter escolhido y como variável livre e, nesse 
caso, o conjunto solução apresentaria a forma: 


= (14 13y e, | 
$ (E hs | VER 





Poderíamos ainda ter escolhido x como variável livre: 
então teríamos o conjunto solução: 


s- (s l4-5x S+x 
TR 





l xc e] 
Propriedade 


Todo sistema linear escalonado do segundo tipo 
é possível e indeterminado (SPD. 


9. SISTEMAS LINEARES EQUIVALENTES 


Dois sistemas lineares А e А’ são equivalentes se, е 
somente se, tiverem o mesmo conjunto solugáo. Indica- 
mos que А e А’ são equivalentes por A ~ A”. 


Exemplo 
, х+у = 5 х+у = 5 
Os sistemas af " e al ў são 
х-у = у= 
equivalentes, pois ambos têm como conjunto solução: 


S= {(3,2)} 


Propriedades 
Sendo A, A' e A" sistemas lineares, tem-se: 
1. A — A (propriedade reflexiva); 
П. Se A ~ A', então A' ~ A (propriedade simétrica); 
Ш. SeA ~ A' e A' ~ A", então A ~ A" (propriedade 
transitiva). 


10. ESCALONAMENTO DE UM SISTEMA 
LINEAR 


- E х+2у = 5 
Observe о seguinte sistema 4| ó 


3x+7y = 16 


Multiplicando ambos os membros da primeira equação 
por —3, teremos o sistema equivalente: 


d gba => 
3x+7y = 16 


Substituindo, no sistema A', a segunda equação pela 
soma dela com a primeira, teremos o sistema equivalente: 


Г = —15 
у= 


MATRIZES, SISTEMAS LINEARES E DETERMINANTES 





Note que A" — A e que A" está na forma escalonada. 


Vamos estudar uma técnica para transformar um siste- 
ma linear possível num outro equivalente na forma esca- 
lonada. Essa técnica é fundamentada nos trés teoremas 
que veremos a seguir. 


Teorema 
Permutando entre si duas ou mais equações de um 


sistema linear A, obtém-se um novo sistema A' equi- 
valente a A. 


Exemplo 
A 3x+7y = 16 | х+2у = 5 
х+2у = 5 3х + 7y = 16 
Permutamos entresi as 
equações do sistema A, 
obtendo o sistema A'. 
Teorema 


Multiplicando (ou dividindo) uma equação de um 
sistema linear A por uma constante k, k + 0, obtém- | 
se um novo sistema А’ equivalente a A. 
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N 
Lu 
а 
+ 
a 
z 
5 





Exemplo 


=15 
16 


х+2у = 5 ,|—3x— бу = 
3x-FTy 16 3x+7y 


Multiplicamos por —3a primeira 
equação do sistema A, obtendo o 
sistema A'. 


I 
[j 


Teorema 


Substituindo uma equação de um sistema linear A 
pela soma dela com outra equação desse sistema, 
obtém-se um novo sistema A' equivalente a A. 


Exemplo 
=3х—6у = —15 A 31 =6y = —15 
3x + 7у = 16 у= 1 
Substituímos а segunda 
equação do sistema А pela 
soma dela com a primeira, 
obtendo assim o sistema А’. 


Conjugando esses três teoremas, podemos escalonar 
qualquer sistema linear possível. Se o sistema for impos- 
sível, a tentativa do escalonamento mostrará essa impos- 
sibilidade. 


Exemplo 


Para escalonar o sistema: 


x+2y+32=7 0 
Ai42x* yt 2=4 Ш 
3x+3y+ z = 10 am 


vamos, inicialmente, conseguir os zeros necessários nos 

coeficientes de x. Para isso: 

* substituímos a equação (II) pela soma dela com a equa- 
ção (I) multiplicada por —2; 

* e substituímos a equacáo (III) pela soma dela com a 
equação (I) multiplicada por 3: 


x+2y+372=7—— 
+ 2 
2x+ y+ 2=4 


3x+3y + z = 





x+2y+37 = 7 
—10x—3y—5z = —10 
Ох — 3у – 85 = —11 


Nota 


Os produtos da equação (I) por —2 e por —3 podem 
ser feitos mentalmente. Nào é necessário escrevé-los efe- 
tivamente. 


* No sistema anterior, substituímos a última equação 
pela soma dela com a segunda multiplicada por — 1: 


xr 2y-F32 — 7 
0x—3y-5z = —10 40) = 








0x — 3y — 82 ilic 
х+2у+3@=7 

=“4+0х-—=3Зу== 55 = =10 
0x +0y:= 37 = =1 


Chegamos assim a um sistema escalonado equiva- 
lente ao sistema A. 


Notas 


1. Se durante o escalonamento do sistema do exemplo an- 
terior ocorresse uma equação da forma Ox + 0у + 0z = b, 
com b + 0, então o sistema seria impossível, pois tal 
equação não é satisfeita para nenhum terno (x, y, 2). 

2. Se durante o escalonamento do sistema anterior 
ocorresse uma equação da forma 0х + 0у + 0z = 0, 
então eliminaríamos essa equação e o novo sistema assim 
obtido também seria equivalente ao sistema original. 





5 EXERCÍCIOS RESOLVIDOS ` 


R.3 Escalonar, classificar e dar o conjunto solução do sistema: 


2x+3y+ z22 
x+ y+2z = 1 
4х+5у+5г = 6 
Resolução 
O escalonamento fica facilitado quando o coeficiente de 
x da primeira equação é 1. Como isso não acontece nesse 
sistema, mas o coeficiente de x da segunda equação é 1, 


podemos permutar as duas primeiras equações, obtendo 
um novo sistema, equivalente ao original, isto é: 


xt y+2z= 1 
2x+3y+ з= 2 
4х + 5у + 5: = 6 
Escalonando, temos: 
x 
"pde 
x+ y+2 = D— C2 
y L O 
2х+3у + z = 2) Se 





4x + 5у +5: = 6. 


xt y+2=1 


=40x + a 
0x+ y-3z=2 m 


ж y+22= 1 
—d40x4- у – 32 = 0 
0х + 0у +05 = 2 


Note que não conseguimos um sistema escalonado, pois 
os coeficientes da última equação são todos nulos; 
porém a tentativa do escalonamento nos mostrou que o 
sistema é impossível, já que a última equação não é 
satisfeita para nenhum terno (x, y, 2). 

Portanto, a classificação do sistema é SI e $ = Ø. 


RA 


R5 


Escalonar, classificar e dar o conjunto solução do sistema: 
3x+4y + 52 = 1 
2x +3y + 3z = 
5x+7y+82=1 


e 


Resolução 

* Substituímos a segunda equação pela soma dela multi- 
plicada por 3 com a primeira equação multiplicada 
por —2; 

* substituímos a terceira equação pela soma dela multi- 
plicada por 3 com a primeira equação multiplicada 
por —5. 

Nota 

Façamos tais produtos mentalmente, evitando assim 

muitas passagens. Isto é: 


P FRE 
Зх + 4y + 52 = 1 

rats 9). O 
2x+3y +37 = 0——9 is aa 
5х + Тува 1 a 

3x +4y+5z 1 





q Dire у 
De vy p=2=2 
3x+4y+5z7 = 1 

UE у= = 
0x+0y+0z = 0 


Eliminando-se a última equação, chegamos ao sistema 
escalonado equivalente ao sistema original: 


P +4у+ 52 = 1 

ла, ш =. =й 
Como esse sistema escalonado é do segundo tipo (пйте- 
ro de equações menor que o número de incógnitas), sua 


classificação é SPI (sistema possível e indeterminado). 
Resolvendo em função da variável livre z, temos: 


illios = 1 0 
y= z^ —22y = z—-2 (Ш 
Substituindo (II) em (1): 
3x + 4(2-2)+52= 1 
Г. 3xcb4z- 8 + 52 = 1 
9.—9z 
3 
Logo, o conjunto solucáo é: 
S-(8-32z-2,2,z€R) 


Escalonar, classificar e resolver o sistema 


x] 
\! 
l 
[7 
Ji 
* 
i 


. х= =3 3% 





х+2у = 1 
3х + 7у = 5 
2x+ у= —4 
Resolucáo 
x 
аа 
Зх+7у = 5 = 
2х+ у= 4 L 
х+2у = 1 $ x+2y 1 
5 vx pede dt 0x+ у= 2 
0x- 3у = —6+<* 0x+0y = 0 


B.7 


B.8 


B.9 


Eliminando a última equação do sistema anterior, chega- 
mos ao sistema escalonado equivalente ao original: 


х+2у = 1 

у=? 
Tal sistema escalonado é do primeiro tipo (пйтего de 
equações igual ao número de incógnitas). Portanto, sua 


classificação é SPD (sistema possível e determinado). 
Resolvendo-o, obtemos o conjunto solução: 


S= {(—3,2)} 


EXERCÍCIOS BÁSICOS #8 





Classifique e dê o conjunto solução de cada um dos 
seguintes sistemas: 

xt3y-2z = —1 
a) 4у + 52 = 19 


22 = 6 
b) x у +35 = 2 
у+3 = 1 
2х-у+4 = 1 
c) 
32-6 
х+ъ2у +32 = 14 
(Fuvest-SP) Se 4у + 52 = 23, então x é igual a: 
6z = 18 
a) 27 с)0 е)1 
b)3 d)-2 


(U. E. Londrina-PR) Se os sistemas: 


2x+3y = —1 3 ах – Зу = 0 
3х + 2у = —4 |2x—-by = -2 
são equivalentes, então а + b é igual а: 
7 


a) EX d)—5 

11 
Юз ЖЧ 
с) -2 


Escalone, classifique e dé o conjunto solução de cada um 
dos seguintes sistemas: 


x+5y+2z = 10 
а)42ж+ y—3r —3 
3x+6y+5z = 19 
y 4202 = 1 
b)i3xty—- 2=2 
Sx—y +33 := Т 
3x+7y— Пе = 6 
C)4 x+2y— 42 = 1 

1+3p— 32 —4 


Sugestão. No item c, para facilitar o escalonamento, 
permute as duas primeiras equações. 
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B.10 Resolva, por escalonamento, cada um dos sistemas, 
classificando-os como SPD, SPI ou SI: 


Эи у+ ESA Sx yc 22-4 


а) 44х+ y—3z—5 €)42x— yt 2 = 6 
2х+3у +25 = 7 xt2yt = = 0 
3x = ptaz 3 

by; x+2y+ 2z=1 
бх + 5у + 5: = 6 


B.11 Qual é a classificação e o conjunto solução de cada um 
dos seguintes sistemas? 





х+Зу = 1 Xc2y —-3 
а) 44x- y=2 с) {3х — 6у = 9 
3x—-4y = 0 2x—4y = 6 
3x+ y= —4 
b)! x+2y=2 
2x— y=-6 


5Sx+4y— 27 = 0 
x+ 8у + 22 0 
25+ y— 2=0 


В.12 (ITA-SP) Examinando o sistema 

podemos concluir que: 

a) o sistema é determinado. 

b) o sistema é indeterminado, com duas incógnitas arbi- 
trárias. 

c) o sistema é indeterminado, com uma incógnita arbi- 
trária. 

d) o sistema é impossível. 

e) n.d.a. 


Il 


\ 


B.13 Um litro de creme contém suco de fruta, leite e mel. А 
quantidade de leite é o dobro da quantidade de suco de 
fruta, e a quantidade de mel é a nona parte da quantidade 
dos outros dois líquidos juntos. A quantidade de suco de 
fruta que contém esse litro de creme é: 
a) 300 mé с) 350 mt 
b) 250 m€ d) 400 тё 


e) 420 mf 


Exercícios complementares de C.4 a C.8 
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С.л Qual dos sistemas seguintes é impossível? 


x+y+z=3 
a)ixtyctz- d)10x+0y+0 = 0 
0х + 0у +32 = 0 
2х+у = 5 0х + 0у = 0 
bijx=1 Jjx=2 
y=3 y=5 
2x+y=5 
c)jx=4 
y=2 
€.2 Sabendo que o sistema, nas incógnitas x e y, 
3x *2y = 1... E 
le Mes é impossível, obtenha o valor de a. 


€.3 Рага que valores reais de a o seguinte sistema, nas incóg- 
nitas x e y, é impossível? 


3x+y=3 
0x+0y = а 


C.4 Um tipo de alimento é composto por açúcar, milho e 
extrato de malte. A quantidade de milho dessa compo- 
sição é o quádruplo da quantidade de açúcar. Sabendo 
que o preço por quilograma do açúcar, do milho e do 
extrato de malte são, respectivamente, 80, 60 e 40 centavos 
e que o preço. por quilograma, daquele alimento com- 
posto por esses ingredientes é 55 centavos, calcule a 
quantidade de açúcar que compõe 1 kg daquele alimento. 


С.5 Aofinaldeum campeonato de futebol, foram premiados 
os jogadores que marcaram doze, treze ou catorze gols 
cada um, durante todo o campeonato. Qual foi o número 
de atletas premiados, sabendo que o total de gols marca- 
dos por eles é 115 e que somente cinco atletas marcaram 
mais de doze gols cada um? 


C.6 Durante as investigações de um assalto a banco, foi cha- 
mado a depor o gerente do estabelecimento. A testemu- 
nha declarou ao delegado que de um dos cofres foram 
roubados: um pacote vermelho, dois azuis e cinco bran- 
cos, totalizando 150 mil dólares; do outro cofre foram 
roubados: um pacote azul e três brancos, totalizando 70 
mil dólares. O declarante afirmou ainda que pacotes da 
mesma cor tinham quantidades iguais de dinheiro e que 
cada pacote vermelho possuía 5 mil dólares a mais que 
cada pacote branco. O delegado, após ouvir atentamente 
a testemunha, pôs-se a fazer contas. Poucos minutos 
depois, olhou nos olhos do declarante e acusou; 

— O senhor está mentindo. 

A testemunha tentou ainda reafirmar sua estória, mas foi 
totalmente desmentida pelo delegado com argumentos 
irrefutáveis. Analisando essa cena cinematográfica, 
prove que o gerente mentiu em seu depoimento. 


СЛ (UFMA) Sendo (a, b, c) solução do sistema: 


x—y+27=1 
у+32 = 5 
tal que ab = 2с, então um valor de a é: 
a) -3 с) 2 е) 4 
b) —4 d)3 


es (T 'A-SP) Sejam a,, a», аз, а; quatro números reais não- 

nulos, formando nessa ordem uma progressão geomé- 
ax+tay = 1 
trica. Entào, о sistema em x e y PE 
T ау = а 

é um sistema: 

a) impossível. 

b) possível determinado. 

c) possível indeterminado. 

d) possível determinado apenas para a, > 1. 

e) possível determinado apenas para a, < — 1. 







O CONCEI 
APLICAÇÃO МАГ 


1. O CONCEITO DE DETERMINANTE 


Determinante de ordem dois 


Observe o escalonamento do sistema, nas incógnitas 
, | ax + by = р 
“le+dy=aq 


Bom x oH 


cx + dy =q > (a) (ad — cb)y = aq — ср 


(Mesmo que a = 0 ou c = 0, através de outra transformação obtém- 
se um sistema equivalente com esse coeficiente de y na segunda 
equação.) 

Haverá um único valor de y satisfazendo essa última 
equação se, e somente se, o coeficiente de y, ad — cb, for 
diferente de zero; conseqüentemente, haverá um único 
valor de x satisfazendo o sistema. Concluímos então que: 


ad — cb + 0 = SPD 
A expressão ad — cb é chamada de determinante dos 


coeficientes do sistema e é simbolizada por: 


a b 
d 








em que a primeira coluna é formada pelos coeficientes de 
x, e a segunda, pelos coeficientes de y. Note, portanto, 
que um determinante de ordem 2 (duas linhas e duas co- 
lunas) é igual à diferença entre o produto dos elementos 
da diagonal principal e o produto dos elementos da dia- 
gonal secundária, nesta ordem: 


„я Diagonal secundária 


25h) = ad- cb 


Le dl 








hos Diagonal principal 
Exemplos 
a) Calculando o determinante D dos coeficientes do sis- 


to =9 

tema temos: 

2x+7y = 
3 dlage7-2.4=13 
2 Т 








Como D = 0, concluímos que o sistema é possível e 
determinado. 


NTE E SUA 
SISTEMA LINEAR 


b) Calculando o determinante D dos coeficientes do 





^ 2x+3y = 
sistema temos: 
4x+6y = 5 
2 3|-2.6-4-3=0 
4 6 








Como D = 0, temos duas alternativas: ou o sistema é 
possível e indeterminado ou é impossível. Para saber qual 
das duas é a correta, basta escalonar o sistema: 


o ean _ f2x+3y = 
Ах + бу = 54-5 ] 0х + 0y 


MN 
w = 


Logo, o sistema é impossível. 


Nota 

Matriz e determinante são entes distintos: matriz é uma 
tabela, e determinante é um número. Dizemos que o determi- 
a b 
c 


nante 








é um número associado à matriz b A 
c 


Determinante de ordem três 


Escalonando o sistema, nas incógnitas x, y e z, 
ax+by+cz =p 
dx+ey+ fz = q obtém-se: 
gxthy+iz=r 


ax+by+cz =p 
Ox + (ae — bd)y + (af — 4с): = aq — pd 
Ox + 0y + (aei + bfg + cdh — gec — hfa — idb)z = 
= aer + bqg + раһ — gep — һа — rdb 
(Verifique!) 
Esse sistema será possível e determinado se, e somente 
se, o coeficiente de z, aei + bfg + cdh — gec — hfa — idb, 
for diferente de zero. Esse coeficiente é chamado de 


determinante dos coeficientes do sistema, e é simbo- 
lizado por: 





о a q 
> ъ = 
„ч = 


em que а 1%, а 2? e a 3º coluna são formadas pelos coefi- 
cientes de x, y e z, respectivamente. O cálculo de um 
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determinante de ordem 3 (trés linhas e trés colunas) pode 
ser efetuado através da regra prática, descrita a seguir, 
conhecida como regra de Sarrus: 

I. Repetem-se as duas primeiras colunas à direita do 


determinante: 
Diagonal Paralelasà 
secundária diagonal 
secundária 
UR A > e. 
d cs ё 





Z F EE Ro 


Diagonal ad no EE 5 
popa principal 
II. Multiplicam-se: 
* os elementos da diagonal principal e os elementos 
de cada paralela a essa diagonal, conservando o 
sinal de cada produto obtido; 
* os elementos da diagonal secundária e os elemen- 
tos de cada paralela a essa diagonal, invertendo o 
sinal de cada produto obtido. 


Pul 
LT 
y b 
юж b. va bp 
d XK Ke 
h^ Зв. h 
x IN * cdh 
+ i: * bfg 
* aei 


III. E adicionam-se os resultados obtidos em (II), ou seja: 


a b c 
d e f|-aei- bfg + саһ — вес — Һа — idh 
eg ode d 

Exemplo 


Calculando o determinante D dos coeficientes do 
2x+y+32 = 8 





sistema į x — 2y + 4z = 1 temos: 
3х+2у+ = 0 
= 18 
» 16 
се кы с! 
AM UNA а 
1 2X X*|-2 = 
$^ 2^7 3 * 7? 
ue * 6 
AES, 
^ —4 


==4+12+ 6-18 156—1-— 15 


Como D + 0, concluímos que o sistema é possível e 
determinado. 
Generalização 


Podemos generalizar as observações feitas até aqui 
através do seguinte teorema: 


Indicando por D o determinante dos coeficientes 
de um sistema linear com número de equações igual 
ao número de incógnitas, tem-se que: 


D + 0 4& SPD 
D= 0 & SPI ou SI 


Nota 


No próximo capítulo estudaremos o cálculo de um de- 
terminante de qualquer ordem. 


e 
8 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.1 Determinar a, a € IR, de modo que o sistema abaixo nas 
incógnitas x, y e z seja possível e determinado. 


2x-y+32=1 
A(x+2y-2=0 
ах+у+2: = 4 

Resolução 


O sistema será possível e determinado se, e somente se, 
o determinante dos coeficientes for diferente de zero. 


Isto é: 
2 = 3 
AéSPD& | 1 2 =y 580 
a 1 2 


NL A 

dO ape 2080 

a^ д SEDA м 
2.8+а+3—6ба+2+2 #0. –5а+ 15 +0 
.а#{3 


Logo, Aé SPD & a #3. 


is 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS 
B.1 Calcule o determinante dos coeficientes de cada um dos 
sistemas: 
СЕР 2х+3у +2 = 5 
91561 xiu mde 
ер 42+2y+22 = 0 
о) х+3у = 1 
pu d)42x—z-— 6 
x—2y = 2 
г+3у = 2 
В.2 (U.E. Londrina-PR) O sistema ау » é possí- 
2х-у = 0 
vel e determinado: 
a) para qualquer valor de a. д) sea # 0. 
b) somente para а = 0. e) sea + —6. 


C) somente para a — 6. 


B.3 (U. E. Londrina-PR) Considere o seguinte sistema de 
equações nas incógnitas x e y: 


ре +у = 5 
х+у = 2 
Esse sistema tem uma e uma só solução se o número real 
k for diferente de: 
1 2 3 
a) * c) * e) F 
1 1 
b) v» d) zu 


B.4 (Mackenzie-SP) Para que o sistema a seguir, nas incóg- 
nitas x, y e z, seja impossível ou indeterminado, devere- 
mos ter, para o real k, valores cuja soma é: 


a) –1 b) 1 с) 0 dy—2 e)2 
kx+y+z=1 
x+ky+z=3 
xtytz-k 


Exercícios complementares de C.1 a С.З 


2. DISCUSSÃO DE UM SISTEMA LINEAR 
Considere o seguinte sistema linear nas incógnitas x e y: 


3x+2y = 2 
mx+4y=1 


Observe que, além das incógnitas x e y, o sistema apre- 
senta uma variável m. Tal variável é chamada de pará- 
metro do sistema. 

Discutir esse sistema em função do parámetro m signi- 
fica classificá-lo como SPD, SPI ou SI para cada valor 
real assumido por m. 

Por uma questão puramente didática, vamos separar o 
estudo das discussóes de sistemas lineares em dois casos. 


Primeiro caso: sistemas lineares 
cujo nümero de equacóes é igual 
ao nümero de incógnitas 


A discussão de um sistema linear cujo número de 
equações é igual ao número de incógnitas pode ser feita 
através do determinante dos coeficientes auxiliado pelo 
método do escalonamento. 

Como exemplo, vamos discutir o seguinte sistema: 


A 3x+2y = 2 
mx+ 4y = 1 


segundo os valores do parâmetro real m. 


Sendo D o determinante dos coeficientes do sistema, 
temos que: 


D#0 => AéSPD 


Impomos então a condição D + 0, garantindo assim 
que A seja SPD. Isto é: 


3 2 
m 4 


#0 $ 12-2т+0 -. m*6 








Temos então que т + 6 = SPD. 

Por outro lado, note que para m — 6 temos D — 0e 
nesse caso ficamos entre duas alternativas: ou A é SPI ou 
AéSL 

Para descobrir qual das duas alternativas ocorre, basta 
substituir m = 6 em A e escalonar o sistema. Ou seja: 


3x 2 
m=5>| á 
4 


PIE 
t e 
6x+4y = 1 


Y 
ш 
- 
2. 
< 
= 
= 
с 
ш 
= 
ы 
© 
ш 
e 
ш 
e 
«t 
ш 
= 
E 
e 
< 
= 
ш 
H 
a 
л 
A 
ш 
N 
> 
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——— 

E 
Ee 
+ 
N 

< 

| 
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0x + 0y = -3 


Observe, portanto, que рага т = 6 o sistema é impos- 
sível. Concluímos então que: 


т + 6 = SPD 
т = (6 = SI) 


n a 
Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.2 Discutir o sistema abaixo nas incógnitas x e y segundo os 


valores do parámetro real m. 
i +3у = 1 
Зх + ту = 1 
Resolução 
Seja D = m 3 . Impondo D 0, temos que o 
m 








sistema é possível e determinado: 


т 3 (+05 m-940 








3 m 
.m+3em+-3 


Logo,m + 3 e m+-—3 = SPD. 

Observemos que para m = 3 ou m = —3 temos D — 0, 

o que significa que o sistema é possível e indetermina- 

do ou impossível para cada um desses dois valores de m. 

* Substituindo m = 3 no sistema e escalonando-o, 
obtemos: 


ps | " 
3x+3y = 1+ 0x+0y = 0 
— (3x + Зу = 1 (SPD 

Гово, т = 3 = SPI. 


* Substituindo т = —3 no sistema e escalonando-o, 
obtemos: 


—3х+3у = T » 
| 3x—3y = 15 hi 

E 3% + 3f 
| 0х + 0y 


[i 


Logo, т = —3 > SL 
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Resumindo: 


m&3em + —3 = SPD 
m=3>SPI 
m=-358SI 


R3 Discutir o sistema abaixo nas variáveis x, y e z em função 
do parâmetro real a. 


х+2у— = 1 
2x—-y+37 = 2 
ax—3yt4z = 0 


Resolução 
1 ® T 
SejaD=|2 -1 3 
& = 4 
Impondo D % 0, temos que o sistema é possível e 
determinado: 
2 E X 
É 3 





Logo,a + 1 = SPD. 


Para descobrir a classificação do sistema para a = 1, 
basta substituir a = 1 no sistema, escalonando-o: 


Rn 
2x— у+3 = De? 
х-3у +4: = 0 


а=1 = 


+ 


ll 


x+2y-z=1 

~J 0x- 5y+5z = ax 
0x—5y+5z = —1<+ 
x+2y-z=1 


—40x-5y-c5z-0 (SD 
0x+0y+0 = —1 


Гово,а = 1 = SL 


Resumindo: 


a 1 => SPD 
а=1= 


R4 Discutir o sistema abaixo nas incógnitas x e y em função 
dos parâmetros reais a e b. 


х+2у 23 
ах+4у = b 
Resolução 
Seja D = ш? - Impondo D + 0, teremos um siste- 
a 4 








ma possível e determinado: 


1 2 
a 


*094—2a£20..a*2 








Logo, a + 2 = SPD. 
Para obter a classificação do sistema para a = 2, substi- 
tuímos a = 2 no sistema, escalonando-o: 


Observe que: 

* seb — 6 0, então o sistema é impossível; 

* se b — 6 — 0, então o sistema é possível e indetermi- 
nado. 

Logo, temosa=2eb +6=SlLa=2eb=6=SPL 


Resumindo: 


a 2 = SPD 
а=2еЬ + 6 51 
а= 2еЬ = 6 = SPI 


Segundo caso: sistemas lineares cujo 
nümero de equacóes é diferente do 
nümero de incógnitas 


Vamos discutir sistemas lineares com nümero de 
equações diferente do número de incógnitas através do 
escalonamento. Nào poderemos usar, nesse caso, o deter- 
minante dos coeficientes do sistema, pois a matriz dos co- 
eficientes nào será quadrada e, portanto, n&o existirá o de- 
terminante. 


Como exemplo, vamos discutir o seguinte sistema em 
função do parámetro real m: 


+2y=3 =] 
2x+4y+mz = 1 


Escalonando o sistema, temos: 
x 
|, +2у— = 1 


0x+0y+(m+2)z = —1 


E =1 
2x + 4y + mz = 


Note que: 

* sem + 2 = 0), então o sistema é impossível; 

e se m + 2 + 0, então o sistema é possível e indetermi- 
nado, pois é um sistema escalonado do segundo tipo (nú- 
mero de equações menor que o número de incógnitas). 
Resumindo, temos: 


т= —2 => SI 
mx —2 => SPI 


| | Z 
j EXERCÍCIO RESOLVIDO | 





R.5 Discutir o sistema abaixo nas incógnitas x e y em função 


do parâmetro real m. 
х+2у = 5 
Зх + 5у = 13 
2х+3у = т 
Resolução 


Vamos mostrar dois modos diferentes para se discutir 
esse sistema. 

Primeiro modo 

Escalonando o sistema, temos: 






x+2y =-5 





3x+5y = 13 5 

2х + 3y = т 
х+2у = 5 

—{0х-у = арте 
0x—y = m— 10 a 
х+2у = 5 


~t 0r- у= —2 
0x+0y = m—8 
Note que: 


* sem — 8 + 0, então o sistema é impossível; 
* sem — 8 = 0, então o sistema é equivalente a 


+2у = 5 
E 4 2 que é possível e determinado. 
-y-- 
Resumindo: 
т#=8 = 51 
т= 8 = SPD 


Segundo modo 
Resolvendo o sistema formado pelas duas primeiras 
equações, temos: 


x 
TEM MEE o 
3x+5y = 13 таш 
х+2у = 
= Y -—x-1ey-22 
Ox =y = —2 

Se a solução (1, 2) também for solução da última equa- 
ção, então o sistema será possível e determinado; caso 
contrário, será impossível, pois náo existirá uma solugáo 
comum ás trés equacóes. 
Substituindo x = 1 e y = 2 na terceira equacáo, temos: 


2-1+3-2=т 5 т= 8 
Resumindo: 


m=8 > SPD 
m+8 > SI 





BS 


BJ 


B.8 


B0 


в.1 


' EXERCÍCIOS BÁSICOS 





Discuta o sistema abaixo nas incógnitas x e y em fungáo 
do parámetro real m. 
p: +3y = 2 
тх + бу = 1 
Discuta, em função do parámetro real m, o sistema nas 
incógnitas x, y e z: 
тх- у+2 = 1 
2x+y fz = 2 
5x+2y+5z = 7 


Faça a discussão, segundo os valores reais de m, do sis- 
tema nas incógnitas x e y: 
E =y=3 
тх+у = —3 


Classifique о sistema abaixo nas incógnitas x, y e z como 
SPD, SPI ou SI, para cada valor real do parámetro m. 
x+3y+mz 1 
Зх+у+ 3: = 1 
тх – 25у +2 = 1 


(FVG-SP) Considere о sistema linear nas incógnitas x e y: 
тх – 2у = 3 
4х+у = п 

а) Рага que valores de m e n о sistema é determinado? 


Indeterminado? Impossível? 
b) Resolva o sistema para m = 3en = —2. 


(UFMG) Determine os valores de a e b para que o sistema: 
xty-2220 
2x+y+z =b 
xtaytz-0 


a) tenha solução única. 
b) tenha infinitas soluções. 
c) não tenha soluções. 


(U. F. Santa Maria-RS) Considere as afirmativas refe- 
rentes ao sistema 


*+у+2.= 1 

3x+0y+2z = 0 

Ox + y + (k + 1)z = —2 
indicando se sáo verdadeiras (V) ou falsas (F). 


em que х, y, z, k € IR, 


*Sek* E o sistema é possível e determinado. 

* Sek= + o sistema é impossível. 

* Sek= + о sistema é possível e indeterminado. 
A seqüéncia correta é: 

a) V—F—V d)V—F—F 
b)F—V—F e)F—F—V 

c) V—V—F 
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B.12 Discuta o sistema abaixo nas incógnitas x e y em funcao 


do parámetro real a. 
х+2у = 5 
2х — у= —5 
Зх+у = а 


B.13 Faça a discussão do sistema abaixo nas incógnitas x, y e z 
em função do parámetro real m. 
fe —ytmz-l 
8х—4у +4: = 7 


B.14 Мо sistema abaixo de incógnitas x е y, o parámetro k 
pode assumir qualquer valor real. Discuta o sistema em 


função de k. 
2—25 25 
Зх+у = 1 
х+5у =k 


B.15 Discuta, em função dos parâmetros reais a e b, o sistema 
nas incógnitas x, y e z: 


bir S =a 
2x--by-22 = 6 


Exercícios complementares de 





3. SISTEMA LINEAR HOMOGÊNEO 


Sistema linear homogêneo é todo sistema linear 
formado exclusivamente por equações lineares ho- 
mogêneas, isto é, equações com termo independente 
igual a zero. 


Exemplos 
3x+2y+z = 
а) 40=3Y9 + 5z 
бх- 2у +2 = 0 
x+2y = 0 
[otii =0 


ll 
oo 


Е = 0 
a—3bt2c-d = 0 


Solução trivial de um sistema linear 
homogéneo 
Observe que, se atribuirmos o valor O (zero) a cada va- 
riável do sistema homogéneo: 
3x+2y+z = 0 
х= 3у + 52 = 0 
6x—2y+z = 0 
obtemos as sentenças verdadeiras: 
3:0+2:0+0 = 0 
0-3 :0+5:0 = 0 
6-0-2 :-0+0 = 0 
Concluímos então que o terno (0, 0, 0) é uma solução 


desse sistema. Esse terno é chamado de solução trivial 
do sistema homogêneo. 


Propriedade 


Todo sistema linear homogêneo com n incógnitas 
admite como solução a ênupla (0, 0, O, ..., 0), chama- 
da de solução trivial do sistema. 


Notas 

1. Pela propriedade anterior, temos que um sistema li- 
near homogêneo é sempre possível. 

2. A solução trivial pode ser também denominada so- 
lucáo nula ou solução imprópria do sistema linear ho- 
mogêneo. 


Exemplos 
a) A solução trivial do sistema: 
+2y = 0 
E ii é (0,0) 
34 = 0 


b) A solução trivial do sistema: 


+2b=c+d = 
Sa + 2b — et d 0 é (0,0,0,0) 
a-3b+2c-d = 0 
Sistema linear homogêneo com 
número de equações igual 
ao número de incógnitas 


Observe o seguinte sistema linear homogêneo: 


х+2у-2 = 0 
А 42х-у+ 4: = 0 
Зх+у+ 32 = 0 


Certamente esse sistema é possível, pois admite a solução 
trivial (0, 0, 0). Será que o sistema admite outras solu- 
ções, além da trivial? 

Para responder a tal pergunta, poderíamos escaloná-lo; 
mas também podemos obter a resposta pelo determinante 
dos coeficientes. Observe: 

Sendo D o determinante dos coeficientes do sistema A, 
temos: 


D+ 0+<>A é SPD Nesse caso haverá somente a solução trivial 


ou 
A é SPI Nesse caso haverá outras soluções, 
além da trivial 
D=0:ou 
А7651 — Nunca ocorrerá, pois o sistema 
á homogêneo é sempre possível 


Calculando D, temos: 


Wh oa Lu A 














3424—2—3—4—12, 0 


Como D — 0e Aé um sistema linear homogéneo, conclu- 
ímos que A é um sistema possível e indeterminado (SPI); 
portanto há outras soluções, além da trivial. 


Propriedade 


Sendo A um sistema linear homogéneo, com n 
equações e n incógnitas, cujo determinante dos coe- 
ficientes é D, tem-se que: 

D + 0+ A é SPD (A admite apenas a solução trivial) 
ou 


D = 0 = A é SPI (A admite outras soluções, além da 
trivial) 


Exemplos 
2xty-z20 

a) No sistema A 4x —y = 0 temos: 
3x+ty+rz=0 


dd RA A 
DON SIK HAE I = 

аж 
=-2-1-3-1 = -7 


Como D = 0, temos que A é SPD, portanto admite apenas 
a solução trivial (0, 0, 0). 


2x-y=0 
b) No sistema 8 | к, temos: 
4х- 2у = 0 
Z =1 


р = = 2(-2)-4(-1) = 0 


4 =2 








Como D = 0, temos que B é SPI; portanto admite outras 
soluções, além da trivial (0, 0). Algumas dessas outras 
soluções são (1, 2), (2, 4), (3, 6), etc. 


Nota 

Em um sistema linear homogêneo, as soluções dife- 
rentes da trivial são chamadas de soluções próprias. No 
exemplo (b), as soluções próprias são aquelas diferentes 
da trivial (0, 0), isto é, (1, 2), (2, 4), (3, 6), etc. 


Ny 
D Р 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R6 Determinar m, т € IR, de modo que o sistema nas variá- 
veis x, yez: 
x+3y-z2=0 
Aimx—-ytáz20 
Sx+y+72=0 


admita soluções diferentes da trivial. 

Resolução 

Para que um sistema homogêneo admita outras soluções, 
diferentes da trivial, deve ser um sistema possível e 
indeterminado (SPI). Para que o sistema homogêneo A 


seja possível e indeterminado, basta impormos a condi- 
ção D = 0, onde D é o determinante dos coeficientes de 


A. Isto é: 
1 Bus ==] 
D-|m -i 4|=0 
5 1 7 


"^ —7 = т+ 60 – 5 –4— 21т = 0 
^n —22m + 44 = 0 


“m=2 
Logo,m =2. a 
М 
h Z 
EXERCÍCIOS BÁSICOS 
B.16 Classifique os sistemas lineares homogêneos como SPD 
ou SPI. 
E =3y=0 
a 
х+2у = 0 


х-у+25 = 0 
b) 42х+у+ 52 = 0 
х+2у + 3: = 0 


1 


B.17 Para que valor de m, m € IR, o sistema abaixo nas variá- 
veis x, y e z admite apenas a solução trivial? 
Er Жы бс] 
тх-у+2 = 0 
5х+2у +=: = 0 


В.18 Determine a, a Є IR, de modo que о sistema abaixo nas 
variáveis x, y e z admita soluções diferentes da trivial. 


ЭЎ у= =10 4 
3х-у +2: = 0 
ах – Зу+ 52: = 0 


B.19 Discuta o sistema abaixo nas incógnitas x, y e z em fun- 
ção do parámetro real k. 


x+2y-2=0 
kx+5y+z = 0 
= 2х — Ку – 22 = 0 


B.20 (Faap-SP) Ѕеја o sistema linear: 


Б = а 

ш ь yu 

+ w w 

һе ож 
ll 

sos 
[1 


A ünica alternativa correta é: 

а) Sek = 1, a única solução é x = y = z = 0). 

b) O sistema é impossível. 

с) O sistema tem infinitas soluções para qualquer k. 

d) Somente se k — 0 o sistema é impossível. 

e) Não é possível investigar o sistema com os dados dis- 
poníveis. 
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UM 
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N 
) | Z 
5 EXERCICIOS COMPLEMENTARES 
ax+2y = Ta 
2x+y = 6+2a 
a) determine a, a € IR, para que o sistema seja possível 
e determinado; 


b) se o sistema é possível e determinado, encontre os 
valores de x e y em função de a. 


Dado o sistema nas variáveis x e y | 


2x+y = За 

х-у = 3 

а) Obtenha a, a Є IR, de modo que о sistema seja possí- 
vel e determinado. 

b) Se o sistema é possível e determinado, encontre os 
valores de x e y em função de a. 


€2 Considere o sistema nas variáveis x e y | 


С.З Determine m, m € IR, de modo que o sistema abaixo nas 
variáveis x, y e z seja possível e determinado. 


у+22 = 1 
mx+3y=z= 2 
тх + 2у – 32 = 5 
/€4  (Unicamp-SP) Encontre o valor de a para que o sistema: 
2x-y+3z= а 
x+2y=z= 3 
Tx + 4y +37 = 13 


seja possível. Para o valor encontrado de a ache a solu- 
ção geral do sistema, isto é, ache expressões que repre- 
sentem todas as soluções do sistema. Explicite duas 
dessas soluções. 


E] (PUC-SP) Considere o seguinte sistema de equações de 


incógnitas x e y: E 4 
x+2y = 
3x+5y = 6 
kx+2y = 5 


Esse sistema tem uma única solução para certo número 
real k, que é um: 

a) quadrado perfeito. 

b) número primo. 

c) número racional não inteiro. 


d) número negativo. 
e) múltiplo de 5. 


(U. Taubaté-SP) Para que valores de k o sistema a seguir 
é possível e determinado? 





2x -y=372 = —5 
x+2y-3=k 
2х+у+= = 7 
xty-z-0 


.€.7 Resolva o sistema linear homogéneo: 


Зх + 8у + 3: = 0 


Sugestào. О determinante D, dos coeficientes, é igual а 
zero; portanto o sistema é possível e indeterminado. Para 
resolvê-lo, escalone-o. 





Encontre o valor de k, k € IR, de modo que o sistema 
abaixo nas variáveis x e y admita soluções diferentes da 
trivial. 

x+2y = kx 

le +2y = ky 


.€.9 (U. Taubaté-SP) Calcule o valor de k para que o sistema 
a seguir tenha solução diferente da trivial. 
Зх+у+= = 0 


2х+ (2 – Юу +22 
x+y+U-kz = 


e I 
e 


х+2у—= 0 
“CO (Fuvest-SP) Seja o sistema | x — my — 3z = 0 
x+3y+mz=m 
a) Determine todos os valores de m para os quais o sis- 


tema admite solução. 
b) Resolva o sistema, supondo m = 0. 






DETERMIN 


1. DETERMINANTE 


No capítulo anterior, vimos que, ao resolver um siste- 
ma linear com duas equações e duas incógnitas, ou com 
trés equações e trés incógnitas, constata-se um cálculo 
padráo, cujo resultado chamamos de determinante. Re- 
cordando: 








a bl са—сь 
e d 
a b g 
e f = aei + bfg + саһ — вес — hfa —idb 


h d 


Podemos, também, conceituar determinante de ordem 
1, da seguinte maneira: dada a matriz A = (a,,) define-se 
det A = a, (o símbolo det A deve ser lido como “deter- 
minante de matriz A”). 


Exemplo 

Dada a matriz A = (—3), temos que det A = —3. 

De modo geral, na resolução de um sistema linear com 
n equações e n incógnitas, verifica-se um cálculo padrão 
que se mantém para qualquer valor de n. O número resul- 
tante desse cálculo é chamado de determinante. O obje- 
tivo deste capítulo é conceituar determinante de ordem 
n, para qualquer valor de n. 


Cofator 


Consideremos a seguinte matriz quadrada: 











аһ ар аз es ау | аһ 

dn Ap аз .. |Әр | Gm 
А = - | 

аһ ар аа di аш 

ап ap йы e Wr |... (ам 





Chama-se cofator do elemento a; o пйшего que indi- 
caremos por A; (lê-se “cofator do elemento a;"), definido 
por: 


A, =(=1)* det B 


em que B é a matriz que se obtém eliminando-se a linha i 
e a coluna j da matriz A. 


Exemplos 
a) O cofator do elemento a,, da matriz 


2| D 
A=|3]5 4|é 
[6| 0 3 
L 
Aj-(707|9 4| = (16-3) = 15 
0 з 








b) O cofator do elemento a,, da matriz 


ai i 
A-|[s|5 4|& 
[6| 0 3 
lut 
y — 

T 


П] 
| 
uy 


Ag = (—1)° 





| | = (101-3) 
03 


Definição de determinante 
Definição 1 

O determinante de uma matriz unitária А = (ay) é 
igual ao seu próprio elemento a,;. 


Definição 2 

O determinante de uma matriz quadrada de ordem n, 
n = 2, é a soma dos produtos dos elementos da primeira 
linha pelos respectivos cofatores. 


Exemplos 


a) Observe a definição aplicada ao cálculo de um deter- 
minante de ordem 2: 














a dp, 
[u E= аА + aÃ 
da а» 
Como A, = (-1)a = а е An = (17а = —ау, 
ройетоѕ еѕсгеуег: 
е аһа» — 04505 
dn Gy 








É claro que o resultado coincide com o desenvolvi- 
mento obtido no capítulo anterior. 
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b) Observe a definição aplicada ao cálculo de um deter- 


m minante de ordem 3: 

Ш) 

a a b e 

A d e f|-a:Autb*Agn te- As 
= SAT 1 

2 

2 Como 


=1+ (ei —hf) = ei —hf 


Аз = (219: |4 f| ——-1-(di- gf) - gf - di 








g i 
Аз = (19: |4 *| =1-(dh—ge) - dh — ge 
g h 


temos que: 


a b c 
d e f|-a'(ei-hf)* b-(gf—di)* c*(dh—ge) 
gw i 

= aei — ahf + bgf — bdi + саһ — све 


É claro que o resultado coincide com o desenvolvi- 
mento pela regra de Sarrus, vista no capítulo anterior. 


Teorema de Laplace 






OBRA DE MME. FEYTAUD. ACADÉMIE DES SCIENCES, PARIS 






Pierre Simon, marqués de Laplace (1749-1827), matemático francês. 
Dentre outros grandes feitos, demonstrou um dos mais importantes 
teoremas sobre determinantes. 


O matemático francés marqués de Laplace descobriu 
que o desenvolvimento do determinante de uma matriz, 
através de cofatores, pode ser feito com os elementos de 
qualquer linha ou qualquer coluna, isto é, nào é necessá- 
rio que se use a primeira linha conforme a definicáo. La- 
place provou que: 


“O determinante de uma matriz quadrada de or- 
dem n, n 7 2, é igual à soma dos produtos dos ele- 
mentos de uma fila qualquer pelos respectivos cofa- 
tores." 


Nota 
A palavra “fila” é usada para indicar linha ou coluna. 


)] А 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.i Calcular o determinante D através do teorema de Lapla- 
ce, usando a regra de Sarrus para os cálculos de co- 
fatores: 


Na un 
He ea 
® © © чуў 
— w= N 


Resolução 

Para o desenvolvimento por Laplace, podemos escolher 
uma fila qualquer. Por comodidade, escolheremos a fila 
com a maior quantidade de zeros, isto é, a terceira colu- 
na. Tal escolha é conveniente porque o produto do ele- 
mento zero pelo seu cofator é igual a zero e, portanto, 
não é preciso calcular esse cofator. 

Temos então: 


1131 


5 2 

A о 
4 1|0|3 
а тат 


= ЗА + 0+ Ay + 0+ Аз +44 


Precisamos calcular apenas os cofatores A,; e Ay: 


ж ж ж 
i xw ox LA A 
Ay= CDs Ж жооп = 
27 ж Ww e NL 
Wo CX a 
=1(1+24+4-2-3-16)=8 
e 
Num A 
SNIK A 
Аз= (“17| 1 «^| 4 = 
Р 
A 


=-1(600+4+2-32-5-3)= -26 
Logo, D = 3 + 8 + 4(-26) = —80. 


E E Р P.1 Matriz triangular 
* EXERCÍCIOS BÁSICOS xd Uma matriz quadrada é triangular quando os elemen- 


NovexeiciuusdeBTaB4edeU I 8CH Uso ae rearas tos situados abaixo ou acima da diagonal principal são 











práticas estudadas no capítulo anterior. iguais a zero. 
B.1 Calcule os determinantes: Exemplos 
58 São triangulares as matrizes: 
a) 
4 9 
1 0 0 
- =] 4 O КЕ 
Dja 2 a=[t 0) ela з о 
2 р h x3 
c) sen x —COS X 
cosx X senx 2 000.0 
т т pela 0 00 
"ub Ce ообо 
sen E cos E б, ОО T 
ү 12 12 
(Lembre-se de que sen 2x = 2 sen x cos x.) Propriedade 


B.2 Calcule os determinantes: 2 е 7 
О determinante de uma matriz triangular é igual 





4 І 2 8 4 1 ao produto dos elementos da diagonal principal, 
«ar = 35 9jo 2 4 
1 1 2 005 Justificativa para o caso de matrizes de ordem 3. 
Aplicando o teorema de Laplace na primeira coluna da 
zu 4 1 b b 
паат db a а be 
0 2 $ b а e matriz triangular 4 =| у) q e |,temos: 
0 0 a 
ьш X 
В.З ResolvaemiR aequação | 2. x 1| =0. 
1 1 - detA =а: А =а (12:14 el=adf 
0 


л 
ul 
H 
z 
«t 
= 
= 
[ad 
m 
E 
ш 
[a] 
ш 
Y 
ш 
[ed 
< 
ul 
= 
ml 
un 
< 
= 
ш 
e 
E 
Y 
A 
ш 
5 
al 
= 
< 
2 








B.4 (FGV-SP) Para que valores de a a equação: 
Nos exemplos anteriores, temos: 


{ B É E detB=4-9=36,detC=1+5-3=15e 
0 Y 1 detD=2:0:6:7=0 
terá duas raízes reais e iguais? P.2 Produto de um número por determinante 
a)azl d) Só para a = 0. 
b)a «0 e) Só para a = 1. Multiplicando uma fila de uma matriz quadrada A 
с)0=а<=1 por um nümero real К, obtém-se uma nova matriz В 
B.5 Calcule os determinantes através do teorema de Laplace, tal que det B = k det A. 


usando a regra de Sarrus para os cálculos de cofatores. 
Vamos justificar essa propriedade para o caso particu- 


2 m 9. ж T 9 1 
3230 23 12 lar de uma matriz de ordem 3 cuja primeira linha foi mul- 
a) b) NE Г 
н ЛТ naa tiplicada por k. Isto é, vamos provar que: 
0.0 4 1 0 X An 
ka kb kc a b e 
Exercícios complementares de C.1 a C.5 228 Ў “а |= 4а af 
л и g А d 
Propriedades dos determinantes a. EE EM 
1 2 


Com a finalidade de simplificar os cálculos de deter- 
minantes, apresentaremos quatro propriedades válidas Desenvolvendo D, pelo teorema de Laplace através da 
para determinantes de qualquer ordem. Faremos as justi- fila do fator comum (primeira linha), temos: 


ficati determinantes de ordem 2 ou de or- 
ud aos ауру D, = kaA, + kbAg + КА = КаАу + bAn + cAn) 


243 








Note que a expressão аА, + bA, + cA, é o desenvolvi- 
mento de D, pelo teorema de Laplace através da primeira 
linha. Logo, D; = kD}. 





Exemplos 
1» 920 25 Ss 45 
A т ess om 38 
2 155 1 2 sS 1 
Fator comum à 
primeira linha 
em evidéncia 
4 12 8 E 3 59 
Diss ЕЕ 
ю 5 55| ^ t з {3 
Fator comum à Fator comum à 
primeira linha terceira linha 
em evidência em evidência 
Cuidado! Observe que: 
a b c ka kb kc 
k|d e f|^|kd ke kf |kER, 
g md kg kh ki 
a b е ka kb kc 
eque kd e FI = e f „КЄ В. 
E e i g h i 
Isto é: 


* para multiplicar um número k por uma matriz, multipli- 
camos todos os elementos da matriz por k; 

* para multiplicar um número k pelo determinante de 
uma matriz, devemos multiplicar por k apenas uma 
fila. 


q 
IB, { 
J EXERCICIOS RESOLVIDOS :— 





E а b. с 
R2 Sendo|q е f| = 3, calcular: 
£o. dê 
2a 2b 2c 2a db Se 
21м e f b)| 2d e 5f 
g h i 2g h Si 
Resolução 
2a. 2b 2e ae db. e 
ld e ¿(Sad es |2536 
g h i E A E 
A, 
3 
Fator comum á 
primeira linha 


2a b Se ab с 
Dza e sf|-2'5d e f|=2:5:3=30 
2g h 5i Ea dnd 
f er) 
Fator comum à р 
primeira coluna Fator comum à 
terceira coluna 


R.3 Sendo A uma matriz quadrada de ordem dois com 
det A = 4, calcular det (34). 














Resolução 
SejaA=| ^ b . Temos que 34 = ас 
c d Se 3d 
Assim: 
Pi 
der(3a) =| За 3&3. a b|.3.3.4-36 
3c 3d e d 
+ 
Д 4 
кш. Fator comum à 
p x: segunda linha 


P.3 Teorema de Binet 


Se A e B sáo matrizes quadradas de mesma or- 
dem, então: 
det AB = det A det B 


Justificaremos esse teorema apenas para matrizes qua- 
dradas de ordem 2. 


Sendo А = | “ b ез = | © 
c d g 


Wed 
cf + dh 


y , temos que: 
h 


E AB= | 9 * bg 
ce + dg 


Note que: 
det AB = (ae + bg)(cf + dh) — (ce + dgXaf + bh) = 


CU aedh + bgcf ice: i ESL cebh — dgaf A = 








= aedh + bgcf — cebh — dgaf = ad(eh — gf) — cb(eh — gf) = 


= (ad — cbY(eh — gf) = det A det B 
—— —— 
detA det B 


Logo, det AB — det A det B. 


Exemplo 
Sendo A — ү e B= дг ‚ temos 
Los 3 2 
que AB = a 10 
її 7 


Note que det A = 2, det B = 5 e det AB = 10. 
Logo, det AB — det A det B. 


e 
D] 7 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS os 


R.4 | Sabendo que A e B são matrizes quadradas de mesma or- 
dem e que det A = 5 e det AB = 60, calcular det B. 
Resolução 
Pelo teorema de Binet, temos que det AB = det A det B. 
Logo. 60 = 5 det B= det B = 12. 


R.5 Sendo A uma matriz quadrada tal que det A = 5, calcular 
det A?. 


Resolucáo P5 
det A? = det (A + A) = det A det A = 5:5 = 25. 


P.4 Teorema de Jacobi 

A propriedade que vamos estudar agora permite que 
sejam introduzidos zeros em uma fila qualquer de um de- 
terminante, facilitando significativamente a aplicação do 
teorema de Laplace. Para entender o enunciado dessa 
propriedade, considere que ao multiplicar os elementos 
de uma fila de uma matriz por um námero qualquer, ob- 
tém-se uma múltipla dessa fila. 


Em uma matriz quadrada A, adicionando-se a uma 
fila qualquer uma múltipla de uma fila paralela, ob- 
tém-se uma matriz B tal que det A = det B. 


Faremos a justificativa dessa propriedade para matriz 
de ordem 2. 


Considerando a matriz A = | i d 
с 


b a 
+ vamos adicio- 


nar à segunda coluna a primeira multiplicada por uma 


a aial 


constante real k, obtendo a matriz B = 
c d +ke 
Calculando os determinantes, temos: 


det A = ad — cb 
det B = a(d + kc) — c(b + ka) = 
=ad + ake — cb — -eká = ad — cb 


Logo, det A = det B. 


y 
D о 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO бени 
1 5.2 4 
R.6 Calcular o determinante D = 2 8 6 8 
4 15 9 20 
1 4 2 5 


Resolução 

Aplicando o teorema de Jacobi: 

e adicionamos à 2º linha а 1* multiplicada por —2: 
e adicionamos à 3º linha а 1º multiplicada por —4; 


D=1:Aj=> 
DOR 2727 
DIME a qe 
O M Ss 
А MAMA 
=1-1-(2+8-6)=4 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS HE 
(В.б Calcule o determinante de cada uma das matrizes: 
2 0 © 0 
а|/5 3 00 
o Do 1 0 
4 3 2 2 
b) 1, (identidade de ordem 4) 
c) I; 
à) 1, 


В.Л. (U. F. Viçosa-MG) A soma das raízes da equação 


B.8  (Faap-SP) Dado que A é uma matriz quadrada de ordem 


B.9 Aéuma matriz quadrada de ordem 3 tal que det A + Ое 


B.10 A e B são matrizes quadradas de ordem n tais que 


П 
ВЛА (FuvestSP)Ovalorde|1 2 2 2| е 
оа 
1254 
а) 2 с) 0 еу =2 
b)1 d)-1 


e adicionamos à 4* linha a 1* multiplicada por — 1, isto é: 





CGA 3 2 4 $39 4 
"emi «gi GB] es igo. @ 0 
LS 15 9 20 00310 4 
S A2 5 сол 


Note que apenas um elemento da 1? coluna ё diferente de 
zero. Assim, ao aplicar o teorema de Laplace nessa colu- 
na, deveremos calcular apenas um cofator. Observe: 






MATRIZES, SISTEMAS LINEARES E DETERMINANTES 





х 5 4 1 
O y= i 3 5 =@& 
0 0 3x P2 9 
0 0 0 8 
2 22 
a) 3 93 e)0 
1 1 
D3 d) 3 


3 tal que det A = 5, conciui-se que det (24) é igual a: 
a) 10 c) 40 e) 30 
b) 80 d) 20 


A? — 2A — 0, em que 0 é a matriz nula de ordem 3. Cal- 
cule det A. 


det A = 5e AB = I,. Obtenha det B. 


Sugestão. Aplicando o teorema de Jacobi, introduza ze- 
ros na primeira coluna ou em qualquer outra fila. 


N 
ш 
A 
q 
e 
Z 
2 





Ta 3 
B.12 Calcule o determinante 3 49 8 1 

5 16 1i 1 

ї 3 5 2 


B.13 Qualé o valor do determinante de uma matriz quadrada 
que possui uma fila formada apenas por zeros? Suges- 
táo. Aplique o teorema de Laplace na fila nula. 


B.14 Qualé o valor do determinante de uma matriz quadrada 
que possui duas filas paralelas iguais? Sugestão. Apli- 
que o teorema de Jacobi. 

b 
a) 


d Я 

b | Que relação existe 
entre os determinantes dessas matrizes? 

Nota 

A conclusão desse exercício vale para determinante de 
matriz quadrada de qualquer ordem. 


B.15 Permutando-se as duas linhas da matriz A = | © 
ё 


obtém-se a matriz B = | à 


B.16 Transpondo-se a matriz A = | а d 
с 


А | obtém-se 


А = | P | . Que relação existe entre det A е det A'? 


Nota 
A conclusão desse exercício vale para determinante de 
matriz quadrada de qualquer ordem. 


Exercícios complementares de C.6 a C.11 





2. MATRIZES INVERSAS 


Definição 
Uma matriz quadrada A de ordem n é inversível se, e 
somente se, existir uma matriz B tal que: 


AB=BA=I, 


em que Г, é a matriz identidade de ordem n. 


As matrizes A e B são chamadas de inversas entre si, 
e tal fato é indicado por B = A”! (lê-se “B é igual à inver- 
sa de A") ou A = B^! (lê-se “A é igual à inversa de B"). 


Exemplo 


AsmatrizesA=| 2 3 | e B= 2 75 
1 2 zd 3 


são inversas entre si, pois: 


кё р =. 
ЕІ 


Logo, В = A^! ou, ainda, А = B”!. 


1 


Il 
T mem 
о ~ 
м: O 
2 
ll 


Teorema 


Uma matriz quadrada A de ordem n é inversível 
se, e somente se, det А = 0. 


Demonstração 
Primeira parte: se A é inversível, então det A + 0. 


Sendo A inversível, então existe a matriz quadrada A^! 
tal que A + А! = А! А = І,. 

Logo, temos det (А + A!) = det (A^! * А) = det Z,. 

Pelo teorema de Binet e pelo fato de det Z, = 1, temos 
que det A det A"! = det A~! det A = 1. 

Concluímos então que det A + 0 (pois, caso contrário, 
isto é, se det A = 0, teríamos det A det A^! = 0). 


Segunda parte: se det А + 0 então A é inversível. 


Consideremos a equação matricial AX = /,, isto é: 


Xu o Wu Xu je bob 
Aal Ya X o Xm |2 0r 71 0 
duy" Ua Ran Oe! Ж A 








Xu 1 Хр 0 
Xu 0 Xn 1 
A: в =| CA: = Sod 
ха 0 Xy 0 
Xin 0 
Xan 0 
A* Ш = 
* 1 


пп 


é possível e determinado, pois det А 0, temos que existe 
uma única matriz X satisfazendo a equação matricial 
АХ = l, 

Temos, também, que a equação ХА = I, é equivalente 
ад! * Х' = I, (ver exercício B.16 do capítulo 38). 

Como det A' = det A (ver exercício B. 16 deste capí- 
tulo) e det A # 0, temos que det A' + 0. Assim, de modo 
análogo ao anterior, a equação matricial A' + X' = І, gera 
sistemas lineares possíveis e determinados, portanto, 
existe uma única matriz X satisfazendo a equação XA = І,. 

Como AX = XA = І,, concluímos que X = A^. 

(c.q.d.) 


Nota 

Da primeira parte dessa demonstração temos que 
det A * det A^! = 1, o que nos permite concluir a importan- 
te propriedade dos determinantes: 


1 


det A"! = 
е det A 





ou seja: 
Matrizes inversas tém determinantes inversos. 


Exemplo 
Se uma matriz quadrada A tem determinante igual a 3, 


a inversa de A tem determinante igual a i 






0 EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.7 Verificar se a matriz A = | 28 | é inversível. 
з 9 


Resolução 
A matriz А é inversível se, e somente se, det A + 0. Cal- 
culando det A, temos: 


2 5 
S 9 


O A 








Como det A + 0, temos que A é inversível. 
R.8 Obter x, x € IR, de modo que a matriz 
I2 cT 
1 


А=| x 3 | seja inversível. 
4 5 1 

Resolugáo 
A matriz A é inversível se, e somente se, det А + 0. 
Logo, temos: 

LN жт 2 

e dps x 1 e 

4 $5 4 4 5 


&1+24-5x+4-15-2x+0 
7.-7х + 1440 ..x%2 


Logo, A é inversível para todo x real, x + 2. 


Cálculo da matriz inversa 


O teorema seguinte facilita o cálculo da inversa de 
uma matriz, conforme veremos no exercício resolvido. 


Teorema 
Se А e B são matrizes quadradas de mesma ordem n 


e AB = І,, então A e B são inversíveis e B = A^! ou, 
ainda, А = B^. 


Demonstração 


Devemos demonstrar que: 
e primeira parte: det A + Ое det B + 0; 
e segunda parte: В = A^!, ou, ainda, A = B~. 


Primeira parte: AB = 1, = det (AB) = det 1,. 
Pelo teorema de Binet e pelo fato de det Z, = 1, temos 
det A det B = 1. 


Logo, det A + 0 e det В = 0. Portanto A e В são inver- 
síveis. 


Segunda parte: temos por hipótese que AB = 1,. 


Multiplicando ambos os membros dessa igualdade por 
Ar! (à esquerda de cada membro), temos que: 


A^ (АВ) = A`! - I, e» (A7! - AJB = A`- I, 
“A В= АТ ^ B-Aà 


Concluímos então que A e B são matrizes inversas 
entre si. 


D | A 
ү, EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.9 Determinar, caso exista, a inversa da matriz: 


mi 


Resolução 

Calculando det A, temos: 
1 0 =1.2-3.0=2 
3 2 








Como det A + 0, temos que existe A"'. A matriz A^! tem 


a mesma ordem de A, isto é, A^! = | a b | : 
ed 


Assim, devemos ter: 


| sii o l1 

e ala 2 0 1 

sarm zb). (1 0 
cad 2d 0 1 
at3b = 10 


2b = 02b = 0 (Ш 
c+3d = 0 (ш) 


2d = 154 =) av) 


Substituindo (II) em (D, temos а +3: 0 = 1 эа = 1. 
Substituindo (ТУ) em (III), temos: 
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Nota 
Não é necessário resolver, também, a equação 


pe 


anterior, fica garantido que a matriz 


| | pois, pelo teorema 


0 
d éa 
2 


1 
10 
3 


inversa de A. 





in А А 
Jj EXERCÍCIOS BÁSICOS # 


B.17 Quais dos itens seguintes apresentam matrizes inversas 


entre si? 
к ба a 
а)А = 5 |ев= 2 3 
Low Т X2; 
3 3 
9a-|? Sleg=| 1 2 
1 i i 
3 02 10 -2 
)&-|9 1 7/€B=)=2 Lusa 
Пот -1 0 3 





B.18 Quais dos itens seguintes apresentam matriz inversível? 


= 2 

»4-[? | с)А= Y # 1 

“м1 3 
1 2; 
DA=|0 -1 4 
2 E 


.19 Obtenha x, x € IR, de modo que a matriz A = | 21 | 
seja inversível. x 3 


B.20 (UFAC) A matrizA — 
e somente se: 
а)х+ 0 
ъ)х+1 
с)ух#—1 


1 
0 | admite inversa se, 
2 


BM 
о о ty 


д х = -4 


1 
e)x*- 


B.21 Determine, se existir, a inversa da matrizA — | A E ) 


32 (PUC-RS) Considere-se a matriz A = | E | 


A inversa de А é a matriz: 


[3 al JE 
22 5 К 
Е Es] 

5 =2 a 
o! 1 

0 1 


B.23 (UFPE) Seja M uma matriz inversível tal que 


= ш 


w|- n= 
| 
wm] w|- 


det M = > em que M^! é a inversa de M. Determine 
o valor de det M^ !. 





plementares de бЛ2 а CAS 


)] , 
Jj EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


(U. Taubaté-SP) Sendo В = (b;) x2, em que 


l,sei = j 
b;—41-—2ijsei«j calcule o det B: 
3J,se i» j 
a) 13 c)25 e) ES 
b) —25 d) 20 
C2 (PUC-MG) Ет R, a solução da equação 
3 Bou 
4 -1 1[=5 – 10896: 
cl 2 1 
a)4 b)5 c)6 d)7 e)8 


€3 Qual é o conjunto dos valores reais de x, 0 = x < 27, 


4 2 3 
talque[ 1 2senx 1|70? 
5 3 4 


2 3 0 5 
€4 (UFCE)O determinante | | ү | O | éiguala: 
1 1 
A 2r. 
a) 21 с)0 е) 23 
b) —45 d) —165 
csi Calcule o determinante 


оосо ш 
9 
coono 
Y 
benon 


[Ж (Mackenzie-SP) Considerando a matriz А = (a;) y y ¿tal 


2seizj 
que а; = 2o. tem-se que: 

Osei<) 
a) det A = 0 c) detA = 16 e) det A = 256 
b)detA = 2 d) detA = 64 





(UFCE) Seja M uma matriz quadrada. Multiplicando-se 
por « uma linha de M, obtém-se uma matriz A. Dividin- 
do-se por B, B + 0, uma coluna de A, obtém-se uma ma- 
triz B. Desse modo tem-se que: 

a) det B = ag det M 


b) det = * det M 


c) det B — E det M 
d) det B = det A 
e) det B = 0 


1 2 1 





SejamA = | 1 —1 0 | еВ matrizes quadradas de 
2 1.5 
172 3 
ordem 3 tais que AB = | y 1 2 |-Encontre det B. 
Д «0, 


Sugestáo. Teorema de Binet. 


(UFBA) A soma das raízes da equação 


12 1 8 

2 x42 з =i | 

3 6 х+2 -2 

ї ж 1 x-1 
a)3 05 e) 12 
b)4 d) -4 


Sugestáo. Aplique o teorema de Jacobi. 





(Fatec-SP) Resolvendo a equação na variável x, 


e up q а 

X X 4 4|=0 obtém-se: 

* ж > .@ 

а sw x 
ax=a dx=00ux=a 
bx=a е) х = За 


с) х= Ооцх = а? 
Sugestáo. Aplique o teorema de Jacobi. 


CAI (ITA-SP) Seja О uma matriz 4 X 4 tal que 
det Q + 0e Q^ + 20? = 0. Então: 


a)detQ = +2 d) det O = 16 
b) det Q = —2 , e) n.d.a. 
c) det Q = —16 


Sugestão. Escreva О? = —20” e calcule o determinante 
de cada um dos membros. 


/€12. (FEL-SP) Considere as matrizes А e B, a seguir: 


д= |9 2а р_ 2b —2b 
0 2а 0 b 


Se a inversa da matriz A é a matriz B, então: 
aja=00ub =0 
b)ab =1 

NET 
c) ab = 2 
da=0eb=0 


Ed. 
e)yudb- 2 


'€.13. (UFMG) Os valores reais de x para os quais a matriz 


x 2—3 

A=| -] x 2 |nàdo admite inversa são: 
2 0p] I 

a)x-3oux--2 

b)x-0oux-4 

c)x-3oux- —1 

dx=20ux=1 


e)x-loux-7 
.C.14. (U. Е. Santa Maria-RS) Considere a matriz quadrada de 


Se B é a matriz 





12 
ordem 2, A = (aj), em que a; = FRETE 
inversa de A, então B + B' é igual a: 


а) | отии 2 
Еа 
ele 

b) 2 
29 


d 0 1 
são tais que AB = BA, pode-se afirmar que: 


(Fuvest-SP) Se as matrizes A — E А ев = | | 
с 


а) А é inversível 4 с= 0 
b)detA = 0 eJa=d=1 
co)b-0 
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OS PRINCÍPIO 


1. INTRODUÇÃO 


10... 9... 8.1... Goro 5.3.3... 2. 1... 0. ово! 


Vocé já percebeu o quanto é necessário contar em nos- 
so dia-a-dia? Contamos os dias que faltam para as férias, 
as páginas de um livro, os habitantes de uma região, etc. 

Há, entretanto, algumas quantidades que gostaríamos 
de contar, mas nos deparamos com certas dificuldades. 
Quantas placas de automóvel podem ser confeccionadas 
com as 26 letras e os dez algarismos disponíveis? Quan- 
tos números de telefone podem ser formados? Quantas 
pessoas assistiram ao show de rock na praça? 

Esses e muitos outros problemas nós vamos estudar 
agora, na análise combinatória, cuja principal finalidade 
é estabelecer métodos de contagem. 


2. PRINCÍPIO FUNDAMENTAL DE 
CONTAGEM 


Consideremos o seguinte problema: lançando simulta- 
neamente um dado e uma moeda, quantos são os possí- 
veis resultados? 

Para efetuar a contagem, vamos apresentar os possí- 
veis resultados no dado, 1, 2, 3, 4, 5 e 6, e os possíveis re- 
sultados na moeda, C (cara) e K (coroa), conforme dispo- 
sição a seguir: 








Vamos agora construir a matriz formada por todos os 
pares (x, y), onde x é um dos resultados no dado e y é um 
dos resultados na moeda: 





Moeda 
se. c K 

1 (1, C) (1, K) 
2 (2, C) (2, K) 
3 (3, C) (3, K) 
4 (4, C) (4, K) 
5 (5, C) (5, K) 
6 (6, C) (6, K) 
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ф 


е 


ZOMBINATÓRIA 


Note que a tabela assim construída apresenta todos os 
possíveis resultados do experimento. Assim, o número de 
elementos dessa matriz é igual ao número de resultados 
possíveis do experimento. Como a matriz possui seis li- 
nhas por duas colunas, temos que o número de elementos 
que a compõem é: 


6 Š 2 =12 
— m > —— 
Número de Número de 
resultados resultados 
possíveis no dado possíveis na moeda 


Consideremos, agora, um outro problema: lançando- 
se um dado, uma moeda e retirando-se uma etiqueta de 
uma urna que contém quatro etiquetas de cores diferen- 
tes, azul (A), vermelha (V), preta (P) e branca (B), quan- 
tos são os possíveis resultados? 

Observe que temos um experimento composto de três 
experimentos: lançar o dado, lançar a moeda e retirar uma 
etiqueta da urna. Será possível construir a matriz das pos- 
sibilidades, isto é, a tabela formada por todos os possíveis 
resultados? 

É perfeitamente possível, bastando para isso associar- 
mos os dois primeiros experimentos e apresentarmos os 
resultados conforme disposição a seguir: 





(1, C, A) 
(1, K, A) 
(2, C, A) 
(2. K, A) 
(3; C; А) 
(3, K, A) 
(4. C, A) 
(4, K, A) 
(5, €, 4) 
(5. K, A) 
(6, C. A) 
(6. К, A) 





(1, C, Bj) 
(1, К.Р) (1, K, B) 
(2,6; P) (226,8) 
(2, К,Р) (2, К, B) 
(3, C, P) (3, C, B) 
(3, К,Р) (3, К, B) 
(4, C, P) (4, C, B) 
(4, K, P) (4, К.В) 
(5, C, P) (5, С, B) 
(8,X, P) (5, K, B) 
(6. C, P) (6. C. B) 
(6, K, P) (6, К, B)] 


(1, K, V) 
(2, C, V) 
(2, К, V) 
(3, С, V) 
(3, К, V) 
(4, C, V) 
(4, K, V) 
(5, C, V) 
(5. K, V) 
(6, C, V) 
(6, K, V) 


NOROGROROROGRN 


neon; 


QN tA 





Са 


Como a matriz formada por todos os resultados possíveis 
(face no dado, face na moeda, cor da etiqueta) apresenta 
doze linhas por quatro colunas, temos que o número possí- 
vel de resultados do experimento é 12 - 4 = 48, ou seja: 





6 s 2 * + = 48 
Número de Número de Número de 
resultados resultados possíveis resultados 


possíveis no dado na moeda possíveis na urna 


Tendo como motivação os dois exemplos anteriores, 
vamos enunciar o seguinte princípio, conhecido por prin- 
cípio fundamental de contagem: 


Se um experimento Á apresenta n resultados dis- 
tintos e um experimento B apresenta k resultados dis- 
tintos, então o experimento composto de A e B, nessa 
ordem, apresenta nk resultados distintos. 


Esse princípio pode ser generalizado para mais de dois 
experimentos, da seguinte maneira: 


Se os experimentos A,, A, As, ..., A, apresentam 
como números de resultados possíveis n, Ma, пз, ..., hs 
respectivamente, então o experimento composto de 
Ay, Az, As, ..., A Nessa ordem, apresenta 
n; * m * n * ... * ny resultados possíveis. 


y 
| 4 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.1 Uma montadora de automóveis apresenta um carro em 
quatro modelos diferentes e em cinco cores diferentes. 
Um consumidor que quiser adquirir esse veículo terá 
quantas opções de escolha? 
Resolução 
Consideremos o seguinte diagrama: 





Para a primeira “casa”, temos quatro possibilidades de 
escolha e, para a segunda, cinco possibilidades: 





Os números de 
possibilidades => 4 5 


Pelo princípio fundamental de contagem, o consumidor 
terá 4 * 5 = 20 opções de escolha. 


R.2 Quantos números naturais de três algarismos podem ser 
formados com os algarismos 1, 2, 6, 8 e 9? 
Resolução 
Devemos preencher com um algarismo cada uma das ca- 
sas do diagrama: 





| Centenas | Dezenas | Unidades | 





O número de possibilidades para cada casa é cinco: 


Es | 


5 5 5 











Os námeros de 
possibilidades —> 





Assim, estamos realizando o seguinte experimento: pre- 
encher a primeira casa, preencher a segunda casa e pre- 
encher a terceira casa. Pelo princípio fundamental de 
contagem, temos que o total de números que podem ser 
formados é 5 - 5 + 5 = 125. 


R.3 Quantos números naturais de três algarismos distintos 
podem ser formados com os algarismos 1, 2, 6, 8 e 9? 


RA 


Resolucáo 
Devemos preencher, sem repetir algarismos, cada uma 
das casas do diagrama: 





Centenas Dezenas Unidades 





O nümero de possibilidades para a primeira casa é cinco: 




















====> 


S 


O nümero de possibilidades para a segunda casa é qua- 
tro, pois um algarismo já foi usado para preencher a pri- 
meira casa e nào pode ser repetido na segunda casa: 


| | 


TE = === 
3 4 

O número de possibilidades para a última casa é trés, 

pois os dois algarismos que já foram usados nas casas 

anteriores náo podem ser repetidos: 

















Pelo princípio fundamental de contagem, temos que o 
total de números que podem ser formados é: 


5:4:3=60 


Quantos números naturais de três algarismos distintos 
podem ser formados com os algarismos 0, 1, 2, 6 e 8? 
Resolução 

Observe que o algarismo 0 (zero) nào pode ocupar a casa 
das centenas no diagrama abaixo, caso contrário o núme- 
ro não teria três algarismos: 

Unidades 


Centenas Dezenas 





Assim sendo, o número de possibilidades para a primeira 
casa é quatro, porque excluímos o zero: 














A 


4 


O número de possibilidades para a segunda casa é qua- 
tro, porque o algarismo zero pode ocupar essa casa: 








M —————— 


4 4 


O número de possibilidades para a última casa é trés: 




















4 4 3 
Pelo princípio fundamental de contagem, temos que o 
total de números que podem ser formados é: 
4-4-3 = 48 


Quantos divisores naturais possui o número 72? 
Resolução 

Temos que 72 = 2? - 3?. Os divisores de 72 são do tipo 
2*- 3X ondex € {0, 1, 2,3} ey € (0, 1,2). Assim, o 
total de divisores de 72 é igual ao nümero de pares 
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ordenados (x, y) que podem ser formados de modo que 


x € (0,1,2,3) ey € (0, 1, 2). Pelo princípio fundamen- Contagem dos glóbulos vermelhos 
tal de contagem, temos: do sangue 
@› у) Um exame muito freqüente em laboratórios clíni- 


cos é a contagem de glóbulos vermelhos do sangue. 
Um homem adulto sadio tem de 4.500.000 a 
6.000.000 dessas células em cada mm? de sangue, 
Logo, o número 72 possui doze divisores naturais. e uma mulher tem de 4.000.000 a 5.400.000. 


Os números de 
possibilidades _=—> 4-3=12 


2) 
ы 
a 
< 
а 
2 
= 


R.6 Quantos subconjuntos possui o conjunto A = (a, b, c, d]? 
Resolucáo 
Vejamos de quantas maneiras diferentes podemos for- 
mar um subconjunto $ de A. 
Para cada elemento de A temos duas possibilidades: ou o 
elemento pertence a $ ou nào pertence a S. Isto é: 


a b c d 
EF M PO 
ES ES ES ES ES ES ES ES 


Assim, o número de subconjuntos de A pode ser calcula- 
do pelo princípio fundamental de contagem: 


a b e d 
Os números de | | | | 
possibilidades => 2 + 2 + 2. 2=24=16 


Logo, o conjunto А possui dezesseis subconjuntos. 





EXERCÍCIOS BÁSICOS H 





В.Л (Enem) Uma pessoa arrumou bolinhas de 1 cm de diá- Modernos aparelhos eletrônicos fazem a conta- 
metro em camadas superpostas iguais em uma caixa cú- gem dos glóbulos vermelhos em uma amostra de 
bica de 10 cm de aresta, tendo assim empregado: Sangue. Essa contagem também pode ser feita atra- 
a) 100 bolinhas. d) 2.000 bolinhas. vés de um microscópio, conforme o processo des- 
b) 300 bolinhas. e) 10.000 bolinhas. alto ra seguir 
c) 1.000 bolinhas. O sangue é diluído em uma proporcao conhecida, 


reduzindo muito o número de células por mm”, e co- 
locado num pequeno recipiente de vidro sob a forma 
de um paralelepipedo com fundo quadriculado. Em 
alguns quadradinhos desse quadriculado conta-se a 
quantidade de glóbulos vermelhos, calculando-se, a 
Seguir, o número médio de glóbulos por quadradi- 
nho. Através da proporcao de diluicao obtém-se o 
número de glóbulos vermelhos por mê. 


B.3 (Cesgranrio) Durante um campeonato mundial de fute- 
bol, disputado por 24 países, as tampinhas de Coca-Cola 
traziam palpites sobre os países que se classificariam nos 














B.2 Duas linhas de ônibus vão de uma cidade A para uma ci- três primeiros lugares (por exemplo: 1º lugar, Brasil; 
dade B e três linhas vão da cidade B para outra cidade C. 2° lugar, Nigéria; 3º lugar, Holanda). Se, em cada tampi- 
De quantos modos diferentes um usuário dessas linhas nha, os três países são distintos, quantas tampinhas dife- 
pode ir de A para C, passando por B? rentes poderiam existir? 

a) 69 b) 2.024 c) 9.562 d) 12.144 

ec E а Шен 2 е 
AC Ag E B.4 (UFES) Um shopping center possui 4 portas de entrada 
para o andar térreo, 5 escadas rolantes ligando o térreo ao 
Sugestão. Esse experimento é composto de dois outros: primeiro pavimento e 3 elevadores que conduzem do 
1°, de A para B; 2º, de B para C. Represente por um qua- primeiro para o segundo pavimento. De quantas maneiras 
drinho cada um desses dois experimentos: diferentes uma pessoa, partindo de fora do shopping 
center pode atingir o segundo pavimento usando os aces- 

m 2 sos mencionados? 








experimento | experimento a) 12 b)17 c) 19 d) 23 e) 60 








B.5 (Faap-SP) Uma linha ferroviária tem 16 estações. Quan- 
tos tipos de bilhetes devem ser impressos, se cada bilhete 
deve registrar a estação de origem e a de destino? 

a) 240 
b) 256 
с) 64 

d) 272 
e) 128 


сір 





B.6 Quantos números naturais de quatro algarismos podem 
ser formados com os algarismos 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9? 

B.7 Quantos números naturais de quatro algarismos distintos 
podem ser formados com os algarismos 3, 4, 5, 6, 7,8 e 9? 

B.8 Quantos números naturais de cinco algarismos distin- 
tos podem ser formados com os algarismos 0, 3, 4,5, 6, 
7,8e9? 

B.9 (UFBA) Com os dígitos 1, 2, 3, 4, 6 e 8, podem-se for- 


mar x números ímpares, com três algarismos distintos 
cada um. Determine x. 


В.10 Qual o número de divisores naturais den = 2º + 33 - 5? 


“Exercícios complementares de С.Л a с 





FAS 


3. PRINCÍPIO ADITIVO DE CONTAGEM 


Teorema 


Sendo A e B conjuntos finitos, o número de ele- 
mentos da uniáo de A e B é dado por: 
n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A П В) 


em que o símbolo n( ) representa o número de ele- 
mentos do conjunto indicado entre parênteses. 


Vamos interpretar esse teorema através do seguinte 
diagrama: 
A B 


Para contar os elementos de A U B, vamos inicialmente 
contar os elementos de A: 





A região hachurada representa os elementos que já foram 
contados. 
Agora, vamos contar os elementos de B: 





Note que os elementos da intersecção foram contados 
duas vezes. Para corrigir esse “erro” devemos subtrair 
dessa contagem o número de elementos da intersecção 
A N B, isto é: 


n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A N B) 
Nota 


Se os conjuntos A e B forem disjuntos, isto é, 
АПВ = @: 





então: 


n(A U B) = n(A) + n(B) 


Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.7 О professor de português pediu que os alunos de uma 
classe lessem pelo menos uma das obras, Dom Casmur- 
ro ou O alienista, de Machado de Assis. Após algum 
tempo o professor constatou que: 
1º) cada aluno havia lido pelo menos uma das obras; 
2º) 22 alunos leram Dom Casmurro; 
3º) 18 alunos, O alienista; 
4º) 10 alunos, as duas obras. 

Quantos alunos há nessa classe? 


BIBLIOTECA NACIONAL, RJ 


Joaquim Maria 
Machado de Assis 
(1839-1908). 





Resolução 

Sendo: 

* À o conjunto dos alunos que leram Dom Casmurro, 
tem-se que n(A) = 22; 

* Bo conjunto dos alunos que leram O alienista, tem-se 
que n(B) = 18; 

+ А N Bo conjunto dos alunos que leram Dom Casmur- 
ro e O alienista, tem-se que n(A (1 B) = 10. 

O conjunto A U B é definido por 


AUB = Apa 
n 3 


O número de alunos que leram Dom Casmurro ou 
O alienista é dado por: 


n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A N B) 
«n(A U B) = 22 + 18 — 10 = 30 


Logo, a classe é formada por 30 alunos. 


ANÁLISE COMBINATÓRIA E PROBABILIDADE 
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R.9 


C. 


.. Durante um exame médico, foram medidas as estaturas 


dos alunos de uma classe. Observou-se que dezenove 
alunos tém estatura até 1,70 m e dez alunos tém estatura 
maior do que 1,70 m. Quantos alunos havia na classe? 


Resolução 

Sejam: 

* А о conjunto dos alunos de até 1,70 m de estatura; 

* Bo conjunto dos alunos com mais de 1,70 m de estatura. 
Note que A e B são disjuntos, isto é, A N B = Ø. 

O nümero de alunos da classe é o námero de elementos 
do conjunto A U В. Como A e В são disjuntos, temos: 


n(A О B) = n(A) + n(B) “.n(AU B) = 19 + 10 = 29 


Logo, na classe havia 29 alunos. 


Quantos námeros naturais de quatro ou cinco algarismos 
distintos podem ser formados com os algarismos 1, 2, 3, 
4,5e6? 
Resolução 
Seja A o conjunto dos números naturais de quatro alga- 
rismos distintos formados por 1, 2, 3, 4, 5 e 6. Calculan- 
do n(A): 
| l ] 
A Nat 
пау 6 + 5 и 3 














С. n(A) = 360 


Seja B o conjunto dos nümeros naturais de cinco alga- 
rismos distintos formados por 1, 2, 3, 4, 5 e 6. Calcu- 
lando n(B): 


] ] 


— A —— —— —— 
noc ue ® oo d 2 
«<. n(B) = 720 











O problema pede o número de elementos que pertencem 
a A ou a B, isto é, n(A U B). Como A e B são disjuntos, 


temos: 
n(A О B) = n(A) + n(B) 
“mA U В) = 360 + 720 = 1.080 


Assim, podem ser formados 1.080 números. 


2 
J 


B.11 


B.12 


B.13 


B.14 


B.15 


B.16 


B.17 


B.18 


B.19 





EXERCÍCIOS BÁSICOS кшк: 


Sendo A = (x € IN | 200 € x = 450) e 
B = [y E N| 100 < y < 300), calcule n(A U B). 


(Mackenzie-SP) Os conjuntos M e N são finitos. Sabe-se 
que n(M U N) = 38, n(M N №) = 12en(M) = 35; então 
n(N) vale: 
a) 23 b)15 с) 3 


d) 26 е) 50 


А е В são conjuntos disjuntos tais que n(A U В) = 25 e 
n(A) = 10. Calcule n(B). 


Quantos nümeros naturais de quatro algarismos distintos 
podem ser formados com os algarismos 2, 3, 4, 5, 6e 7 
de modo que o algarismo das unidades seja menor que 4 
ou maior que 5? 


Com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, quantos números na- 
turais de três algarismos podem ser formados de modo 
que o algarismo das centenas seja ímpar ou seja múltiplo 
de 3? Cuidado! Esse enunciado não exige que o número 
seja formado por algarismos distintos. 


(U. Gama Filho-RJ) Com os algarismos 0, 1, 2,3,4e 5, 
quantos múltiplos positivos de 5, compostos de três alga- 
rismos distintos, podemos formar? 
a) 32 b) 36 c) 40 d) 60 e) 72 
Com os algarismos 0, 1, 2, 3, 4 e 5, quantos múltiplos posi- 
tivos de 5, compostos de três algarismos, podemos formar? 


Encontre o total de números naturais pares, de quatro al- 
garismos distintos, que podem ser formados com os al- 
garismos 0, 1, 2, 3, 4, 5e 6. 


Obtenha a quantidade de námeros naturais maiores que 
34.000 e de cinco algarismos distintos que podem ser 
formados com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5 e 6. 


Exercícios complementares de C.11 a C.17 


Bilhões e bilhões 


Quanto valem 1 bilhão ou 1 trilhão, em dólares ou quilômetros? A resposta é mais vaga do que pode parecer. 
5e os números que estão inseridos na experiência cotidiana mensuram alguns padrões — a duração do ano, o preço 
de um livro, o custo de um carro —, os grandes números são enganosos. Que extensão são os 150 milhões de 
quilômetros que separam a Terra do Sol? E os 5 bilhões até Plutão, ou os 41 trilhões para a estrela mais próxima, 
o sistema triplo da Alfa do Centauro? São respostas bem distantes do senso comum. 


C.) 


Jogar com a sutileza dos números é uma provocação que o astrônomo norte-americano Carl Sagan — morto de 
câncer em dezembro de 1996 — faz em seu último livro Bilhões e bilhões — Reflexões sobre a vida e a morte na 
virada do milênio. А brincadeira é avaliar quanto tempo se leva para contar, por exemplo, de O a 1 milhão, à razão 
de um número por segundo. A resposta: 12 dias Ininterruptos. E para se chegar a 1 bilhão? 32 anos. E a 1 trilhão? 
52 mil anos. Quem quiser pode fazer cálculos envolvendo a população brasileira (160 milhões no ano de 1998), a 
dívida externa brasileira (US$ 150 bilhões no ano de 1998) e os gastos militares internacionais (US$ 1 trilhão). 


-) 


Carl Sagan deixa inacabado o seu último trabalho, O Estado de S. Paulo, 4 jul. 1998. 


Para ler o texto na íntegra consulte o site Estadão na escola (www.estadao-escola.com.br], 
clicando em "Pesquisa", "Temas transversais” e “Cultura” com as palavras-chaves “Sagan” e “bilhões”. 
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EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


(UFCE) Atualmente, 
as placas dos veícu- 
los são formadas por 
três letras seguidas 
de quatro algaris- 
mos. Considerando essas informações, calcule o número 
de placas distintas que podem ser fabricadas, iniciadas 
pelas letras BNP, nesta ordem, e cujo último algarismo 
seja ímpar. 


LUIZ ANTÔNIO. 





. (Vunesp) Os jornais noticiaram que, a partir de 1990, о 


código de placas dos automóveis particulares seria consti- 
tuído por três letras seguidas de quatro algarismos. admi- 
tindo-se repetições. Usando-se 26 letras e dez algarismos, 
o maior número possível de placas desse tipo em que figu- 
ram pelo menos uma letra R e pelo menos uma letra C é: 
а) 32 ° 35 - 10* d) 325 - 24 - 23 + 10* 
b) 3*2 - 26 - 10* е) 41* 6 - 10* 

c) 3* 26- 10* 


Quantos subconjuntos tem o conjunto A = (a, b. с, d, e}? 
Quantos números naturais maiores do que 400 e de três 


algarismos podem ser formados com os algarismos 1, 2, 
4,5e6? 


Quantos números naturais maiores do que 400 e de três 
algarismos distintos podem ser formados com os algaris- 
mos 1,2, 4, 5 e 6? 


(UFRN) Quantos números de 7 dígitos, maiores que 


6.000.000, podem ser formados com os algarismos 
0, 1, 3, 4, 6, 7 e 9, sem repeti-los? 
a) 1.800 c) 5.400 
b) 720 d) 5.040 


e) 2.160 


(Fuvest-SP) Quantos são os números inteiros positivos 
de cinco algarismos que não têm algarismos iguais em 
posições adjacentes? 

а) 5° b)9 X 8* а) 8° e) 95 


Quatro linhas de ónibus unem a cidade A à cidade B e 
trés linhas unem a cidade B à cidade C. Um usuário vai 
viajar de A para C passando por B e vai voltar para A, 
passando novamente por B. De quantos modos diferen- 
tes esse usuário poderá escolher as linhas, se na volta ele 
nào puder usar a linha que usou na ida? 


c)8x9* 


(UFPE) Uma prova de matemática é constituída de 
16 questões do tipo múltipla escolha, tendo cada questão 
5 alternativas, das quais deve ser assinalada como res- 
posta apenas uma, Respondendo ao acaso todas as ques- 
tões, o número de maneiras diferentes que se pode pre- 
encher o cartão de resposta é: 
a) 80 b) 16° ё) 5% 


d) 1610 £55 


| (Fuvest-SP) Sendo A = {2, 3, 5, 6, 9, 13) e 


B —(a" |a € A,b € Aea + b]. О número de elementos 
de B que são números pares é: 
a)5 b)8 c) 10 


d) 12 e) 13 


Qual é o total de números pares ou múltiplos de 5, com 
trés algarismos distintos, que podem ser formados com 
os algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7? 


(UFBA) Para abrir um cofre eletrônico deve-se digitar uma 
seqüência formada por quatro algarismos distintos, sendo 
que o primeiro é o triplo do segundo. Uma pessoa que des- 
conhece essa seqüência pretende abrir o cofre. O maior nú- 
mero possível de seqüências que ela deve digitar é: 


a) 170 b) 240 c) 180 d) 280 e) 168 


cas 


С.17 


(FGV-SP) Uma pessoa vai retirar dinheiro num саіха 
eletrônico de um banco mas, na hora de digitar a senha, 
esquece-se do número. Ela lembra que o número tem 5 
algarismos, comeca com 6, nào tem algarismos repetidos 
e tem o algarismo 7 em alguma posição. O número má- 
ximo de tentativas para acertar a senha é: 


a) 1.680 c) 720 e) 136 
b) 1.344 d) 224 
(UFCE) A quantidade de números inteiros compreendi- 


dos entre 30.000 e 65.000 que podemos formar utilizan- 
do somente os algarismos 2, 3, 4, 6 e 7, de modo que não 
figurem algarismos repetidos, é: 


a) 48 b) 66 c) 96 d) 120 


Escrevendo em ordem crescente todos os números natu- 
rais, de cinco algarismos distintos, formados por 1, 2, 3, 4 
€5, qual a ordem (número da posição) do número 32.415? 


6 (Enem) Imagine uma eleição envolvendo 3 candidatos 


A, B, C e 33 eleitores (votantes). Cada eleitor vota fazen- 
do uma ordenação dos trés candidatos. Os resultados são 
os seguintes: 

















Ordenação Nº de votantes 
ABC 10 
ACB 04 
BAC 02 
BCA 07 
CAB 03 
CBA 07 

Total de votantes 33 


A primeira linha do quadro descreve que 10 eleitores es- 
colheram A em 1* lugar, B em 2? lugar, C em 3? lugar e 
assim por diante. 

Considere o sistema de eleigáo no qual cada candidato 
ganha 3 pontos quando é escolhido em 1* lugar, 2 pontos 
quando é escolhido em 2* lugar e 1 ponto se é escolhido 
em 3º lugar. O candidato que acumular mais pontos é 
eleito. Nesse caso: 

a) A é eleito com 66 pontos. 

b) A é eleito com 68 pontos. 

c) B é eleito com 68 pontos. 

d) B é eleito com 70 pontos. 

e) Cé eleito com 68 pontos. 


(Enem) Vinte anos depois da formatura, cinco colegas de 
turma decidem organizar uma confraternização. Para mar- 
car o dia e o local da confraternização, precisam comu- 
nicar-se por telefone. Cada um conhece o telefone de al- 
guns colegas e desconhece o de outros. No quadro abaixo, 
o número 1 indica que o colega da linha correspondente 
conhece o telefone do colega da coluna correspondente: 
o número 0 indica que o colega da linha não conhece o te- 
lefone do colega da coluna. Exemplo: Beto sabe o telefone 
do Dino que não conhece o telefone do Aldo. 


Aldo 











Beto Dino 





Carlos 





Enio 
Aldo 0 
Beto 
Carlos 






















Dino 


















Enio 


O número mínimo de telefonemas que Aldo deve fazer 
para se comunicar com Carlos é: 
а)1 b)2 c)3 


d)4 e) 5 
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CLASSIFICAÇÃ 
MÉTOI 


1. ARRANJO SIMPLES 


Com os elementos do conjunto 7 = (a, b, c, d ), forme- 
mos todas as seqüéncias possíveis de trés elementos 
distintos: 


(a,b,c) (a,b,d) (acd) (b,c,d) 
(a.c, b) (a,d,b) (ad,c) (b,d,c) 
(b,a,c) (b,a,d) (cad) (c,b,d) 
(b,c,a) (b,d,a) (c,d,a) (c,d,b) 
(cab) (d,a,b) (d,a,c) (d,c,b) 
(c,b,a) (d,b,a) (d,c,a) (d,b,c) 


Tais seqüéncias são chamadas de “arranjos simples dos 
quatro elementos de 1 tomados três a três”. Isto é, um ar- 
ranjo simples de três elementos de 7 é qualquer seqüéncia 
formada por três elementos distintos de Z. Observe que 
dois arranjos simples quaisquer se diferenciam ou pela 
ordem dos elementos ou pela natureza dos elementos 
que os compõem. Por exemplo: 

* (a, b, c) * (b, c, a) (diferem pela ordem dos elementos) 
* (a, b, c) + (а, b, d) (diferem pela natureza dos elementos) 


O nümero de arranjos simples de quatro elementos 
distintos tomados três a três é indicado pelo símbolo A, з 
e pode ser calculado pelo princípio fundamental de con- 
tagem. Devemos distribuir os quatro elementos do con- 
junto / em trés casas, sem repetição: 








1º elemento | 2° elemento | 3? elemento | 








Ass = 4 
¿Aya =24 


3 y 2 


Definigáo 


Seja I = (ay, q, às, ..., a, ) um conjunto formado 
porn elementos e seja p um número natural não-nulo 
tal que p = n. Chama-se arranjo simples de p ele- 
mentos de / toda seqüéncia formada por p elementos 
de I distintos. 


Exemplo 


Os arranjos simples dos elementos do conjunto 
I = (5,6, 7, 8) tomados dois a dois são: 


($.0 (68 (6,8) 
(6,5) (8,5) (8,6) 
ED (67) (7, 8) 
(7, 5) (7, 6) (8,7) 


O número de arranjos simples de quatro elementos 
tomados dois a dois é indicado por A, » e pode ser calcu- 


lado pelo princípio fundamental de contagem. Devemos 
distribuir os quatro elementos de / em duas casas, sem 
repetição: 














1º elemento | 2º elemento 
ETE 
Аз = 4 s 3 “Ayo = 12 


Cálculo do número de arranjos 
simples de n elementos distintos 
tomados pa p 


Seja I = (ay, ау, dy, ..., a, ) um conjunto formado por n 
elementos e seja p um número natural não-nulo, p < n. O 
número de arranjos simples dos n elementos de / tomados 
p a p, isto é, A, , pode ser calculado pelo princípio 
fundamental de contagem: 


r 2 a 
elemento | elemento | elemento 

















4 p 
elemento elemento 





=== 

Os números n к= 1 VEL, ws» n-(p-1) 
de 

possibilidades 

Assim, temos que: 

Арии Din -—2)n-—3)*.* [n (p:= 1)] ou 





on 39m — 2) 0 —3y «Sr pi 


Daqui por diante, podemos utilizar essa fórmula para o 
cálculo de A, ,; porém, se você preferir aplicar o princípio 
fundamental em vez da fórmula, achamos até melhor. 


y : 
j EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


БЯХ Calcular A, ,. 


Resolução 
As4=6:5:4-3 = 360 


R2 Para que valores naturais de n existe o número A, 3? 
Resolução 

O símbolo A, ; indica o número de seqüéncias de três 
elementos distintos escolhidos dentre п elementos. 
Logo, o menor n natural possível é 3; se n fosse menor 
que 3, não poderíamos formar uma seqüéncia com três 
elementos distintos. Logo, n € IN, n 2 3. 


D: ‚ 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS 11 


В.1 Descreva todos os arranjos simples dos elementos do 
conjunto Г = (a, b, с, d] tomados dois a dois. 





B.2 Apresente todos os arranjos simples dos elementos do 
conjunto / = (2, 4, 6, 8) tomados três a três. 


B.3 Dentre os agrupamentos seguintes, quais são arranjos 
simples? 
a) Com os elementos do conjunto: 


T= (15253; 5/6; 7,8); 


formam-se agrupamentos, sendo que cada agrupa- 
mento representa um subconjunto de 7 com trés ele- 
mentos. 

b) Com os elementos do conjunto: 


1= (1,2,3,4,5,6,7, 8), 


formam-se agrupamentos, sendo que cada agrupa- 
mento representa uma seqiiéncia formada por três 
elementos distintos de /. 

c) Com os pontos A, B, C, D e E da figura 





formam-se agrupamentos, sendo que cada agrupa- 
mento determina um triângulo. 

d) Com as letras da palavra “caderno”, formam-se agru- 
pamentos de modo que cada agrupamento é um 
anagrama dessa palavra. 


Nota 

Chama-se anagrama de uma palavra a própria pala- 
vra ou qualquer outra que se obtém trocando-se a 
ordem de suas letras. Alguns anagramas da palavra 
CADERNO são: CADERNO, DECARNO, NODE- 


CAR, etc. 
B.4 Calcule: 
a) Aga Ъ)А; 4 €) Ас в 
B.5 Determine o valor de: 
a) Ass b) Ass c) Azı 


B.6 Рага que valores naturais de n existem expressão A, 6? 


B.7 Obtenha valores naturais de п de modo que exista a 


3s Аңа 
expressão 22, 
Aya 


B.8 Sendo n um número natural e n = 4, calcule o valor da 


аа п? + Sn. 





expressáo E = 
n,2 
B.9 Num teatro, uma fila possui exatamente vinte cadeiras 
numeradas. O número de maneiras distintas de dez pes- 
soas se sentarem nessa fila é: 
а) Аз, с) A20, 10 
b) Aio, 10 d) 9,20 


€) Ai 


B.10 Dez atletas participam de uma corrida de atletismo. 
Serão premiados apenas os três primeiros colocados, não 
podendo haver empate. O número de maneiras de serem 
distribuídos os prêmios é: 

a) Ajo. €) Asa 
b) Ay, 10 d) As, 10 


е) As; 


B.I1 A quantidade de números naturais de cinco algarismos 
distintos formados pelos algarismos do conjunto 
1=(1,2,3,4,5,6,7,8,9) é: 
a) As €) Ass 
b)As, d) A,, 


Exercícios complementares 


€) Ass 





Fatorial 


Certos cálculos da análise combinatória sáo tediosos e 
desanimadores, como, por exemplo: 


Ann = 12:11:10:9:8:7:6:5:4:3:2:1 


Para facilitar as operações com expressões desse tipo, 
adotamos o símbolo л! (lê-se “fatorial de л”) para indicar 
o produto dos números naturais consecutivos л, (n — 1), 
(n — 2), ..., 1, com n > 2. Assim, temos: 


REST VT] 10968167554 322^1 


Essa nova notação nos auxilia em problemas que 
envolvem cálculos trabalhosos, permitindo-nos apre- 
sentar resoluções de maneira abreviada. 


Definição 


Seja n um número natural, n > 2. Define-se o 
fatorial de n, que indicamos por n!, como o produto 
dos números naturais consecutivos: 

n, (n — 1), (п — 2), ..., 1, isto é: 
ni-—mn(m-—1)n-—2)-..:1 


Exemplos 


a)2!=2-+1=2 


c)4!24-3-2-1- 24 
b)3/=3-2-1=6 : 


4) 5!=5 :4:3:· 1= 120 


Propriedade fundamental dos fatoriais 
Observando a igualdade 7! = 7-6*5*4*3-2-1, 
percebemos que 7! = 7 • 6!. 


Podemos generalizar esse resultado através da seguinte 
propriedade: 
n! = п(п – 1)! paran € N,n 3 


Essa propriedade é conhecida como propriedade funda- 
mental dos fatoriais. 


Exemplos 
a)9!— 9-8! c) 10! 2 10-9 - 8! 
b) 10! — 10 - 9! d)10! 2 10-9- 8-7! 
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UNIDADE 8 


Extensão da definição de fatorial 


Para que não tenhamos exceções nas aplicações de fór- 
mulas que vamos estudar mais adiante, é conveniente de- 
finirmos 1! e 0!. 

Vimos que a propriedade: 


п! = п(п — 1)! 
é válida para todo n, п € Мел = 3. E se fizermos n = 2? 


Vejamos o que acontece: 


21 «32(2.— 19 325-8 0H 
АР EA ed 


Assim sendo, para que a propriedade fundamental valha 
também para n = 2, definimos: 
1121 

Vamos ousar um pouco mais e atribuir o valor 1 para 

a variável n na igualdade n! = n(n — 1)!: 
1-1 -35!..151-0!.11:0! 

Assim sendo, para estendermos a propriedade fundamen- 
tal para n — 1, definimos: 


0121 


Com essas duas novas definições, 1! = 1 e 0! — 1, 
temos que: 


n! = n(n—1)! Vn,n€ lN* 


) А 
J EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R3 Calcular: 4! 
a) 6! b)3! + 2! c) "Or d) 1! +0! 
Resolução D 


a)6126-5-4-3-2-1— 720 

b)31+21=3-2+14+2-1=6+2=8 
Д 4-82-10 _ 

Our = mY 


d)1!+0!=1+1=2 








Rd Simplificar as frações: 
8! 8! 3! 71-9! 
E Bel 97i D 1-5] 
Resolucáo 
8! 08M _ 
a) poer e 8 
8 87-6777 
b) xS ri =56 





x MENOS Сил. 
“йг 0 
7+6+5-9-8! 
57 378 





- ja MEDA _ 
R.5 Resolver a equação (n— 1) 20. 
Resolução 
(MED) (n+ ljn =r _ 
E P Sm M 
Jom + п – 20 = 0 .". п= 400ил = -5 


Verificação 

Lembramos que só se define fatorial para número natu- 
ral. Assim sendo, devemos verificar se, para esses valo- 
res de n, existem os fatoriais apresentados na equação. 





A CRI - ӘЙ om 
Paran = 4, temos = Di 20 = 3i 20; logo, 
4 é raiz da equação. 

Para n = —5, temos: 
(—54- 1)! (—4)! 


=20 = 





(3 =i = 20 (Absurdo!) 


Como não existem os fatoriais (—4)! e (—6)!, temos que 
—3 não é raiz da equação. 
Logo, S = {4}. 


Cálculo do número de arranjos simples 
através de fatoriais 


Vimos que o número de arranjos simples de n elemen- 
tos tomados p a p é dado por: 





A, 





wp т Dl 2) «(pot 1) 

Com o auxílio dos fatoriais podemos apresentar essa 
fórmula de uma maneira mais simples. Para entender a 
transformação que será feita, vejamos antes um caso par- 
ticular: 

Na igualdade А; , = 7 * 6 * 5, multiplicando e ao mes- 
mo tempo dividindo o segundo membro por 4!, teremos 

rl Bet „7 
АЕА aa T^ aba ыт, 
Assim sendo, o número A; з pode ser expresso através de 


m 7 
fatoriais por ar 


Generalização 
Consideremos a igualdade: 
Ap Ba- Dr 2) E et t pe D) 








Multiplicando e ao mesmo tempo dividindo o segundo 
membro dessa igualdade por (n — p)!, temos: 











A, „= пп = 0 2) +... (п =р+ 1)- E 
A — nm DA 21 (np MA p) 
Pes (п = р)! 
£t n! 
Ane = u= pi 


Essa é a fórmula que calcula A, , através de fatoriais. 


iN 
"m ; 
J EXERCICIO RESOLVIDO IEN 


! 
R.6 Calcular, usando a fórmula A,, „= ТЕ 














(- p 
a) Ag, Ъ)А; з €) Ass 
Resolução 
6 | 6 6-5:4-3-21 
DAMAS "eu A 21 S 
= 360 
С _ 7 пев 
Lco a AT =a 
E E ME MS A 
Ms рр 1 
= 120 
Nota 
1 
Estende-se a fórmula A, „= CE paran = 0 ou 
p=0. 
Exemplos 
M шы. 
94а rp a 
A x. OM WM. us 
Bust a a n 
y 
| Д А a 
EXERCÍCIOS BÁSICOS us 
B.12 Calcule: 
a) 7! c) 4! — 2! 
0! 
b)3!- 2! dr 
B.13 Assinale V ou F: 
a) 31+21=5! 
b)3! «2! = 6! 


c)4! - 44 22-4! 

d) n! = n(n — 1)(п — 2)!, para todo n € N e n 2 2. 
e) n! 7 n(n — 1)(n — 2)!, para todo n € IN*. 

f) n! + n! = (2n)! para todo n € IN. 

g)n!-- n! = 2: nl, para todo n € IN. 

h) n! — п! = 0!, para todo n Є IN. 


B.14 Simplifique as frações: 





Dar EE 

c) A h) Y 

d) е i) I 
BIE Resolvaá equação E =12. 


B.16 (U. Católica de Salvador-BA) A fração fps DIE 








n! 
igual a: 
a)n c)n42 g a 
n 
b)n+1 y 2 


Sugestáo. Escreva o numerador sob a forma 
(n +1) * n! + п! e fatore-o. 


B.17 Determine o conjunto dos valores de n, tais que 





пі + (п + 1)! " 
WEE 15. 
`В.18 (FEI-SP) Se (n + 4)! + (n + 3)! = 15(n + 2)!, então: 
an=4 с)п= 2 е)п= 0 
b)n-23 dn=1 
B.19 (UFPE) A expressão As ; + Ay, + Ayo é igual a: 
a) 27 с) 12 e) 29 
b) 26 d) 11 
B.20 Resolva a equação A,  = 20. 
> x со Bn À 
B.21 Obtenha o conjunto solução da equação А m 
п.4 


complementares de C.6 a C12 | 





2. PERMUTAÇÃO SIMPLES 


Consideremos o conjunto 7 = (a, b, c]. Os arranjos 
simples dos três elementos de 1 tomados três a trés são: 
(a, b, c) 
(a, c, b) 
(b, a, c) 
(b, c, a) 
(c, a, b) 
(c, b, a) 


Cada um desses arranjos é chamado de permutacáo 
simples dos elementos de /. Isto é, uma permutação sim- 
ples dos elementos de 7 é qualquer seqüéncia de elemen- 
tos distintos formada por todos os elementos de /. Obser- 
ve que duas dessas permutações se diferenciam apenas 
pela ordem dos elementos. 


Exemplo 
(a, b, c) = (b, a, c) (diferem pela ordem dos elementos) 

Definição 
Seja I = (a;, a», as, ..., a, ) um conjunto com n ele- 
mentos. Chama-se permutação simples dos n ele- 


mentos de 7 todo arranjo simples desses n elemen- 
tos tomados n a n. 
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Exemplos 


a) As permutações simples dos três elementos do 
conjunto 7 = (1, 2, 3] são: 


(1,2, 3) (2,1,3) 
(2,3,1) 


(3:152) 


(1, 3, 2) (3,2, 1) 


Isto é, sáo todos os arranjos simples dos trés elementos 
de / tomados trés a trés. 

b) Quantas permutações simples podemos formar com 
os elementos do conjunto / — (a. b, c, d]? 
O número de permutações simples de quatro elementos 
distintos, que indicamos por P,, é igual ao número de 
arranjos simples desses quatro elementos tomados 
quatro a quatro. Isto é: 

4! 4! 


Pic Aa e йе 


4$ lA 


Algumas dessas permutações são: 


(a, b, c, d) 
(a, b, d, c) 
(a, c, b, d) 


Cálculo do número de permutações 
simples de n elementos distintos 


Seja 7 = (a, а», аз. ..., a, ) um conjunto com n elemen- 
tos. O número de permutações simples dos n elementos 
de I, que indicamos por P,, é igual ao número de arranjos 
simples desses n elementos tomados n a n. Isto é: 





^x n n! mnm 
Peek. Sar O poc a 


Assim, temos que: 


\ 
09 , 
J EXERCICIOS RESOLVIDOS ааа 


R7 De quantas maneiras diferentes cinco pessoas podem 
formar uma fila indiana? 
Resolução 
O número de maneiras é igual ao número de permuta- 
ções simples desses cinco elementos, isto é: 


P,—551—5-4-3-2-1-—120 
Logo. a fila pode ser formada de 120 maneiras diferentes. 


RE De quantas maneiras diferentes podemos dispor, numa 
mesma prateleira de uma estante, quatro livros de mate- 
mática e três livros de física, de modo que livros de mes- 
ma matéria permaneçam juntos? 


Resolução 
Podemos dispor os livros de matemática antes dos de fí- 
sica ou os de física antes dos de matemática. Isto é: 


Matemática Física 












































Р, P;=413! 
ou 
Física Matemática 
А А 
| ii SE | | 
34 2 «145 9291 =A PBA 


Temos, então, como resposta 4!3! + 314! = 288. 


ou 
Assim, os livros podem ser dispostos na prateleira de 
288 modos diferentes. 


Com a palavra MARTELO: 

a) quantos anagramas podemos formar? 

b) quantos anagramas começam por M? 

c) quantos anagramas começam por M e terminam 
por О? 

d) quantos anagramas comecam por vogal? 

€) quantos anagramas terminam por consoante? 

f) quantos anagramas começam por vogal e terminam 
por consoante? 

£) quantos anagramas começam por vogal ou terminam 
por consoante? 

h) quantos anagramas apresentam as letras M, A e R 
juntas e nessa ordem? 

i) quantos anagramas apresentam as letras M, Ae R 
juntas? 

Resolução 

a) Um anagrama da palavra MARTELO é a própria 
palavra ou qualquer outra que se obtém trocando a 
ordem de suas letras. Assim, o número de anagramas 
da palavra MARTELO é igual ao número de permu- 
tações simples de sete letras distintas, isto é: 


P, = 11 = 5.040 


b) Fixando-se a letra M na primeira posição, sobram seis 
letras para serem distribuídas nas seis posições 
posteriores: 


[mI II] 


P, = 6! = 20 

















Logo, há 720 anagramas que comecam рог М. 


c) Fixando-se as letras M e O na primeira e na sétima 
posição, respectivamente, sobram cinco letras para 
serem distribuídas nas cinco posições intermediárias: 








M | | o 
ESSE SEE 
Р, = 5! = 120 




















Portanto, há 120 anagramas que começam por M e 
terminam por O. 


d) Há três possibilidades para o preenchimento da 
primeira posição: A, E ou O. Para cada vogal fixada 
na primeira posição, sobram seis letras para serem 
distribuídas nas posições posteriores: 

A,EouO 


| LEE 


3 < Р, = 3.6! = 2.160 























Assim, há 2.160 anagramas que сотес̧ат por vogal. 
e) Há quatro possibilidades para o preenchimento da úl- 
tima (sétima) posição: M, R, T ou L. Para cada conso- 
ante fixada na sétima posicáo, sobram seis letras para 
serem distribuídas nas seis posições anteriores: 


M,R,TouL 


X 
еа рези 


> ay 


Ps a 4 = 6! - 4 = 2.880 














Assim, há 2.880 anagramas que terminam por con- 
soante. 

f) Há três possibilidades para o preenchimento da 
primeira posição e quatro possibilidades para o preen- 
chimento da última (sétima). Fixadas uma vogal e 
uma consoante na primeira e na sétima posição, 
respectivamente, sobram cinco letras para serem 
distribuídas nas posições intermediárias: 








A,EouO M,R,TouL 
X => 
3 . Р, . 4=3+51-4= 1440 


Há, portanto, 1.440 anagramas que começam por 
vogal e terminam por consoante. 

£) Sejam A e B conjuntos de anagramas da palavra 
MARTELO, tais que: 
А = (Anagramas que começam por vogal): 
B = (Anagramas que terminam por consoante): 
A N B = [Anagramas que começam por vogal e 
terminam por consoante): 
A U B = (Anagramas que começam por vogal ou 

terminam por consoante). 


Lembremos que n(A U В) = n(A) + n(B) — n(A N В). 
Nos itens (d), (e) e (f) já calculamos n(A), n(B) e 
n(A П B) e obtivemos: 


n(A) = 2.160; n(B) = 2.880; п(А П B) = 1.440 


Logo, n(A U B) = 2.160 + 2.880 — 1.440 = 3.600. 
Temos então que 3.600 anagramas começam por vo- 
gal ou terminam por consoante. 

h) Vamos resolver este item de dois modos diferentes. 


Primeiro modo - 
As letras M, A e R podem ocupar, respectivamente, as 
seguintes posições: primeira, segunda e terceira; 


segunda, terceira e quarta; terceira, quarta e quinta; 
quarta, quinta e sexta; quinta, sexta e sétima. Analise- 
mos cada caso: 



























































[MIA TE 
[UE E AE DAE) 

ou X expos 3 mu PE. 

| м А R 

жеу” EA 
ou 4 3.09 2 Í =P; 

| | [м A | R 

ESSE ==== 
ou 4-3 3 2 LR 

"T 

ШЕ TETATS 

[Emo cuum WM) => 
ош Аз 3з 0 < =P, 

ETRE 

SS ==2=>=> 
СТ СОКО. =P, 


Assim, temos: 

P + P, + P; + P, + P, =5P,=5:4!=5!= 120 
Ou seja, 120 anagramas apresentam as letras M, A e 
R juntas e nessa ordem. 


Segundo modo 

Observando o primeiro modo, percebemos que o bloco 
MAR atuou como um único elemento nas permuta- 
ções. Assim sendo, podemos resolver esse problema 
calculando o número de permutações dos cinco ele- 
mentos, MAR, T, E, L e O, isto é, considerando o bloco 
MAR como um único elemento. 

Temos assim P; = 5! = 120. 

i) Nesse caso, um bloco composto pelas letras M, A e R 

pode ter P, = 3! = 6 formas diferentes: MAR, MRA, 
ARM, AMR, RAM e RMA, 
Para cada um desses seis blocos podemos formar 
P, — 5! — 120 anagramas, conforme vimos no item 
(h). Logo, com os seis blocos podemos formar 
6 * 120 = 720 anagramas. Ou seja, o número de 
anagramas que apresentam as letras M, A e R juntas 
éP;* Р; = 6 · 120 = 720. 


J EXERCÍCIOS BÁSICOS WN 


B22 (Cesgranrio) Um fiscal do Ministério do Trabalho faz 
uma visita mensal a cada uma das cinco empresas de 
construção civil existentes do município, Para evitar que 
os donos dessas empresas saibam quando o fiscal as ins- 
pecionará, ele varia a ordem de suas visistas. De quantas 
formas diferentes esse fiscal pode estabelecer a ordem de 
visita mensal a essas empresas? 

a) 180 c) 100 e) 24 
b) 120 d) 48 


'B.23 De quantos modos podemos dispor cinco meninas e qua- 
tro meninos em fila indiana de modo que crianças de 
mesmo sexo não fiquem juntas? 


'B.24 Quantos números podemos obter permutando apenas os 
algarismos pares do número 32.456 e mantendo os alga- 
rismos ímpares em suas respectivas posições? 
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B.25 Quantos números naturais de cinco algarismos distintos 
podemos formar com os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5 de 
modo que os algarismos ímpares permaneçam sempre 
juntos? 


B.26 Com a palavra EDITORA: 

a) quantos anagramas podemos formar? 

b) quantos anagramas comecam pela letra T? 

C) quantos anagramas começam pela sílaba TO? 

d) quantos anagramas começam por vogal? 

e) quantos anagramas terminam por consoante? 

f) quantos anagramas começam por vogal e terminam 
por consoante? 

£) quantos anagramas começam por vogal ou terminam 
por consoante? 

h) quantos anagramas apresentam as letras E, D e T 
juntas e nessa ordem? 

i) quantos anagramas apresentam as letras E, D e T 
juntas? 

j) quantos anagramas não apresentam as letras E, D e T 
juntas? 


B.27 (PUC-SP) Uma palavra é formada por n letras distintas, 
sendo B uma delas. O número de anagramas dessa pala- 
vra que não começam por B é: 
an! d) (n — 1)! 
b) (n + 1)! е)п+1 
с) п! — (n — 1)! 


B.28 (UNEB) Num grupo de 5 pessoas, duas são irmãs. O nú- 
mero de maneiras distintas que elas podem ficar em fila, 
de maneira que as duas irmãs fiquem sempre juntas, é 


igual a: 
a) 24 c) 120 e) 420 
b) 48 d) 240 
Exercícios c E 





3. PERMUTAÇÃO COM ELEMENTOS 
REPETIDOS 


Vimos que o número de permutações de n elementos 
distintos é dado por: 


Р, = п! 


Neste item, vamos aprender a calcular о námero de 
permutações com elementos repetidos. Para entender 
esse cálculo, observe o problema a seguir. 

Qual é o número de anagramas da palavra OSSOS? 

Se as 5 letras dessa palavra fossem distintas entre si, 
teríamos 5! anagramas. Porém, ao permutar letras iguais, 
a palavra não se altera; por isso, concluímos que o número 
de anagramas é menor que 5! 

Para calcular esse número de anagramas, vamos colo- 
car índices nas letras, considerando-as como elementos 
diferentes, isto é: 

O;S;S,0,S; 


Em cada seqüéncia dos elementos O}, S;, S;, О, S3, se 
permutarmos S,, $, e Sy, entre si, e O, e О, entre si, 
obteremos 3! X 2! seqüéncias diferentes. Por exemplo: 


$,$,0,0,8; 
5,5,0,0,8, 
5,510,053 
S,$,0,0,8, 
S,5/0,0,8, 
$,$.0,0,5, 
$,$0.0,8; 
S,8.0,0,S, 
5,5,0.018, 
5,510,015; 
550,015, 
$,$,0,0,8, 


5,5,0,0,5 31+27= 12 





Porém, se eliminarmos os índices пеѕѕаѕ 12 seqüén- 
cias, teremos o mesmo anagrama SSOOS. 

Analogamente, se eliminarmos os índices nas 5! 
seqüéncias dos elementos O,, $, S;, O», Sa, obteremos 
grupos de 3! + 2! anagramas iguais. O número de grupos 
assim obtidos é exatamente o número de anagramas 
distintos da palavra OSSOS. Esse número é: 

51 
ga S 

ou seja, há 20 anagramas distintos da palavra OSSOS. 

Podemos generalizar esse raciocínio, considerando os 
n elementos: 


n elementos 


pl a 
Ais 41, -s Ay, 5, A25 ..., а, seos Up, p, c, Ak 


кее €———o— M —— 
n, elementos n, elementos n, elementos 
iguais a a, iguais аа, iguais a a, 


tal que a, а», As, ..., а, São distintos entre si. O número de 
permutações desses n elementos, que indicaremos por 


Ple tata" é dado por: 


n! 


pretas Mo _— 
nil mal nyl 5... * л! 


` 
Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.10 Determinar o número de anagramas da palavra GARRAFA. 
Resolução 
A palavra apresenta um total de sete letras, com três 
letras A, duas letras R, uma letra G e uma letra F. 


: END — 7! 
Assim, temos P; = Зиг: 
Para simplificar a notação, indicamos esse número 
simplesmente рог Р? = n = 420. 


Isto é, nào indicamos nos parénteses as letras que 
comparecem uma única vez na palavra. 
Portanto, a palavra GARRAFA possui 420 anagramas. 


R.li Determinar o número de anagramas da palavra 
GARRAFA que começam pela letra A. 
Resolução 
Fixando uma letra A na primeira posição, sobram as le- 
tras G, R, R, A, Fe A, que devem ser distribuídas nas 
seis posições posteriores: 





A 





























6! 


0,2) _ 
Fe = эр 


= 180 


Nota 

Uma dúvida muito comum é “devemos ou não multipli- 
car o resultado 180 por 3?", pois há três letras A. A 
resposta é não. Porque, se substituirmos o A da primeira 
posição por outro A da palavra, obteremos os mesmos 
anagramas. 

Logo, há 180 anagramas que começam por A. 


R.12 Na figura abaixo, quantos caminhos diferentes podem 
ser percorridos do ponto 4 ao ponto B, deslocando-se 
uma unidade de cada vez para cima ou para a direita? 


Y 


Resolução 
Para nos deslocarmos de A para B, nas condições do pro- 
blema, devemos percorrer 3 unidades para cima e 4 uni- 
dades para a direita. 

Indiquemos por d cada unidade para a direita e por c 
cada unidade para cima. 

O número possível de caminhos é igual ao número de 
seqüéncias que podem ser formadas com as sete letras: 
7! 
"Anr 





d, d, d, d,c,c,c.Istoé, P^? = 385! 


EXERCÍCIOS BÁSICOS 





B.29 Determine o námero de anagramas da palavra VIOLINO. 


B.31 As embalagens dos produtos vendi- 
dos por uma empresa apresentam 
uma seqüéncia formada por barras 
verticais: quatro de largura 1,5 mm; 
trés de largura 0,5 mm: e duas de 


B.30 Qual é o número de anagramas da palavra BANANA? 
largura 0.25 mm, como no exemplo 
ao lado. 


Cada seqüéncia indica o preço de 


um produto. Quantos preços diferentes podem ser indi- 
cados por essas nove barras? 


-B.32 Obtenha o número de anagramas da palavra TAMPA. 


B.33 Quantos anagramas da palavra BARRAR começam 
por R? 


B.34 Encontre o número de anagramas da palavra DEZENA 
que começam por vogal. 


B.35 Ache o total de anagramas da palavra PAPAGAIO que 
terminam por vogal. 


B.36 Quantos anagramas da palavra RETRATAR começam e 
terminam por vogal? 


Exercícios complementares de C.19 a C.24 


4. COMBINAÇÃO SIMPLES 


Dado o conjunto 7 = (a, b, c, d}, formemos todos os 
subconjuntos de / com trés elementos: 


fa, b, c] 
{a, b, d) 
(a.c, d) 
(5. c, d) 


Tais subconjuntos sáo chamados de combinacóes 
simples dos quatro elementos de / tomados trés a trés. 
Ou seja, uma combinação simples de trés elementos de 1 
é qualquer subconjunto de / formado por três elementos. 

Observe que duas combinações simples quaisquer se 
diferenciam apenas pela natureza dos elementos e não 
pela ordem de apresentação desses elementos. 


Exemplos 
а) (а, b, c} + (a, b, d) (diferem pela natureza dos elementos) 


b) (b, c, d] = (c. b, d) (a ordem dos elementos não altera 
o conjunto) 


Definição 


Seja I = [a;, а», аз, ..., a,) um conjunto formado 
por n elementos e seja p, p € IN e p < n. Chama-se 
combinação simples de p elementos de / todo sub- 
conjunto de / formado por p elementos. 


Cálculo do nümero de combinacóes 
simples de n elementos distintos 
tomados p a p 


Para efetuar esse cálculo, vamos relacionar o número 
de combinações simples com o número de arranjos sim- 
ples de n elementos tomados p a p. 

Voltemos ao exemplo introdutório desse assunto. As 
combinações simples dos elementos de 7 = (a, b, c, d) 
tomados três a trés são (a, b.c); (a.b, d); (a.c, d); (b, 
c, d J.Indicando por C, з o número de combinações sim- 
ples de 4 elementos tomados três a três, temos С, 3 = 4. 
Cada uma dessas combinações gera 3! arranjos simples 
dos quatro elementos а, b, c, d tomados três a três, por 
exemplo. 
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Observe os arranjos gerados pela combinação (a, b, c ]: 


(a, b, c) 

(a, c, b) 
La, b, c) (^. a. с) | 3! arranjos 
—— (b, c, a) 
combinação (c, a, b) 

(c, b, a) 


Assim, multiplicando por 3! o número C, з, obtém-se 
o número A, з, isto é: 
Саз X 3! —A,, 


Generalizando esse raciocínio para os números natu- 
rais n e p, com n = p, obtém-se a fórmula para o cálculo 
de C, p. Observe: 


Cg PSA 





"p 
> Ane 
Ao $i 
n! 

= (пр)! 
Cas ii 

n! 

Съ» = pln р)! 


J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS ie 


¡R:13 Calcular: 
a) Cos b) Gs с) Css d) Cs о 
Resolução 
E ze n! , 
Aplicando a fórmula C, „= ES Еу temos: 
6! = 6 A 
8) Css = 4(6—4) — 42! 22-1 5 
V MEN META SUO: 
DO a заг rra É 
= 4 Sie. cy Dip a co MN 
9 65 51(5 — 5)! 507 сет О! 
5! PLE 
d) s = 0 (5—0) 0з 1:57 zu 


R14. Para que valores de n existe o número C, 3? 


Resolução 
Existe tal número para qualquer n, n € N e n = 3. 


R15 Resolver a equação C, , = 10. 
Resolucáo 
Condição de existência n € IN e n 2 2. 


@ = Cn 
xao" = С 

б n(n—1)0—2* i9 

“зеца 


Л. пп = 20 7. п-п 20 = 0 
Resolvendo essa equação do 2* grau, temos п = 5 ou 


п = —4. (não convém) 
Logo, $ = (5). 
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Critério para diferenciar arranjo de 
combinação 


Quando tentamos resolver um problema de análise 
combinatória, deparamos com a seguinte questão: os 
agrupamentos mencionados no problema são arranjos ou 
combinações? Para eliminar essa dúvida, vamos agir da 
seguinte maneira: construímos um dos agrupamentos 
sugeridos pelo problema e, a seguir, mudamos a ordem 
de apresentação dos elementos desse agrupamento: 

1. Se com essa mudança na ordem dos elementos obti- 
vermos um agrupamento diferente do original, 
então esse agrupamento é um arranjo. 

П. Se com essa mudança na ordem dos elementos obti- 
vermos um agrupamento igual ao original, então 
esse agrupamento é uma combinação. 


D ] [4 E 
Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS | 


R.l6 Quantos triângulos ficam determinados pelos pontos dis- 
tintos A, B, C, D, E da circunferência abaixo? 





B 






D 


Resolução 
Um triângulo fica determinado por três pontos (vértices 
do triângulo) não-colineares (não-pertencentes a uma 
mesma reta). Como não existem três pontos colineares 
dentre os pontos A, B, C, D, E, qualquer agrupamento de 
três pontos distintos determina um triângulo. 
Agora, a dúvida: um agrupamento de três pontos para de- 
terminar um triângulo é um arranjo ou uma combinação”? 
Vamos aplicar o critério diferenciador entre arranjo e 
combinação. 
Formemos um agrupamento de três pontos distintos e, a 
seguir, mudemos a ordem -de apresentação de seus 
elementos: 

Triângulo ABC = Triângulo BAC 


Como a mudança na ordem das letras não altera o triân- 
gulo, temos que esses agrupamentos são combinações. 
Logo, o número de triângulos é dado por С; з, isto é: 


5! 5! 
315-3)! 3121 





R:17 Uma comissáo de trés membros deve ser escolhida 
dentre sete pessoas. De quantos modos diferentes se 
pode escolher a comissáo, sabendo que as pessoas que 
formarem a comissáo teráo funcóes idénticas? 


Resolução 

Como a ordem dos elementos componentes não altera a 
comissão, temos que uma comissão é uma combinação. 
Logo, o número de comissões é: 


“A análise combinatória e o futebol 


Na confecção da tabela de um campeonato de 
futebol também é necessária a matemática. Imagine 


k que a CBF organize a primeira fase do Campeonato 
Gas 7! sed. oe ЭЕ AF 235 Brasileiro com 24 times separados em quatro grupos 
“O 310 = 3) 314! RIM de seis, de modo que cada time jogue uma única vez 
contra cada um dos demais de seu grupo. Através da 
análise combinatória conclui-se que o número de 
jogos a serem realizados em cada grupo é G = 15, 
e, portanto, o número de jogos da primeira fase do 
campeonato será 4 X 15 = 60. De modo análogo, 
calcula-se o número de jogos das próximas fases. 





R.18 Uma comissão de quatro homens e três mulheres deve 
ser escolhida dentre seis homens e cinco mulheres. De 
quantos modos diferentes pode-se escolher a comissão, 
sabendo-se que os membros dessa comissão terão 
funções idênticas? 

Resolução 

Devemos escolher quatro homens dentre seis e três 
mulheres dentre cinco. Pelo princípio fundamental de 
contagem, isso pode ser feito de C; « * С; modos dife- 
rentes, isto é: 


x 6! А 5! 
Сев" Cs = 4W6—4) — 3(5-3) 
3 : ao 
= RARA, A 
4! .30| з Ир AL 


R.19 Quantos triângulos ficam determinados por nove pontos 
distintos, sendo que cinco deles pertencem a uma reta r e os 
outros quatro pertencem a uma reta s (s = ғ) paralela a г? 


Resolução 
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Б б H 1 
3 
Um triángulo fica determinado por trés pontos nào-coli- | 1 
neares. Assim sendo, algumas combinações de trés dentre EXERCÍCIOS BÁSICOS 
os nove pontos determinam triângulos e outras não. Por B37 зай 
exemplo, a combinação АВР determina um triângulo, en- " E DC, EON d) 6,, 


quanto a combinacáo ABC nào determina um triángulo. 


Podemos resolver esse problema de dois modos diferentes. B.38 Calcule o valor da expressão 4C, > + A5, — 3Ps. 
B.39 Resolva a equação C, = 15. 


B.40 Resolva a equação C, з = ЗА, 3. 


Primeiro modo 
Vamos calcular todas as combinações dos nove pontos 
três a três, subtraindo desse resultado o total de combi- 


S ® E zs B.41 Considere nove diferentes pontos de uma circunferência 
nações que não determinam triângulos. Isto é: 


(conforme a figura). 
Co3— Сз — Суз = 84—10—4 = 70 


{М 


Pontos Pontos с 
daretar — daretas 
Logo, ficam determinados 70 triângulos. 
D 


Segundo modo 
Um triângulo fica determinado se escolhermos dois pon- 
tos numa reta e um ponto na outra, isto é: 





e 2 pontos em re 1 ponto em s > С, „+. C,, = 10:4 = 40 


ue a) Quantas retas ficam determinadas por esses nove 


e 1 ponto em ге 2 pontos em s > C, * C€,,—5:6—30 pontos? 
b) Quantos triângulos ficam determinados por esses 
Logo, o número de triângulos é 40 + 30 = 70. nove pontos? 
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B.42 (UFMG) Formam-se comissões de três professores esco- 


lhidos entre os sete de uma escola. O número de comis- 5 EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 





eo 

ш sões distintas que podem, assim, ser formadas é: 

[e| а) 35 o 210 E j С.1 O auditório de um teatro é composto por n cadeiras. De 

« b)45 d? i quantas maneiras diferentes as três primeiras pessoas 

[an] que chegarem para assistir a um espetáculo nesse teatro 

2 B.43 (UFBA) Dispondo-se de abacaxi, acerola, goiaba, laran- n escolher seus dont D de 

5 ja, maçã, mamão e melão, calcule de quantos sabores um а 5 33 
diferentes pode-se preparar um suco, usando-se três fru- b) = T I А, з 


tas distintas. 


С.2 О total de números naturais de quatro algarismos distin- 


B.44 (Fuvest-SP) Numa primeira fase de um campeonato de tos formados pelos algarismos do conjunto 7 = (0, 1, 2, 


xadrez, cada jogador joga uma vez contra todos os 3, 4, 5) pode ser expresso por: 

demais. Nessa fase foram realizados 78 jogos. Quantos a) Ass €) As — Ass е) Aga — As 
eram os jogadores? b) Ass + Ass d) Ass 

a) 10 b) 11 c) 12 d) 13 e) 14 


C.3 Classifique como V ou F cada uma das afirmações: 
a) 6As,3 = Ac, 
b) Existe A, , para todo n, n € IN 


Sugestão. Indique por n o número de jogadores. 


cio 





á A 
c) Existe xc se, e somente se, п € Nen > 5 
n2 


d) Ас "А5 "А = Aca 

e) Se dois arranjos simples são formados pelos mesmos 
elementos, então esses arranjos são iguais. 

f) Dois arranjos simples formados pelos mesmos ele- 
mentos são iguais se, e somente se, a ordem desses 
elementos nos dois arranjos for a mesma. 

g) Se existir um elemento num arranjo que não pertença 
a um outro arranjo, então esses arranjos podem ser 
iguais. 


C.4 (PUC-SP) Sendo n um número natural e n = 3, a razão 





NC igual a: 

n=1,2 
a)2 c)1 е)п+1 
b) 2n d)n 


B.45 (Faap-SP) O setor de emergéncia de uma unidade do 
Unicor tem trés médicos e oito enfermeiros. A direção 
do Unicor deverá formar equipes de plantão constituídas 
de um médico e três enfermeiros. O número de equipes 
diferentes possível é: 


С.5 (UFCE) Sendo uma placa de automóvel formada por 
duas letras seguidas de quatro algarismos, quantas placas 
podem ser formadas por duas letras distintas seguidas de 
quatro algarismos distintos? (Considere 26 letras e os dez 


algarismos do nosso sistema de numeração.) 


168 56 3 
5 3 e 24 9888 a) As, 5 + Ars d) 6As, | 
b) 43,2 * Ai €) 24761 * 440,1 
€) Ав 


B.46 (Fatec-SP) Dentre seis senadores e cinco deputados será 
escolhida uma comissão de trés senadores e dois depu- €.6 Determine n de modo que: 
tados. De quantas maneiras diferentes essa comissão 





14243+4+..4n _ 1 

pode ser formada? (n 4 1)! = 240 

a) 200 c) 80 e) 40 i B 

b) 100 d) 50 Sugestão. 1 + 2 +3 +4 +... + n éa soma dos n pri- 


meiros termos de uma P.A. 
B.47 (U. Católica de Salvador-BA) Dentre as disciplinas A, B, 


C, D, Ee F um estudante universitário precisa selecionar С.7 (U. Taubaté-SP) O(s) valor(es) de n tal que 
quatro para cursar no próximo semestre letivo. Sabendo nidum i. 7n é (são): 


que nessa seleção deve constar, necessariamente, a (n =) 
disciplina E, o número que indica o total de maneiras a) 7 с) 0е10 е) 0е2 
diferentes que о estudante pode escolher as quatro disci- bos? dl 
plinas é: С.8 (UFPA)O produto dos 30 primeiros números pares po- 
a) 6 b) 10 с) 15 d) 20 e) 24 sitivos é igual a: 
a) 60! с) 2 - (60)? e) 2% - 30! 
B.48 Calcule o nümero de diagonais do octógono convexo. b) 30! d) 2? - 60! 


a Sugestão. Os números 2, 4, 6, 8 etc. podem ser represen- 
Exercícios complementares de C.25 a C.33 tados por2 X 1,2 X 2,2 X 3,2 X 4 etc. 
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.€.9 (UFPE) Qual o maior inteiro n para que 20! seja divisível 


por 3"? 
22 с) 8 e) 20 
b)7 49 


Sugestão. Decompondo em fatores primos cada número 


do desenvolvimento 20 * 19 * 18 + 17 +... * 1, verifique 
quantas vezes aparece o fator primo 3. 
Ay 1 
C10 Determine n de modo que ——— = ——. 
A Ig VEU m MI 


`С.11 (UFMG) Duas das cinqüenta cadeiras de uma sala serão 
ocupadas por dois alunos. O námero de maneiras distintas 
possíveis que esses alunos teráo para escolher duas das 
cinqüenta cadeiras, para ocupá-las, é: 


A 
a) Aso,2 с) Ay» e) S 
Áso.2 
b) A50, s0 d) == 


/€.12. (UFSC) Em um bingo, quatro pedras são retiradas suces- 
sivamente e sem reposição de uma urna contendo exata- 
mente 90 pedras, numeradas de 1 a 90. O número de 
seqüéncias distintas possíveis para essas quatro pedras, 
tal que a segunda pedra tenha número 40, é: 


а) Aso, so €) Аз 


89! 


b) Asg, 4 d) “a 


.C.13 Qual é o número de anagramas da palavra VOLUME 
que apresentam a letra V antes da letra L? 
Sugestáo. Para cada anagrama que possui o V antes 
do L, podemos permutar apenas essas duas letras entre 
si, obtendo um anagrama que possui o L antes do V. Por 
exemplo, permutando apenas as letras V e L do ana- 
grama VOMULE, obtemos o anagrama LOVUME. 


С.14 (Fatec-SP) Seis pessoas, entre elas João e Pedro, vào ao 
cinema. Existem seis lugares vagos, alinhados e conse- 
cutivos. O número de maneiras distintas como as seis 
pessoas podem sentar-se sem que João e Pedro fiquem 


juntos é: 
a) 720 c) 480 e) 120 
b) 600 d) 240 


.C.15 (U. Taubaté-SP) Numa estante existem três livros de 
história, três de matemática e um de geografia. Se se 
deseja sempre um livro de história em cada extremidade, 
então o número de maneiras de se arrumar esses sete 


livros é: 
a) 720 c) 81 e) nd.a 
b) 36 d) 126 


C.16 (Fuvest-SP) O número de anagramas da palavra 
FUVEST que começam e terminam por vogal é: 
a) 24 c) 96 e) 144 
b) 48 d) 120 


(Сай (FELSP) Obtenha o número de anagramas da palavra 
REPÚBLICA nos quais as vogais se mantêm nas respec- 
tivas posições. 


cas (Fuvest-SP) Com as 6 letras da palavra FUVEST podem 
ser formadas 6! = 720 “palavras” (anagramas) de 6 
letras distintas cada uma. Se essas “palavras” forem 
colocadas em ordem alfabética, como num dicionário, a 
250º “palavra” começa com: 
a) EV c) FV 
b) FU d) SE 


e) SF 


'€19 (UFSC) Um experimento consiste em lançar uma moeda 
6 vezes. Considera-se como resultado desse experimento 
a seqüéncia das faces obtidas по 1º, 2°, 3°, 4%, 5% e 6º 
lançamento, respectivamente. Por exemplo, indicando 
por c a face “cara” e por k a face “coroa”, um resultado 
possível desse experimento é a seqüéncia (c, c, К, c, К, c). 
O nümero de resultados possíveis desse experimento 
apresentando quatro caras e duas coroas é: 
a) 30 b) 24 c) 20 d) 18 e) 15 

.€.20 (UFCE) O mapa de uma cidade é formado por seis 
bairros distintos, Deseja-se pintar esse mapa com as co- 
res vermelho, azul e verde, do seguinte modo: um bairro 
deve ser vermelho, dois bairros azuis e os demais verdes. 
De quantas maneiras distintas isso pode ser feito? 


.€.21. Considerando duas vezes o símbolo “+” e seis vezes о 
símbolo “|”, é possível formar várias sequências: uma 
delas é ||| + || + |. Calcule o número de sequências que 
podem ser formadas. 





Uma solução da equação x + y + z = 6 é o terno orde- 
nado (4, 0, 2), pois 4 + O + 2 = 6. Quantos ternos 
ordenados, formados apenas por números naturais, são 
soluções dessa equação? 

Sugestão. Representando as seis unidades por | | | | | |, 
cada seqüéncia formada por | | | | | | ++ pode ser asso- 
ciada a uma única solução dessa equação e vice-versa. 
Observe: a segiiéncia | | | + | | + | pode ser associada à 
solução (3, 2, 1); | | | | + + | | pode ser associada à 
solução (4, 0, 2) etc. 


`С.23 A figura mostra um mapa de uma certa região: 


L eB 
Em аш єш ED € 
We qe Ga GB 0 
ai 


Uma pessoa deseja deslocar-se de A para B andando 
sempre para o norte ou para o leste. Quantos caminhos 
diferentes podem ser feitos? 


ш 
a 
< 
г 
= 
tà 
q 
tà 
О 
[aa 
2. 
ш 
X 
cc 
jo) 
Е 
< 
= 
ca 
= 
o 
Jg 
m 
Ф 
=} 
« 
2 
< 























UNIDADE 8 








ca (UFMG) Observe a figura. 
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Considere os caminhos ligando A a C, passando por B, 
traçados a partir de A, deslocando-se sempre, ou 1 uni- 
dade para a direita, na horizontal, ou 1 unidade para 
cima, na vertical. Determine o número total de caminhos 
distintos obtidos dessa forma. 


€25 Considere cinco diferentes pontos de uma circunferência 


(conforme a figura). Quantos polígonos convexos ficam 
determinados por esses cinco pontos: 


A 


E C 


C26 (UFMG) Numa Cámara de Vereadores, trabalham 6 vere- 


adores do partido A, 5 vereadores do partido B e 4 verea- 
dores do partido C. O número de comissões de 7 vereado- 
res que podem ser formadas, devendo cada comissão ser 
constituída de 3 vereadores do partido A, 2 vereadores do 
partido B e 2 vereadores do partido C, é igual a: 

a)7 c) 152 e) 28.800 

b) 36 d) 1.200 


(€.27 (Mackenzie-SP) Um juiz dispõe de 10 pessoas, das quais 


somente 4 são advogados, para formar um único júri com 
7 jurados. O número de formas de compor o júri, com 
pelo menos 1 advogado, é: 

a) 160 c) 128 e) 120 

b) 140 d) 108 


As retas r e s da figura abaixo são paralelas. Quantos 
triângulos ficam determinados pelos nove pontos A, B, C, 
D,E,F,G,HeI? 


€.29 (UFSE) Considere todos os produtos de trés fatores 
distintos que podem ser obtidos com os elementos do 
conjunto A = (1,2, 3, 5, 7, 11). Quantos deles são pares? 
a) 10 c) 20 e) 60 
b) 18 d)36 


€.30 (UFRS) Em uma classe de doze alunos, um grupo de cin- 
co será selecionado para uma viagem. De quantas 
maneiras distintas esse grupo poderá ser formado, saben- 
do que, entre os doze alunos, dois são irmãos e só poderão 


viajar se estiverem juntos? 
a) 30.240 c) 462 e) 372 
b) 594 d) 408 


es (U. F. Santa Maria-RS) O valor de m que satisfaz a igual- 
dade Am- 1,2 = Cm, 4, É: 
a)2 c)6 e)4 
b)5 d)3 


32 Seis retas paralelas distintas de um plano se interceptam 
com outras cinco retas paralelas distintas desse plano 
(conforme figura). Calcule o número de paralelogramos 
cujos lados estão contidos nessa rede. 





Sugestão. Um paralelogramo fica determinado por qual- 
quer escolha de duas dentre essas cinco retas paralelas e 
duas dentre as outras seis retas paralelas. 


C33 (UFPI) A figura apresenta um retângulo dividido em qua- 
dradinhos de lado 1 cm. 


++ 


Е 











О nümero де maneiras distintas de colorir seis desses 
quadradinhos, sendo exatamente dois em cada coluna e 
um em cada linha, é: 

a) 15 c) 60 e) 120 

b) 30 d) 90 
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1. NÜMERO BINOMIAL 


Como vimos anteriormente, o número de combinações 
de n elementos tomados p a p é indicado pelo símbolo 
С, A partir de agora, indicaremos esse número também 


n 
р 


lida como “número binomial de numerador n e denomi- 
nador p" ou, simplesmente, “número binomial n sobre p". 
Assim sendo, temos: 


ny es E. 
(s) Cro 7 pun р) 


pelo símbolo | | Essa nova notacáo pode também ser 


para {n, p} CIN,p «n 





Exemplos 

a : E ed = ar AM =10 
ШЫ солли + 

ye NON ww 








2. TEOREMA DE NEWTON PARA 
O DESENVOLVIMENTO DA 
POTÊNCIA (х + а)" 


Para resolver certos problemas de matemática, necessi- 
tamos de potências do tipo (x + a)”, em que x e a são nú- 
meros quaisquer e n € IN. Algumas dessas potências são: 


(х+ а) = 1 
(х + а)! =х+а 


(х+ а)? = 2 + 2ха + a? 
(х+ ay = + 3%a + Зха + a 


Note que, quanto maior for о expoente, mais trabalhosos 
serão os cálculos. No entanto, usando os conceitos que 
aprendemos com a análise combinatória, podemos dedu- 
zir uma expressão, relativamente simples, para desen- 
volver essas potências. 





Consideremos a potência (х + a). Para desenvolvé-la, 
devemos efetuar as seguintes multiplicações: 


(x+ а)(х + а)(х + а)(х + а)(х+а) 


Aplicando a propriedade distributiva, vamos multiplicar, 
de todas as maneiras possíveis, cinco fatores (x ou a), 
escolhendo cada um deles em um dos fatores (x + a) dessa 
expressão. Uma das possibilidades é: 


Lace c Se xe 


(x  a)(x + a)(x + a)(x + a)(x t a) 


Através dessa possibilidade obtemos o termo xa’. 
Porém, existem outras possibilidades que resultam no ter- 
mo %a?. Por exemplo: 


va 
(x + a)(x + a)(x + a)(x + a)(x + a) 


Quantos termos iguais a xa? serão obtidos depois de efe- 
tuadas todas as multiplicações possíveis? 

Para responder a essa pergunta, recorreremos à análise 
combinatória. Devemos calcular o número de modos 
diferentes de escolher: x em três dos cinco fatores (x + a); 
ea nos outros dois. Note que, escolhido x em três fatores, 
a escolha de a fica automaticamente determinada nos 
fatores restantes. Assim, basta calcularmos o número de 
maneiras diferentes de escolher x em três dos cinco fato- 
res. Esse número é C, з. Portanto, o termo x?a? aparecerá 
С; з vezes depois de efetuadas todas as multiplicações. 

Raciocinando de maneira análoga, temos que: 


* o termo x? aparecerá C; ; vezes: 
* o termo x*a aparecerá С; „ vezes; 
* o termo х?а? aparecerá С; , vezes; 
* o termo ха“ aparecerá C; | vezes; 
* o termo a? aparecerá С; y vezes. 


Assim, podemos escrever: 





(х+ ap = С, у + C, аха + C, уа 3 Z4 
+ Co зх?аз + C, уха* + С; ya? 





ou seja: 


(x + a) = х5 + 5x'a + 10x?a? + 10х2а° + 5xa* + ^ 
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Generalização RZ Desenvolver a potência (2х + yº)º. 








o es E A с M Resolução 
ш О matemático, físico e astrónomo inglés sir Isaac 5 5 
[=] Newton demonstrou que: @х+ yy = Jero «(Dyson + 
< 5 7 Si 
a + (ехо + (amo + 
| Mon, (m) n-1 (пу 2 n-2 2 3 
== (xay Же * (ja ха + 5 5 
= + Geron + (Sano 
п\ p ap Mao 
e +} СЕЧЫ ( 5 Calculando os coeficientes binomiais, temos: 
Qx-t y3y = y5- 5 - 2xy? + 10° 4x2y? + 
em que x e a são números quaisquer e n € IN. + 10- Bx yH Sie 16x53 -E 3205 
Portanto, concluímos que: 
Nota E 
(2х + yy = у! + 10ху'2 + 40x?y? + 801?y* + 
Como (x + a)" = (a + x)", o teorema de Newton pode + 80x ty? + 3245 
ser apresentado sob a seguinte forma: ШӘ Desenvolver a potência (x — 22)*. 
Resolução 
Para desenvolver essa potência, vamos considerá-la sob 
(Ha) = (re к (1) ta! + (ees a seguinte forma [x + (—2a)]*. 
Ж Ete Assim, temos que: 
rests тне qii А 
(>) : t ini Le (20)! = (Decay + 
4 lf 3 (5) o ФЕ 2 
Isto é, segundo expoentes decrescentes de x. F (1) (Sida РУМ (желш 


+ fro: + (Decay 


Logo: 
(x — 2а)# = 16a* — 4x - 84º + 
+62: 44? — 40 · 2a F x* 


Portanto (x — 2a)* = 16a* — 32ха? + 24х2а2 — 8a + x*. 


R.4 Resolver o seguinte sistema, onde x e у são números reais: 





2x+ y = -3 E 
5 5 ti 5 
5 Ay +2 2,3 d u$ = 
x + (+ e» +) + » +y 1 
Resolução 
A segunda equação desse sistema pode ser escrita sob a 
forma (x + у) = —1. 
Logo, temos: 
2x+y = —3 = Dx LL _ 
(x+y) = —1 sy = —1 
x = =% 
Isaac Newton (1642-1727), físico, astrônomo e matemático inglês. Fazendo x = —2 na equação x + y = —1, temos: 


Criador do cálculo diferencial e integral. -2+y==1 . y=1 


Logo, x = —2 еу= 1. 


ү, Е.5 Calcular o valor da expressão: 
EXERCÍCIOS RESOLVIDOS Fe 95 АУ Ey het E 


1 ae -33 + 


R.i Desenvolver a potência (x + a)*. 5 5 Е 
3.32 4. . 30 
Resolução + Bg 3:4 ( 2)2 $4 (ae 3 
Pelo teorema de Newton, temos que: 


Resolução 
4 4 4 Comparando essa expressão com o desenvolvimento do 
(xay = ( ras + ( Je * ( Jee is binómio de Newton: 
n = Жү жел 
+ Era + ue (х+ ау" = (Jue + (Qro “bi (ee Е 
Nengo 
Calculando os coeficientes binomiais, concluímos: pic (9 4 


(х + a)! = a! + Axe + Gra? + 46a + x^ temos que E = (2 + 35 = 55 = 3.125. 





Ré Calcular o valor da expressão: 


led 
ders 


Resolução 

Multiplicando cada parcela por 1"-”, em que n é o nume- 
rador e p é o denominador do respectivo coeficiente 
binomial, temos que: 


Е = [= i (De . 152 (3) 12+ 


A. 4\34. 
+ (> п (ea 1º 


Comparando essa expressão com o desenvolvimento do 
binômio de Newton: 


(xay = (ue + (pre + 


4 (еа СЕНЕ (хе 


temos que E = (3 + 1)! = 4* = 256. 


Somatório 


Durante o estudo das progressões, vimos que o símbolo 
Y (letra grega denominada “sigma”) é utilizado nas ciên- 
cias exatas para indicar um somatório. 


Exemplo 


3 
A expressão "S | 6 |4 deve ser lida “somatório de 
р=0\ p 


| 6 Р com p variando no conjunto dos nümeros natu- 
р 


rais de 0 a 3". 
Atribuindo a p os valores 0, 1, 2 e 3, temos que: 


A Qo 


+ 6P =1:1+6-2+15-4+20:8=283 





3 
y 
ү mem RESOLVIDO MINA 
R.7 Provar que У (ш = 3%, 
Resolução А 
Ay «(mp 
WE (2e ая Esp" 


Multiplicando cada parcela dessa soma por 1" ?, em 
que n é o numerador e p é o denominador do respectivo 
coeficiente binomial, temos que: 


so so 


бер RE > (z pe» = 


p=0\ P p=0 

= 50 о. 150 50 1.149 
2 1 +0) 19 + 
50. 

+ (Eh 


Comparando essa última expressão com o desenvolvi- 


50 


48 
Is e (50 


ye “1º 


mento do binômio de Newton: 
® = [dar Ma gn! 
(x а) (o) a" + (i) a xs 


+ (ee PED (eee 
2 n 


50 


percebemos que ps (S = (241)? = 3%, 
p=0 


0 e 
5 EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.1 Dois números binominais que têm o mesmo numerador 
e cuja soma dos denominadores é igual ao numerador 
comum são chamados de números binomiais comple- 


2 


mentares. Por exemplo, os binomiais | б е | 6 | 
4 
são complementares. 


a) Calcule o valor de ( | | е о de seu complementar. 


b) Calcule o valor de ( R | е o de seu complementar. 
p 


Que relação existe entre os valores encontrados? 


B.2 Aplique o teorema de Newton para desenvolver as 
poténcias: 


a) (x +a) b) (2x + 3» c) (2х + y) 


B.3 Desenvolva as potências: 


a) (x — ay b) (2 — 23 €) Qx*— Зу)? 


B.4 (UFPR) Determine os números reais x e y tais que: 


х-у= 1 


5+1 5 ty + 3 х?у? + 5 po»? + 5 ху? + y5 = 243 
1 2 3 4 


B.5 Determine os números reais x e y de modo que: 


El = 10 


qm (Dv БЫ (e = o + y = 16 
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B.6 Calcule o valor da expressão: 


= 4 0.34 4 + 
E (б 3 + (0р 3 + 


+ E «824- в «314 n - 30 


Sugestáo. Compare essa expressáo com o desenvolvi- 
mento do binómio de Newton: 


(х+ а)" = (ue + (Que = 
* (ee ш} (Doe 
2 n 


B.7 Qualé o valor da expressão: 


= (Doo + (Pora (592 
E [2 +) +) + 
Sas + (pa (5) 
+ 97 +) +5) 2 
Sugestão. Multiplique cada parcela por 1" —”, em que n 
é o numerador e p é o denominador do respectivo 
coeficiente binomial. 
B.8 Efetue: 
= (Sos (Mos (Mor (S. 
ғ = (0) -G+ G -G+ 
55i — (Doo 
+ (ae - (S) 


20 
B9 5е5 = У (Te , então: 
p= P 
а) S=2% с) S = 222 е) 5 = 20! 
5) 5 = 910 d) 5 = 20% 


Sugestão. Multiplique cada parcela (2 por 1??-7, 


Como 120 -» = 1, V р, tais operações nào alterarão a ex- 


pressão S. 
20 
B.10 A expressão E (2s é igual a: 
p-2 
a) 6? c) 6º — 101 e) 520 — 21 
5)65— 7 d) 5% 
Exercícios complemen 





3. TERMO GERAL DO BINÓMIO 
DE NEWTON 


Vimos que: 


(x + a) = p ied xPa" Р, isto é: 


p=0 


(tay = ue + (Jue 4 


* re Б жаз (Dye Each ra 
2 n 


Observe que todas as parcelas do desenvolvimento sáo da 
forma (ре com (n, p) C IN e p < n. Por isso 


chamamos de termo geral do binómio de Newton a 


expressáo: 
JS (1) IxPg"- 
Nota 


Como (x + a)" = (a + х)", temos que o termo geral 
do binômio de Newton pode ser escrito também sob a 


seguinte forma: 
T= (De “РД 


5 EXERCÍCIOS RESOLVIDOS isses 


R8 Determinar о coeficiente do termo em х! no desenvolvi- 
mento de (x? +2). 


Resolucáo 
O termo geral do desenvolvimento do binómio é: 


T- (Se Mor т = (Ое 


Queremos o coeficiente de х!?. Então devemos encontrar 
o valor de p para que o expoente de x seja 12, isto é: 


3p=2>p=4 
Fazendo p = 4 no termo geral, temos que: 
T = E cd DAT = (pe 2? em que 
() * me” 6! = 6:59f zs 
4 4t(6 — 4)! 41-21 


Logo, Т = 15x? + 4 > T = 60x". 
Assim, o coeficiente de х!2 é 60. 
Nota 


Escrevemos o termo geral T = (Se 2858 


segundo expoentes crescentes de x; poderíamos ter for- 
mado o termo geral segundo expoentes decrescentes de 


x,istoé, T = ercer =P, eobtido o mesmo resul- 
tado; faca vocé mesmo os cálculos. 


R.9 Determinar o coeficiente do termo em х! no desenvolvi- 
mento de (3? — 2x2). 
Resolução 
Para montarmos o termo geral, devemos considerar o bi- 
nómio sob a forma [x? + (—2x2)]*. Assim, temos como 
termo geral: 


т = (Saee 


used Erro. 


SEDES fr 


R.10 


ЕЛІ 


Queremos o coeficiente de x!”, então devemos encontrar 
o valor de p para que o expoente de x seja 19, isto é, 
24-р = 19 әр = 5. 


Fazemos р = 5 no termo geral: 
— 8 —9YPyU-—sS = (é — 25х19 
T (Sy 2yx R 5 (—2Yx 


em que 


8) — MA, 4 o 
E) 51(8-5) 5131 


.,8-T-6-8 


E CI A 95 


Logo, T = 56(—32)x? = —1.792x'º. 
Assim, o coeficiente de x° é — 1.792. 


Determinar o termo independente de x no desenvolvi- 


7 
mento de ( х*+ +) a 
x 


Resolução 

Para facilitar os cálculos, convém considerarmos o binô- 
mio sob a forma (x* + x3)". 

Seu termo geral é: 


Т: (Dee mp 


„Т = (eem 


Queremos o termo independente de x, isto 6, o 
coeficiente de xº. Assim sendo, para obter o valor de p 
de modo que o termo T não dependa de x, basta igualar- 
mos a zero o expoente de x, isto é: 
28-Tp=0=>p=4 
Fazendo p = 4 no termo geral, temos que: 


T= = “TE > 


(Desa 
р, 


ve Pm 7 de 
«Fed (7 — 4) 
СТ 7-65 AT — 
С ЗР  4:3:2:1 35 


Portanto, o termo independente de x é 35. 


Desenvolvendo a potência (2x + 1)'^, segundo expoentes 
crescentes de x, determinar o quarto termo. 


Resolução 
Lembremos que o termo geral pode ser apresentado sob 
duas formas: 


segundo expoentes crescentes de x, 
10 
т = (Mes m-e 
5 (2x) 
ou segundo expoentes decrescentes de x 
10 
T= ( ђе" 
E (2x) 
Nesse caso, o problema exige a primeira forma, isto é: 


t= (eo pes ЛТ = (Dye - 10=p 
p p 


J EXERCÍCIOS BÁSICOS | 


B11 


B.12 


B.13 


B14 


B.16 


B17 


€" 


Queremos o quarto termo do desenvolvimento. Para 
obter o valor de p, basta observarmos que p = 0 corres- 
ponde ao primeiro termo; p — 1 corresponde ao segundo 
termo: p — 2 corresponde ao terceiro termo; p — 3 cor- 
responde ao quarto termo. 

Portanto, fazendo p — 3 no termo geral: 


= (10)53,3. q10-3 - = (1953.5 
T (Sp. jp = (102 


em que 


(8) = ig o 
3 3í00-3) ^ 3171 
= 10-9-8:H _ = 
ае ев 


Logo, Т = 120 - 82° = 960°. 
Assim, o quarto termo é 9602?. 





Qual é o coeficiente de x? no desenvolvimento de 
(2 + 19 


Qual é o coeficiente de x* no desenvolvimento de 
8 

(x > 1) ? Sugestão. Escreva a expressão sob a forma 

Getty 


(UECE) O coeficiente de x? no desenvolvimento de 


СЉ +2) 
а) 112 с) 168 
b) 140 d) 224 


2 8 
Sugestão. Escreva a expressão sob a forma (x + 2) > 


(U. E. Londrina-PR) Se um dos termos йо desenvolvi- 
mento do binômio (x + a, com a € IR, é 80x?, então o 
valor de a é: 


a)6 b)5 c)4 d)3 e)2 
(U. Taubaté-SP) O termo independente de x no desen- 
volvimento de б + E [| é: 

a) 10 c) 40 e) 20 

b) 30 d) 16 

Encontre o termo que nào depende de x no desenvolvi- 


10 
mento de (ux EX 2) А 
Sugestão. Escreva a expressão sob a forma 
q 
[x* + (7251 


Escrevendo o desenvolvimento do binômio (22 — 2)* se- 
gundo expoentes crescentes de x, determine o sexto termo. 


8 (Mackenzie-SP) No desenvolvimento de (4/2 + x)‘ 
segundo expoentes crescentes de x, o termo central é: 

a) 10x? 
b) 40x* 


c) 40,2 2? e) 20:8 


d) 1222 
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A E PROBABILIDADE 


ANALISE COMBINATORI 










UNIDADE 8 





) 
| A 
Jj EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


С.1 Dois números binomiais de mesmo numerador são 
iguais se, e somente se, têm o mesmo denominador ou 
são complementares, isto é: 


n |=|” |ep=nop+tk=n 
P k 


De acordo com essa propriedade, determine x em cada 
uma das equações: 


Mt) 


€.2 Obtenha a soma dos coeficientes do desenvolvimento de 
(3x — y)". Sugestão. Basta fazer x = y = 1. (Pense o 
porquê.) 


b) Cs qe = Cs +1) 


C.3 Calcule a soma dos coeficientes do desenvolvimento de 
(x + у)8. 


€4 (U. E. Londrina-PR) Se a soma dos coeficientes do 
desenvolvimento do binômio (2x + у)" é igual a 243, 
então o número n é: 
a) 12 b) 10 


€&,5 (Unifor-CE) A nümeros  binomiais 


killed. 


с) 8 45 e) 3 


soma de 


é igual a: 
a) 24 c) 1000 e) 10010 
b) aue d) 100? 


Sugestáo. Multiplique cada parcela | 100 | рог 
p 


14 + 11%= 7 com o qué a expressão não se altera. 


С.6 Calcule, em função de n, o valor do somatório 


n 


vy | n" ) em que n e p são números naturais com 
p-9 p 


п2 р. 


Sugestão. Desenvolva o somatório. obtendo: 


Beee] 


e raciocine como no exercício anterior. 


cud (UFPR) O valor de n de modo que: 


(2) (") = п ап) rame 
0 1 2 п 
a)5 b)8 c) 10 dt e) 12 


€.8 Determine o coeficiente do termo em x* no desenvolvi- 
mento de (x + 2)'(x — 2). 
Sugestão. (x + 2x — 2y = [œ + 2)x — 2)P. 


C.9 Determine o termo independente de x no desenvolvi- 


Шү 1356 
mento de (x + +) («- +) > 
х E 


11 
€.10. Mostre que o desenvolvimento de (s + 2 não 
x 
possui o termo independente de x. 
-41i 
Sugestão. Escreva o binômio na forma (x + 2x * | 5 


CM (U.F. Santa Maria-RS) O valor de K, К + 0, para que o 
coeficiente do termo x°, no desenvolvimento de 


5 
(x + +) . seja igual a 80, é: 
1 3 
Ex 92 
b)1 d) 


a) 


ES 
nu 


N 


ER: (Unirio) No desenvolvimento de (x + y)", segundo expo- 
entes crescentes de x, a diferença entre os coeficientes do 
3º e do 2º termo, nessa ordem, é igual a 54. Podemos 
afirmar que o termo médio é o: 
a) 3° b) 4º e) 


4) 6° е) 7° 


€.13 Desenvolvendo а potência (л? + 2)º segundo expoentes 
decrescentes de x, determine o quarto termo. 





1. CONCEITUAÇÃO 


Um automóvel será sorteado dentre os clientes de um 
shopping center, Paulo depositou 50 cupons em uma das 
urnas espalhadas pelo shopping, e Janete depositou 20 cu- 
pons. Hoje, dia do sorteio, os conteúdos de todas as urnas 
foram juntados, formando uma pilha de 10.000 cupons. 
Um representante do shopping vai sortear um cupom. 

É possível medir a possibilidade de cada um ganhar o 
automóvel. Como Paulo tem 50 cupons dentre os 10.000 

zdi ЖС, 50 
que participam do sorteio, indicamos por 10000 ê 
medida da possibilidade de Paulo ganhar; analogamente, 
я SU é 20 
a medida da possibilidade de Janete ganhar é 0.000 ` 
m e nur são chamadas de proba- 
bilidades de Paulo e Janete ganharem, respectivamente. 

Esse exemplo ajuda a entender que probabilidade é 
um nümero que mede a possibilidade de ocorrer, ou nào, 
um resultado. 


As frações 


Experimento aleatório 


Todo experimento cujo resultado depende exclusiva- 
mente do acaso é chamado de experimento aleatório. 


Exemplos А 

а) О lancamento de uma moeda em que se considera 
como resultado a face voltada para cima é um experi- 
mento aleatório. 

b) Olancamento de um dado em que se considera como 
resultado o número de pontos da face voltada para 
cima é um experimento aleatório. 


Espaço amostral de um experimento 
aleatório 


O conjunto de todos os 
resultados possíveis de um 
experimento aleatório é 
chamado de espaço amos- 
tral desse experimento. 





Exemplos 
a) No lançamento de uma moeda o espaço amostral é o 
conjunto E = (cara, coroa). 


b) No lançamento de um dado, o espaço amostral é o 
conjunto E = (1,2,3,4,5,6). 


Evento de um espaço amostral 


Qualquer subconjunto de um espaço amostral é cha- 
mado de evento desse espaço. 


Exemplos 

a) No lançamento de uma moeda, em que o espaço amos- 
tral é E = (cara, coroa), o conjunto A = (cara) é um 
evento de E. 

b) No lançamento de um dado, em que o espaço amostral 
éE = {1,2, 3, 4, 5, 6}, o conjunto = (1,2, 3, 4) é 
um evento de E. 


Espaço amostral equiprovável 


Um dado foi lançado 1.000 vezes. O número de vezes 
que ocorreu cada face é chamado de freqüéncia absoluta 
dessa face; e a razão da freqüéncia absoluta para o 
número de vezes que foi realizado o experimento é 
chamada de freqüéncia relativa dessa face. A tabela a 
seguir descreve o que ocorreu nesses 1.000 lancamentos. 


Freqüéncia 
absoluta 


Frequencia 
relativa 























168: pro 
2 168 i00 ^ 0,168 
155: — 
3 165 100 ^ 0.165 
тоз 
4 163 100 ^ 0,163 
169 _. 
5 169 000 ^ 0,169 
IO 
6 170 1000 - 0,170 
Freqüéncia 
total — 1.000 
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Observe que as fregiências relativas são valores muito 
próximos um do outro. Se aumentássemos o número de 
lançamentos do dado para 2.000, 3.000, 10.000 etc., as 
fregüéncias relativas se aproximariam cada vez mais, 
tendendo a ficar iguais. Por isso, dizemos que o espaço 
amostral em um lançamento desse dado é equiprovável. 


Um espaço amostral é equiprovável se as freqüén- 
cias relativas de seus elementos tendem a um mesmo 
valor quando o número de experimentos aumenta 
indefinidamente. 


2. DEFINIÇÃO DE PROBABILIDADE 


Sejam E um espaço amostral equiprovável, finito e 
não-vazio, e A um evento de E. A probabilidade de ocor- 
rer algum elemento de A é indicada por P(A) e 
definida por: 


n(A) 
n(E) 





P(A) = 


em que n(A) e n(E) indicam, respectivamente, o número 
de elementos de A e de E. 


de 
D E 
5 EXERCÍCIOS RESOLVIDOS | 


БИЮ No lançamento de uma moeda, qual é a probabilidade de 
se obter cara na face voltada para cima? 
Resolução 
O espaço amostral desse experimento é 
E = (сага, coroa), e queremos que ocorra o elemento do 
, evento A = (cara). Como n(A) = 1 e n(E) = 2, temos, 
por definição: 





n(A) 
n(E) 





= 22 
P(A) = 3 


Podemos, também, dar a probabilidade sob forma de 
porcentagem, isto é, P(A) = 50%. 





- No lançamento de um dado, qual é a probabilidade de se 
obter, na face voltada para cima, um número de pontos 
menor que 5? 

Resolução 

O espaço amostral desse experimento é: 


Е = (1, 2,3,4,5, 6) 
e queremos que ocorra algum elemento do evento 


B = (1,2, 3, 4). Como n(B) = 4 e n(E) = 6, temos, por 
definição: 





No lançamento de dois dados, qual é a probabilidade de 
que a soma dos pontos das faces voltadas para cima seja 
igual a 5? 

Resolução 

O espaço amostral desse experimento é o conjunto de 
todos os pares ordenados de números naturais (x. y) em 


quel Sx<6el < y< 6. O número de elementos desse 
espaço amostral pode ser calculado pelo princípio funda- 
mental de contagem. Observe: 
(х,у) 
"t 


nümeros de possibilidades — 6 X 6 — 36 


A representação desse espaço amostral é: 





(1,1) (1,2) (1,3) ci. (1,6) 
(2:1) e) 0,3). 09,6) 
. (3,6) 





E-((3,1) (3,2) (3,3)... 


(6,1) (6,2):(6,3) мл (6,6) 


Queremos que ocorra algum elemento do evento: 
A = [0,4 (2, 3), (3, 2), (4, D} 
Como n(A) = 4 e n(E) = 36, temos por definição: 


Nota 

Para entender que há duas maneiras diferentes de se ob- 
ter uma face 2 e outra face 3, pinte um dado de vermelho 
e o outro de azul. O resultado “face 2 no dado vermelho 
e face 3 no azul” é diferente do resultado “face 2 no dado 
azul e face 3 no vermelho”, pois as faces voltadas para 
cima, no primeiro caso, não são as mesmas voltadas para 
cima no segundo. Por isso, consideramos os pares (2, 3) 
e (3, 2). 


Quem não arrisca... 


Você já deve ter se aventurado em um jogo de 
loteria. Continue acreditando em sua sorte, mas, 
conheça antes suas chances de ficar rico. 

A quina é uma modalidade de jogo de apostas 
cujo resultado é formado por 5 dezenas, em qual- 
quer ordem, sorteadas dentre 80 dezenas. O apos- 
tador assinala um mínimo de 5 e um máximo de 8 
dezenas, em um cartão com 80 dezenas. O número 
de cartões que podem ser formados com a aposta 
mínima ё Css 5 = 24.040.016. Logo, a probabilidade 
de serem sorteadas as dezenas de um cartão com a 

1 
“24.040.016 ^ 0,000000041. 

Na mega-sena o resultado é formado por 6 deze- 
nas sorteadas dentre 60 dezenas. O apostador assi- 
nala um mínimo de 6 e um máximo de 15 dezenas, 
em um cartáo com 60 dezenas. O nümero de 
cartóes que podem ser formados com a aposta 
mínima ё Cs, s = 50.065.860. Logo, a probabilidade 
de serem sorteadas as dezenas de um cartão com a 

T 
50.063.860 

Tendo como referência esses dois exemplos, 
calcule você mesmo a probabilidade de ganhar em 
cada uma das outras loterias oficiais. 


aposta mínima é 


aposta mínima é = 0,000000019. 


Propriedades 


Sendo E um espaço amostral equiprovável, finito e 
não-vazio, e A um evento de E, tem-se que: 


D Р(@) = 0 


Nota 
O evento 2 é chamado de evento impossível. 


ID Р(Е) = 1 
pois P(E) = 


Nota 
O evento E, que coincide com o próprio espaço amos- 
tral, é chamado de evento certo. 
ID 0 <P(4)=1 
pois Ø C A C E > п(@) < n(A) <n(E) 
n(Q) . n(A) < n(E) 
` n(E) n(E) n(E) 
“0<P(A)<I 
IV) Sendo A o conjunto dos elementos de E que não 
pertencem a A, tem-se que: 


P(A) + P(A) = 1 


n(E) 
ACE) 








A 


pois, como A UA = Ee A ПА = Ø, tem-se que: 


n(A) + n(A) = n(E) 
. n(A) A 
(E) + 
“P(A + P(A) = 1 





Nota 
O evento A é chamado de complementar de A. 


ү EXERCÍCIOS RESOLVIDOS “umano 

R.4 Uma uma contém bolas coloridas. Retirando-se uma 
bola dessa urna, a probabilidade de se obter uma bola 
vermelha é 0,64. Qual é a probabilidade de se obter uma 
bola que não seja vermelha? 
Resolução 
Indicando por 4 o evento formado pelas bolas verme- 
lhas, o complementar de A é o evento À formado pelas 
bolas não vermelhas. Sabemos que: 


Р(А) + Р(А) = 1 
Logo: 


P(A)=1— P(A) 
ato P(A) = 1 — 0,64 = 0,36 


Temos, portanto, que a probabilidade de se obter uma 
bola que não seja vermelha é 0,36. 


R.5 Uma urna contém apenas bolas brancas e bolas azuis. 
Retirando-se, ao acaso, uma bola da urna, a probabi- 
lidade de se obter uma bola azul é o quádruplo da proba- 
bilidade de se obter uma bola branca. Qual é a probabi- 
lidade de se obter uma bola branca? 

Resolução 

Sendo os eventos А = (x | x é bola azul da urna] e 

В = {у | y é bola branca da urna), temos que 
P(A) = 4P(B). Como a uma contém apenas bolas brancas 
€ bolas azuis, temos que A e B são eventos complemen- 
tares, portanto P(A) + P(B) = 1. Assim, resolvendo o 
sistema: 


P(A) = 4P(B) 
P(A)+P(B) = 1 
obtemos P(B) = > ou seja, a probabilidade de se obter 


uma bola branca é d 


5 
Y 
) Д 
EXERCÍCIOS BÁSICOS 

B.1 (UNOPAR) A probabilidade de você ganhar uma bici- 
cleta numa rifa de 100 números da qual você comprou 
quatro números é: 

2 1 1 
ui eas 9-56 
1 1 
Pay 930 

В.2 Uma urna contém exatamente cem etiquetas numeradas 
de 1 a 100. Retirando uma etiqueta dessa urna, qual é a 
probabilidade de obtermos um número menor do que 41? 

B.3 (U. E. Londrina-PR) No lançamento de duas moedas, а 
probabilidade de se obter pelo menos uma cara é: 

a) 50% c) 25% e) 33% 
b) 100% d) 75% 

B.4 No lançamento de dois dados, calcule a probabilidade de 
se obter nas faces voltadas para cima: 
a) soma dos pontos igual a 7. 

b) soma dos pontos igual a 6. 

c) soma dos pontos igual a 13. 

d) soma dos pontos menor que 5. 
e) soma dos pontos menor que 13. 

B.5  (Osec-SP) Lançando-se dois dados, a probabilidade de 
ocorrer a face com 5 pontos em pelo menos um dos 
dados é: 

11 El 1 
Sg: Ст Эл; 
1 1 
b) 3 d) Xe 

B.6 (Cesgranrio) Sorteando-se um número inteiro n, 
1<n < 999, a probabilidade de se obter um múltiplo 
de 9 é: . 

1 2 1 
d 399 93 9 
1 1 
dar Eu 
B.7 Мо lançamento de trés dados, qual é a probabilidade de 


obtermos números iguais de pontos nos três dados? 
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B.8 Ота moeda é lançada três vezes. Qual a probabilidade 
de obtermos cara nos dois primeiros lançamentos e coroa 
no terceiro? 


B.9 Lançando-se trés vezes uma moeda, qual é a probabi- 
lidade de se obter cara nos dois primeiros lançamentos? 


B.10 No lançamento de três moedas, qual é a probabilidade de 
se obter duas caras e uma coroa? 


B.H Uma comissão de três pessoas será escolhida dentre 
cinco pessoas, sendo apenas uma de nome Paulo. Qual é 
a probabilidade de Paulo participar da comissão? 


B.12 Se num grupo de quinze homens e cinco mulheres sorte- 
armos três pessoas. qual é a probabilidade de serem 
sorteados dois homens e uma mulher? Sugestão. Cada 
elemento do espaço amostral E é um conjunto de três 
pessoas escolhidas dentre as pessoas do grupo. Cada 
elemento do evento A que se deseja é um conjunto de três 
pessoas, sendo dois homens e uma mulher, escolhidos 
dentre as pessoas do grupo. 


B.13 Ао atirar num alvo, a probabilidade de uma pessoa acer- 


tá-lo é i Qual é a probabilidade de ela errar? 


B.14 Uma caixa contém lâmpadas perfeitas e lâmpadas defei- 
tuosas. Escolhendo ao acaso três lâmpadas dessa caixa, 
a probabilidade de obtermos pelo menos uma lâmpada 


defeituosa é + Qual é a probabilidade de retirarmos 


trés lámpadas perfeitas da caixa? 

B.15 (PUC-SP) No lançamento de três dados, a probabilidade 
de não se obter nas três faces voltadas para cima o 
mesmo número de pontos é: 


1 7 35 
Dag 9g 93 
1 11 
Ds d 3 


B.16 A probabilidade de um cavalo vencer uma corrida é o 
triplo da probabilidade de perder. Qual é a probabilidade 
de que esse animal vença a corrida? 


Exercícios complementares de C.1 а €.7 


3. ADIÇÃO DE PROBABILIDADES 


Teorema 


Seja E um espaço amostral equiprovável finito e 
não-vazio. Para quaisquer eventos À e B de E, tem- 
se que: 


P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A П В) 


Demonstração 
Pelo princípio aditivo de contagem, temos que: 
n(A U B) = n(A) + п(В) — n(A N В) 


Lividindo por n(E) ambos os membros dessa igualdade, 
obtemos: 


mMAUB) _ n(A) n(B) n(A NB) 
n(E) n(E) n(E) n(E) 
“PAUL 3) = P(A) + P(B) — P(A П В) 





(c.q.d.) 


Eventos mutuamente exclusivos 


Os eventos A e B são chamados de mutuamente 
exclusivos se, e somente se, AN B = Ø. 





E 
A B 


Nesse caso, temos que: 


P(A U B) = P(A) + P(B) 


Nota 

O teorema da adição de probabilidades é aplicado 
na resolução de problemas que pedem a probabilidade de 
ocorrer um evento А ou um evento B, pois o conectivo ou 
indica a união dos eventos. 





S 
i , 
J EXERCICIOS RESOLVIDOS | 


R.6 Sejam A e B dois eventos de um espaço amostral E. 
Determinar P(A), sabendo que: 


11 


= 1 = dE e 
PB) = =, РАШ В) = 4x еР(АП B) = = 


Resolução 
Pelo teorema da adição de probabilidades, temos que: 


P(A U В) = P(A) + P(B) — P(A П В) 


"Te. 1 
„зо 70+ 6 
quts nu _ 

39 5 jan P(A) 


Logo, P(A) = T 


R.7 Sejam A e B dois eventos mutuamente exclusivos de um 
espaco amostral E. Determinar P(A U B), sabendo que 
ceh 22 
P(A) = 5 еР(В) = T 
Resolução 
Como A e B são mutuamente exclusivos, isto é, 
A ПВ = Ø, temos que: 


P(A U B) = P(A) + P(B) 


: Mu s 
Т-РА В) = = + т 35 


RS Uma urna contém exatamente vinte bolas, numeradas de 
1 a 20. Retira-se, ao acaso, uma bola da urna. Qual é a 
probabilidade de se obter uma bola com um número 
múltiplo de 2 ou de 3? 

Resolução 
O espaço amostral do experimento é: 


Е = (1,2,3,4,.., 20] ^". (E) = 20 


R9 


\ 
J 


B.17 


B.18 
B.19 


B.20 


Consideremos dois eventos: um deles, caracterizado 
pela propriedade anterior ao conectivo ou, e o outro, 
caracterizado pela propriedade posterior ao conectivo ou 
do enunciado. Isto é: 


A = [x € E | x é múltiplo de 2} = (2, 4, 6, .... 20} 


<. n(A) = 10 
В = {y € E | y é múltiplo de3} = {3, 6,9, ..., 18} 
“uB=6 


Queremos a probabilidade de ocorrer algum elemento de 
A ou B, ou seja, P(A U B). Para isso, precisamos de A N B: 


AQ B = {6, 12, 18} <. n(A N B) = 3 
Logo, temos: 
P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B) => 
. ОССЕ ЗЕ зь 
FEU owe улт 
Nota 
Sempre que a pergunta do problema for da forma *Qual 
é a probabilidade de ocorrer A ou B7", a resolução pode 
ser feita através do teorema: 


P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N В) 


Uma urna contém cinco bolas vermelhas, três bolas 
azuis e quatro bolas brancas. Retira-se, ao acaso, uma 
bola da urna. Qual é a probabilidade de sair uma bola 
vermelha ou uma bola azul? 

Resolução 

O espaço amostral é: 


Е = {х | xé bola da uma) .'.n(E) = 12 
Consideremos dois eventos: 


А = (y € E | y é bola vermelha) .'. n(A) = 5; 
B = {z E Е | zé bola azul) ^. n(B) = 3 


Observe que A e B sáo mutuamente exclusivos, isto é, 
АПВ = @. 
Logo, temos: 
P(A U B) = P(A) + P(B) > P(A О В) = 
5 SIA c 2 


pionero py en 


EXERCÍCIOS BÁSICOS 


Uma urna contém exatamente trinta etiquetas numeradas 
de 1 a 30. Retirando-se, ao acaso, uma etiqueta da urna, 
qual é a probabilidade de obtermos um número menor do 
que 20 ou um número ímpar? 


(Vunesp) Lançando-se simultaneamente dois dados não 
viciados, a probabilidade de que sua faces superiores 
exibam soma igual a 7 ou 9 é: 

1 4 2 5 3 


9x Do Sn O 





(Cesgranrio) Lancando-se simultaneamente um dado e 
uma moeda, qual é a probabilidade de se obter a face 
cara na moeda ou a face 6 no dado? 

7 2 4 5 1 
iz ®з des dm Ux 





a) 


Uma caixa contém exatamente 1.000 bolas numeradas 
de 1 a 1.000. Qual é a probabilidade de se tirar, ao acaso, 
uma bola contendo um número par ou um número de 
dois algarismos? 

a)45%  b)59% о) 50% 


d) 19% е) 54,5% 


'B.21 Num grupo de sessenta pessoas, dez são torcedoras do 
São Paulo, cinco são torcedoras do Palmeiras e as outras 
são torcedores do Corinthians. Suponha que cada pessoa 
torça para um único clube. Escolhido ao acaso um 
elemento do grupo, a probabilidade de ele ser torcedor 
do São Paulo ou do Palmeiras é: 
а) 0,40  b)025  c)0,50 


9 0,30  e)nda. 


B.22 Dentre os automóveis estocados по райо de uma monta- 


dora escolhe-se um, ao acaso. A probabilidade de que o 


automóvel escolhido tenha freio ABS é rS a probabi- 


3 
lidade de que ele tenha direção hidráulica é 3 ea pro- 
babilidade de que ele tenha freio ABS e direção hidráu- 


lica é BUS 
24^ 


tenha freio ABS ou direção hidráulica é: 


1 
NUS 


A probabilidade de que esse automóvel 


1 


an qu + 


3 5 
24 Bi m a 9 & 


Exercícios complementares de C.8 a C.13 


4. PROBABILIDADE CONDICIONAL 


Uma urna contém exatamente vinte etiquetas nume- 
radas de 1 a 20. Retira-se uma etiqueta da urna. Sabendo- 
se que o número da etiqueta é par, qual é a probabilidade 
de que esse número seja 2? 


Como sabemos que o número da etiqueta retirada é 
par, temos como espaço amostral o seguinte conjunto: 

A = (2.4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20] .". n(A) = 10 

O evento que queremos é В = (2) .". (В) = 1. 
na XL 
n(A) O 
Note que o fato de sabermos que ocorreu o evento 
“número par" faz com que o espaço amostral fique redu- 
zido a esse evento. 





Logo, P(B) — 


Definição 


Chama-se probabilidade condicional de um 
evento B a probabilidade de esse evento ocorrer 
considerando-se que já ocorreu um evento A. 


Indicamos essa probabilidade por P(B/A) (lê-se “probabi- 
lidade de B, dado A”). 

Analisemos o seguinte problema genérico: o espaço 
amostral E de um experimento aleatório é equiprovável, 
finito e não-vazio. А e В são eventos de E, com A + Ø. 
Ao realizar-se o experimento, ocorre o evento A. Qual é 
a probabilidade de ter ocorrido também o evento B? 


E 
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Devemos calcular P(B/A). Como sabemos que ocorreu 
o evento А, o espaço amostral fica reduzido a esse evento. 
O evento B, por sua vez, só poderá ocorrer na intersecção 
de 4 e B. Assim, temos que: 


rea = PE 


Note que, se А e B forem mutuamente exclusivos, então 
P(B/A) = 0. 


| ? 
Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS e 


RAO. No lançamento de um dado, considerar os seguintes 
eventos A = {1, 2, 3, 4}; B = (3, 4, 5, 6]. 
Qual é a probabilidade de ocorrer o evento B, sabendo-se 
que ocorreu o evento A? 





Resolucáo 

Sabemos que ocorreu o evento A; logo, o espaço amos- 
tral fica reduzido a esse evento. O evento B só poderá 
ocorrer na intersecção de A e B. Assim, temos: 


Ri No langamento de dois dados, sabe-se que se obteve nas 
faces voltadas para cima a soma dos pontos igual a 6. 
Qual é a probabilidade de que essas faces apresentem o 
mesmo número de pontos? 


Resolucáo 
Temos dois eventos a considerar: 


A = [(1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5. DJ 
B = ((, 1),(2,2), (3, 3), (4, 4), 5. 5), (6, 6) 


Como sabemos que ocorreu o evento А, o evento B só 
poderá ocorrer na intersecção de A e B, isto é, o par 


и мила _ 1 
(3, 3). Assim, temos P(B/A) = OW 5° 
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В.23 Uma urna contém exatamente vinte bolas, numeradas de 
1 a 20. Retirando-se ao acaso uma bola dessa urna, 
observa-se que o número é menor do que 8. Qual é a 
probabilidade de que esse número seja par? 


B24 (U. F. S. Carlos-SP) Dois dados usuais e não-viciados 
são lançados. Sabe-se que os números observados são 
ímpares. Então, a probabilidade de que a soma deles seja 
8é 

2 1i 2 

9 Da 9 Tg 





c) 


B.25 (Osec-SP) O número da chapa de um carro é par. A 
probabilidade de o algarismo das unidades ser zero é: 


$ 1 4 Э 1 
ЖА. оо ca Soy lp 


В.26 (UFBA) Todos os 40 alunos de uma classe já leram pelo 
menos um dos romances Memórias Póstumas de Brás 
Cubas ou Dom Casmurro, de Machado de Assis. Vinte e 
oito alunos já leram Memórias Póstumas de Brás Cubas 
€ 31 alunos já leram Dom Casmurro. Escolheu-se um 
desses.alunos, ao acaso, constatando-se que ele já havia 
lido Dom Casmurro. 





A probabilidade de que o aluno escolhido tenha lido Me- 
mórias Póstumas de Brás Cubas é: 








3 17 17 19 1 
do 090. do MO ос 
Eventos independentes 
Definição 


Seja um espaço amostral E, finito e não-vazio. 
Sejam A e B eventos de E. Dizemos que A e B são 
eventos independentes se, e somente se: 


P(B/A) = P(B) ou P(A/B) = P(A) 


Exemplo 


Uma moeda é lançada duas vezes. Vamos calcular a 
probabilidade de: 
a) obtermos cara no segundo lançamento; 
b) obtermos cara no segundo lançamento, sabendo que 
obtivemos cara no primeiro lançamento. 


Vejamos: 
a) O espaço amostral é: 
Cara Coroa 
Е = (lc, c), (с, К), (k, k), (k, су} 
“nE)=4 
O evento que queremos é А = ((c, с), (k, c)) 
*. n(A) = 2. 
Logo, P(A) — ЖА = 21 


b) Temos dois eventos a considerar: 


cara no primeiro lançamento (В) > В = ((c, c), (c, k)) 
cara no segundo lançamento (А) > A = {(с, с), (k, c)) 


Como sabemos que ocorreu o evento B, temos que o 
evento À só pode ter ocorrido na intersecção de A e B: 


n(ANB) 1 


ps E = 


Observando as respostas dos itens (a) e (b), temos que 
P(AIB) = P(A) = > 


Por isso, dizemos que A e B sáo eventos independentes. 


is 

Í EXERCÍCIO RESOLVIDO AMNEM 

R.12 De uma urna com 5 bolas de cores diferentes, azul, 
vermelha, verde, marrom e preta, foram sorteadas suces- 
sivamente duas bolas. Sabendo que na primeira retirada 
sorteou-se uma bola vermelha e que esta foi reposta na 
urna, qual é a probabilidade de que, na segunda retirada, 
também tenha saído a bola vermelha? 


Resolucáo 

Para a segunda retirada a urna continuava com 5 bolas, 
pois a primeira bola foi reposta. Logo, a probabilidade de 
ter saído bola vermelha na segunda retirada é i 
Note que os eventos "resultado na primeira retirada" e 
"resultado na segunda retirada” são independentes 
quando há reposição da primeira bola, pois a probabili- 
dade de ocorrer um certo resultado no segundo experi- 
mento independe do resultado do primeiro. Porém, se 
não tivesse sido reposta a primeira bola, os eventos seri- 
am dependentes, pois a probabilidade de sair bola ver- 
melha na segunda retirada seria O (zero), se já tivesse sa- 


ído bola vermelha na primeira retirada, ou seria T em 


caso contrário. Ou seja, a probabilidade do segundo ex- 
perimento dependeria do que ocorreu no primeiro. 


5. MULTIPLICAÇÃO DE 
PROBABILIDADES 


Seja E um espaço amostral equiprovável, finito e não- 
vazio. Sejam A e B eventos de E. 





n(AD B): 


Vimos que P(B/A) — nA) 


Dividindo o numerador e o denominador dessa fração 
por n(E), temos que: 


n(A п B) 
P(BIA) = = — > 
n(E) 
ra) = РОА ПВ). Es ) 
P(ANB) = P(A) P(BIA) 


Nota 
Se A e B forem eventos independentes, então: 


P(A П В) = P(A) * P(B) 


q 
) 1 
ү, EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.13 Uma uma contém precisamente sete bolas: quatro azuis 
e trés vermelhas. Retira-se, ao acaso, uma bola da urna, 
registra-se sua cor e repõe-se a bola na urna. A seguir. 
retira-se novamente uma bola da urna e registra-se sua 
cor. Calcular a probabilidade de: 

a) sair uma bola azul e depois uma vermelha; 
b) saírem duas bolas de cores diferentes. 
Resolução 

A A A A 


V V 4 


Convenção. A e V representam bola azul e bola verme- 

Iha, respectivamente. 

a) Queremos que a primeira bola retirada seja azul e a 
segunda seja vermelha. A probabilidade de a primeira 


bola sair azul é i e a probabilidade de a segunda 


bola sair vermelha é > Assim, a probabilidade de 
obtermos a seqüéncia: 

4.3.1 

7 | Jl 49 


Pelo teorema 


da multiplicação 
de probabilidades 
b) Temos duas seqüéncias possíveis, com as respectivas 
probabilidades: 
4 3 12 
Bue Ee o 
ou 
© 
ао 108 
ЫЕ сес 


Assim, а probabilidade total ё: 


12. 12 24 
49 ' 49 = 49 








P=P,+P, 
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R.14 Uma urna contém exatamente sete bolas: quatro azuis е 


trés vermelhas. Retira-se, ao acaso, uma bola da urna, 
registra-se sua cor e não se repõe a bola na uma. A 
seguir, retira-se outra bola da urna, registrando-se sua 
cor. Calcular a probabilidade de: 
a) sair uma bola azul e depois uma vermelha; 
b) saírem duas bolas de cores diferentes. 
Resolução 

A A A A 


V y V 
a) A probabilidade de a primeira bola retirada ser azul é 
E € a probabilidade de a segunda bola retirada ser 
vermelha, sabendo-se que a primeira bola foi azul, é 
$ (diminuímos uma unidade no denominador, pois 


não houve reposição da primeira bola). 
Assim, a probabilidade de a segiiência: 


Та а eee 
A е У ocorrer é P = $ 7 
Pelo teorema 
da multiplicação 
de probabilidades 


b) Temos duas seqüéncias possíveis, com as respectivas 
probabilidades: 


Bii 2 
AeVP => To q 
ou 
© 
3 4 2 
Vea, = uio a 
Logo, a probabilidade total é: 


= s pd o 
P=P += 4 


ES 


R.15 Uma urna contém exatamente nove bolas: cinco azuis e 


quatro vermelhas. 

a) Retirando simultaneamente três bolas da urna, qual a 
probabilidade de obtermos duas bolas azuis e uma 
vermelha? 

b) Retirando sucessivamente, sem reposição, três bolas 
da urna, qual a probabilidade de obtermos duas bolas 
azuis e uma vermelha? 

Resolução 

a) O espaço amostral E é formado por todos os conjuntos 
possíveis de três bolas da urna. Assim, temos que: 

9! 9! 
MG eru a = 
O evento A que nos interessa é formado por todos os 
conjuntos possíveis de três bolas da urna, sendo duas 
azuis e uma vermelha. Assim, temos que: 


n(A) = Cs a * Cy; = 10:4 = 40 
гово, Pol) = ТОУ — A _ 10 


b) Temos trés seqüéncias possíveis, com as respectivas 


probabilidades: 
AM PIT LL R4 ou 
ААР = EL 00. Оп 
Wc d NE 


Logo, a probabilidade total é: 
P=P+P+P,= 

10 10 10 _30 _ 10 

“е өе a pá 
Comparando os itens (a) e (b) do exercício R.15, 
percebemos que a probabilidade de retirarmos simulta- 
neamente as bolas da urna é igual à probabilidade de 
retirá-las sucessivamente e sem reposição. Esse resul- 

tado pode ser generalizado da seguinte maneira: 


Propriedade 





Sejam ay, а, аз, ..., a, elementos de um conjunto 
A com n elementos. A probabilidade de se retirar 
simultaneamente esses k elementos do conjunto A é 
igual à probabilidade de se retirá-los sucessivamente 
e sem reposição. 


Sugerimos que todo problema onde for pedida a pro- 
babilidade de retiradas simultâneas seja transformado 
em retiradas sucessivas e sem reposição. Cuidado! Nas 
retiradas sucessivas a ordem dos elementos retirados 
deve ser levada em consideração. 


Y 
im , 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.16 Uma uma contém exatamente onze bolas: seis azuis e 
cinco vermelhas. Retirando-se simultaneamente quatro 
bolas, qual é a probabilidade de saírem três bolas azuis e 
uma vermelha? 

Resolução 

Em vez de retirarmos as bolas simultaneamente, resol- 
veremos um problema equivalente, retirando as bolas 
sucessivamente e sem reposição. 

Assim, as seqüéncias que nos interessam, com suas 
respectivas probabilidades, são: 











mantog itu 
ае 
на ааа 


Assim, a probabilidade total é: 

P=P, +Р,+ Р, + PORE. is 
Nota 
Poderíamos ter calculado apenas P, e multiplicá-lo por 
4, pois todas as segiiéncias terão a mesma probabilidade. 


dy 
is 2 7 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.27 


B.28 


B.29 


B.30 


B.31 


B.32 


B.33 


B.34 


B.35 





Uma urna contém precisamente nove bolas: três brancas. 
duas pretas e quatro azuis. Retirando-se três bolas da 
urna, uma de cada vez e com reposição, calcule a proba- 
bilidade de saírem: 

a) a primeira bola branca, a segunda bola preta e a terceira 

bola azul; 
b) três bolas de cores diferentes; 
c) três bolas azuis. 


Uma urna contém exatamente sete bolas: três brancas e 

quatro pretas. Retirando-se sucessivamente e sem repo- 

sição três bolas, qual a probabilidade de: 

a) saírem as duas primeiras bolas pretas e a terceira 
branca? 

b) saírem duas bolas pretas e uma branca? 

c) sair pelo menos uma bola branca? 


Uma urna contém exatamente nove bolas: cinco brancas 
e quatro pretas. Retirando-se simultaneamente três 
bolas, qual é a probabilidade de: 

a) saírem duas bolas brancas e uma preta? 

b) saírem três bolas pretas? 

c) sair pelo menos uma bola branca? 

d) saírem no máximo duas bolas brancas? 


No lançamento de um dado e uma moeda, qual é a proba- 
bilidade de se obter cara na moeda e a face 5 no dado? 


Uma moeda é lançada cinco vezes. Qual é a probabili- 
dade de se obter: 


a) cinco caras? b) três caras e duas coroas? 


(Vunesp) Num grupo de 100 pessoas da zona rural, 25 
estão afetadas por uma parasitose intestinal A e 11 por 
uma parasitose intestinal B, não se verificando nenhum 
caso de incidência conjunta de A e B. Duas pessoas desse 
grupo são escolhidas, aleatoriamente, uma após a outra. 
Determine a probabilidade de que, dessa dupla, a primeira 
pessoa esteja afetada por А e a segunda, por B. 


(U. E. Londrina-PR) Num baralho comum, de 52 cartas, 
existem quatro cartas “oito”. Retirando-se duas cartas 
desse baralho, sucessivamente e sem reposição, qual a 
probabilidade de se obter um par de “oitos”? 


¿sy des c) e di. 
2.704 1.352 442 
1 1 
р 2.652 ) 221 
(FGV-SP) Numa sala existem seis casais; entre estas 12 


pessoas, duas sào selecionadas ao acaso. 

2) Qual a probabilidade de selecionarmos um homem e 
sua esposa? 

b) Qual a probabilidade de selecionarmos dois homens? 


(UNAERP) Em um campeonato de tiro ao alvo, dois 
finalistas atiram num alvo com probabilidade de 60% e 
70%, respectivamente, de acertar. Nessas condições, a 
probabilidade de ambos errarem o alvo é: 

a) 30% 


b) 42% c) 50% 


lementares de C.16 a C.21 


d) 12% e) 2596 


y 
J EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


Са” 


(Fuvest-SP) Uma urna contém 9 bolas, numeradas de 
1 a9. Sorteiam-se, com reposição, duas bolas. A proba- 
bilidade de que o námero da segunda bola seja estrita- 
mente maior que o da primeira é: 

7 1 36 30 45 


Do 9 оз %3 9 gr 





€.2 (Vunesp) O resultado de uma pesquisa realizada pelo 


Tpesp sobre o perfil dos fumantes e publicada pela revista 
Veja de 3/6/98 mostra que, num grupo de 1.000 pessoas, 
17% fumam e, dentre os fumantes, 44% são mulheres. 
Se, nesse grupo de 1.000 pessoas, uma é escolhida ao 
acaso, a probabilidade de ela ser fumante e mulher é, 
aproximadamente: 

а) 0,044  b)0,075 


с) 0,44 4) 0,0075 е) 0,0044 


(С.З (Fuvest-SP) Escolhem-se ao acaso dois números natu- 


"С.4 А Supersena é uma modali- 


Cs. 


Em 


rais distintos de 1 a 20. Qual é a probabilidade de que o 
produto dos números escolhidos seja ímpar? 
1 1 8 


9 
ES Di Rs es 


38 Quy 9 
dade de jogo em que o 
apostador assinala um mí- 
nimo de 6 e um máximo de 
15 dezenas em um cartão 
com 48 dezenas. Dentre es- 
sas quarenta e oito dezenas 
são sorteadas seis. 

a) Calcule o número de 
cartões diferentes que 
podem ser formados 
com a aposta mínima. 

b) Qual é a probabilidade 
de serem sorteadas as 
dezenas de um cartão 
com a aposta mínima? 





Márcia precisa telefonar para sua prima Priscilla, mas se 
esqueceu do número do telefone. Lembra-se apenas de 
que o número é formado por sete algarismos e que os três 
primeiros são 8, 6 e 9, nessa ordem. Qual é a probabi- 
lidade de, em apenas uma tentativa, Márcia discar o 
número correto? 


(Enem) Em um concurso de televisão. apresentam-se ao 
participante 3 fichas voltadas para baixo, estando repre- 
sentadas, em cada uma delas, uma das letras T, V ou E. 
As fichas encontram-se alinhadas em uma ordem qual- 
quer. O participante deve ordenar as fichas ao seu gosto, 
mantendo as letras voltadas para baixo, tentando obter a 
sigla TVE. Ao desvirá-las, para cada letra que esteja na 
posição correta ganhará um prêmio de R$ 200,00. 

I) A probabilidade de o participante não ganhar qual- 

quer prêmio é igual a: 





1 1 1 1 
a) 0 b) 3 с) 4 d) 2 e) 6 
П) A probabilidade de o concorrente ganhar exatamente 
o valor de R$ 400,00 é igual a: 
2 
3)0 D а 2 TE 





3 2 3 6 
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FOTOS: LUIZ ANTÓNIO 


“С.Л (UFBA) No lançamento de trés dados, qual é a probabi- 
lidade de que o produto dos três números (de pontos) ob- 
tidos seja par? Sugestão. Calcule, inicialmente, a proba- 
bilidade do evento complementar. 


€8 Um baralho é composto de 52 cartas distribuídas em 
quatro naipes: ouros (Ф), copas (99), espadas (4) e 
paus (s). Para cada naipe existem treze cartas: A (ás), 2, 
3. 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, J (valete), О (dama) e К (rei). 
Sorteando-se, ao acaso, uma carta desse baralho, qual é 
a probabilidade de se obter um rei ou uma carta de paus? 





C.9 Em uma conferência estão reunidos: cinco mulheres e 
sete homens, matemáticos; quatro mulheres e oito 
homens, físicos; seis mulheres e quatro homens, quí- 
micos. Uma pessoa é escolhida, ao acaso, para presidir a 
conferência. Qual a probabilidade de que essa pessoa 
seja mulher ou matemático(a)? 





























.€.10 (FGV-SP) Roberto J., administrador recém-formado, 
envia um currículo para duas empresas A e B, à procura 
de emprego. A probabilidade de ser aceito pela empresa 
A é de 25%, a probabilidade de ser aceito pela empresa 
B é 20% e a probabilidade de ser aceito por ambas é 8%. 
a) Qual é a probabilidade de ser aceito por ao menos 

uma empresa? 
b) Qual é a probabilidade de ser aceito por exatamente 
uma empresa? 


C11 Num colégio, a probabilidade de um aluno, escolhido ao 
acaso, ter 18 anos ou mais é 38% e a probabilidade de ter 
18 anos ou menos é 79%, Qual a probabilidade de esse 
aluno ter exatamente 18 anos? 


С.12 (Fuvest-SP) A probabilidade de que a populacáo atual de 
um país seja de 110 milhões ou mais é 95%. A probabi- 
lidade de ela ser de 110 milhões ou menos é 8%. Calcule 
a probabilidade de essa população ser de 110 milhões. 


€.13 Na gôndola de um supermercado há somente sabonetes 
azuis ou da marca Lux, num total de 140 unidades: 80 
azuis e 100 da marca Lux. Retirando-se, ao acaso, um 
sabonete dessa gôndola, qual é a probabilidade de se 
obter um sabonete azul da marca Lux? 


сла. Uma pesquisa feita entre setenta pessoas revelou que, 35 
já consumiram o produto A; cinqüenta já consumiram o 
produto B; e cinco ainda não consumiram nem A nem B. 
Escolheu-se uma dessas setenta pessoas ao acaso, e ela já 
havia consumido o produto 4. Qual é a probabilidade de 
que essa pessoa também tenha consumido o produto B? 


CAS Um baralho de 52 cartas é 
constituído por quatro nai- 
pes — ouros, paus, espa- 
das e copas —, sendo treze 
cartas de cada naipe: A, 2, 
3,4,5,6,7,8,9,10,],Qe 
K. Escolhida uma carta 
desse baralho e sabendo 
que essa carta é um ás (A), 
qual é a probabilidade de 
que esse ás seja de copas? 

















(Fuvest) 

a) Construa o espaço amostral formado pelas oito possi- 
bilidades de distribuição de sexo (M ou F) dos três 
filhos de um casal. Determine nesse espaço os sub- 
conjuntos correspondentes aos eventos. 

A — Existem crianças de sexos diferentes. 
B — Existem pelo menos duas meninas. 

b) Supondo que as oito possibilidades são igualmente pro- 
váveis, mostre que А e В são eventos independentes. 
Sugestão. Você deve provar que P(A/B) = P(A) ou 
que P(B/A) = P(B). 





C.17 Num teste de sete questões do tipo “classificar a sentença 
como verdadeira ou falsa”, a probabilidade de um candi- 
dato, que responde a todas ao acaso, acertar pelo menos 
seis questões é: 

1 1 1 


256 da Ta 


1 1 
128 93 


a) 
b) 


cas Uma prova é composta de cinqüenta testes de múltipla 
escolha, cada um com cinco alternativas, sendo apenas 
uma correta. Qual é a probabilidade de que um aluno, 
apenas “chutando”, acerte todas as questões? 


cas Uma moeda é lançada 5 vezes. Calcule a probabilidade 
de se obter a face “cara” voltada para cima em pelo me- 
nos um lançamento. Sugestão. Calcule inicialmente a 
probabilidade do evento complementar, isto é, de não se 
obter nenhuma “cara 





(SUPRA) Tem-se dois dados, sendo um perfeito e o ou- 
tro com todas as faces marcadas com 6 pontos. Um deles 
é escolhido ao acaso e lançado, A probabilidade de se 


obter 6 é: 

7 à » 
E ©ту © 

6 6 
DES da 


Sugestão. Você deve calcular a probabilidade: “escolher 
dado A e obter 6 ou escolher dado B e obter 6". 


C21 (Vunesp) Um piloto de fórmula 1 estima que suas chan- 
ces de subir ao pódio numa dada prova são de 60% se 
chover no dia da prova e de 2096, se nào chover. O ser- 
vico de meteorologia prevé que a probabilidade de cho- 
ver durante a prova é de 75%. Nessas condições, calcule 
a probabilidade de que o piloto venha a subir ao pódio. 
Sugestão. Você deve calcular a probabilidade: “chover 
e ele subir ao pódio ou não chover e ele subir ao pódio”. 





1. INTRODUÇÃO 


A geometria de posição estuda as figuras geométricas 
quanto à sua forma e posição. Faremos apenas um resu- 
mo dessa parte da geometria, pois o nosso objetivo maior 
é estudar a geometria métrica, isto é, estudar as figuras 
geométricas em relação às suas medidas. 


2. POSIÇÕES RELATIVAS ENTRE DUAS 
RETAS 


Já vimos que duas retas coplanares podem ter duas 
posições relativas possíveis: paralelas (distintas ou coin- 
cidentes) ou concorrentes. Recordando: 

Retas paralelas 


Duas retas coplanares são paralelas se, e somente 
se, não têm ponto em comum, ou têm todos os seus 


pontos em comum. 
» di 


res são retas paralelas 
coincidentes (r = s) 


5 
Ze 

res são retas paralelas 

distintas (r / ser # s) 


Retas concorrentes 


Duas retas são concorrentes se, e somente se, têm 
um único ponto em comum. 


res são retas concorrentes 


s 


No espaço, duas retas podem ter uma outra posição 
relativa possível: elas podem ser reversas. 


Retas reversas 


Duas retas são reversas se, e somente se, não são 
coplanares. 


Em outras palavras, duas retas são reversas se, e 
somente se, não existe um plano que contenha as duas 
simultaneamente. Para visualizar duas retas reversas, 
observe a caixa de sapatos abaixo: as retas AB e CD são 
reversas, pois não existe um plano que contenha ambas 
ao mesmo tempo. 


D 





3. POSIÇÕES RELATIVAS ENTRE RETA E 
PLANO 


Reta paralela a plano 


Uma reta r e um plano o são paralelos se, e 
somente se, nào tém nenhum ponto em comum. 


rfa 


Nota 


Dizemos que um segmento de reta AB é paralelo a um 
plano а se, e somente se, a reta AB é paralela a о. 


Reta secante (ou concorrente) 
a plano 


Түгү у 217055 

Uma reta r e um plano a: são secantes (ou concor- 
rentes) se, e somente se, têm um único ponto em 
comum. 


r é secante a a 
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Reta contida em plano 


Uma reta r está contida num plano a: se, e somente 
se, todos os pontos da reta pertencem ao plano. 


o 
[| 
[a] 
< 
а 
2 
2 


rCa 


4. POSIÇÕES RELATIVAS ENTRE 
DOIS PLANOS 


Planos paralelos 


Dois planos são paralelos se, e somente se, nào 
têm ponto em comum, ou têm todos os seus pontos 
em comum. 


a e В são planos о е В são planos 


paralelos distintos paralelos coincidentes 
(o. / Beo s B) (а = B) 
Planos secantes 


Dois planos a e B são secantes se, e somente se, 
têm uma única reta em comum. 


a e são 
planos secantes 





5. PERPENDICULARIDADE 


Retas perpendiculares 


Duas retas r e s 
são  perpendicula- d 
res se, e somente 
se, são concorren- 
tes e formam ângu- 
los “retos” entre si. 


Indicamos que r e s são perpendiculares por: 


rlsous.r. 
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Reta perpendicular a plano 


Uma reta r secante a um plano a: é perpendicular 
aa se, e somente se, todas as retas do plano о que 
concorrem com r sáo perpendiculares a r. 





Indicamos que r é perpendicular a а por r L о ou por 
alr. 


Teorema 
Se uma reta r é perpendicular a duas retas 


concorrentes de um plano a, então r é perpendi- 
cular a a. 


Para visualizar concretamente uma reta perpendicular 
a um plano, imagine um lustre preso por um fio ao teto de 
uma sala. O fio do lustre representa uma reta perpendi- 
cular ao plano do teto. 


Planos perpendiculares 
Definição 
Dois planos são perpendiculares se, e somente se, 


existe uma reta contida em um deles e perpendicular 
ao outro. 


Indicamos que um plano a é perpendicular a um plano 
B pelo símbolo а L B ou B La. 





Para visualizar concretamente dois planos perpendicu- Ângulos entre reta e plano 
lares, observe o plano do piso e o plano de uma das pare- 


Consideremos uma reta r secante a um plano @ em um 
des de uma sala de aula: 


ponto A; e um ponto В dessa reta, B = A. Sendo BC a reta 
perpendicular a а em C, os ángulos formados por re AC 
sáo os ángulos formados por r e o. 





Esses planos são perpendiculares. 


= 
= 
е 
< 
a 
т] 
ш 
s 
[= 
j= 
ш 
2 
О 
ш 
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Nota 


Se a reta é paralela ao plano ou está contida nele, então 
o ângulo formado por ambos é o ângulo nulo. 


6. ÂNGULOS NO ESPAÇO 


Ángulos entre duas retas reversas 


Sejam r e s duas retas reversas: Angulos entre dois planos 


Consideremos dois planos secantes œ e p, cuja reta 
comum é t. Sendo г е s retas contidas em a e В, respecti- 
vamente, tal que r L tes 1 т, os ángulos entre r e s são 
os ángulos entre o e В. 


4 


Consideremos uma reta >” paralela а r e concorrente 
com s. 





Notas 

1. As retas r e s nào precisam ser, necessariamente, 
concorrentes; podem ser reversas. 

2. O ángulo formado entre dois planos paralelos é o 


k 


ângulo nulo. 
A reta r' forma com a reta s os ângulos x e y. Definem- 
à 4 

se оо angulos formados pelas retas reversas r e s os  EXERCÍCIOS B ÁSICOS pcm 
próprios ángulos x e y. ; 

Quando duas retas sáo reversas e formam ángulos (В. Tomando como modelo a caixa de sapatos abaixo 
retos entre si, elas são chamadas de retas ortogonais. B 

D iil 

Exemplo 

Na caixa de sapatos abaixo, as retas AB e CD são . G 
reversas e formam ângulos retos entre si, por isso, são E F 


chamadas de retas ortogonais. 
classifique cada uma das afirmações seguintes como V 
ou F: 


D " a) AB / DC. 
с [ b) DC / HG. 
c) EF / FG. 
d) CB e HÉ são reversas. 
E e) CF e HE são reversas. 
f) As retas DB e AC são concorrentes. 
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£) As retas AB e EF são coplanares. 
h) As retas DB e HF sáo coplanares. 
i) AB / pF, G, Н). 
Nota 
O símbolo pl(F, G, H) indica o plano que passa pelos 
pontos F, G e H. 
1) AC / рщВ, C. G). 
K) AB C pl(H, G, B). 
1) EF C pl(F, С, B). 
m) AD é secante ao plano рН, G, Р). 
n) EB é secante ao plano pl(B, С, F). 
о) O plano pl(A, В, C) é secante ao plano pl(H, С, B). 
P) pI(A, B, C) // РИН, Е, F). 
q) РИА. B, С) / pA, D, C). 
1) Areta comum aos planos pl(B, G, F) e pl(A, B, C) é 
CF. 
s) BC é perpendicular a BG. 
t) BC forma ângulo reto com BG. 
u) EC é perpendicular a CF. 
v) BC é perpendicular a CÊ. 
w)DÉ é perpendicular ao plano pl(B, С, F). 
x) DF é perpendicular ao plano pI(E, Е, С). 
y) РИС, B, G) L РИА, B, C). 
2) РИА, C, F) L pK, H, Р). 


B.2 (PUC-SP) Qual das afirmações seguintes é verdadeira? 


a) Se duas retas distintas não são paralelas, então elas 
são concorrentes. 

b) Duas retas não-coplanares são reversas. 

c) Se a intersecção de duas retas é o conjunto vazio, 
então elas são paralelas. 

d) Se três retas são paralelas, então existe um plano que 
as contém. 

e) Se três retas distintas são concorrentes, duas a duas, 
então existe um plano que contém as três simulta- 
neamente. 


(Mackenzie-SP) Se a reta ғ é paralela ao plano с, então: 

a) todas as retas de а são paralelas a ғ. 

b) a reta r nào é coplanar com nenhuma reta de a. 

с) existem em a retas paralelas a r e também existem em 
a retas reversas a г. 

d) existem em a retas paralelas a r e retas concorrentes 
com r. 

€) a reta r pode estar contida em a. 


Observe a caixa de sapatos do exercício B.1. 

2) Dé exemplo de um par de arestas ortogonais nessa fi- 
gura. 

b) Quantos pares de arestas ortogonais existem nessa fi- 
gura? 

Uma reta r é perpendicular a um plano a, e uma reta s 

concorre com r em um ponto A, A É a, e forma com r 

um ângulo de 50º. Qual é a medida de um ángulo agudo 

que s forma com a? 





B.6 Definição 1. A distância entre dois pontos 4 eBéa 


medida do segmento AB. 





Definição 2. A distância entre duas sé a medida 
do menor segmento que liga uma figura a 
outra. | 

E 
d г; 
| A medida d ёа 
A medida d é a distáncia entre as retas 
distância entre o ponto paralelas ге з. 
Peareta г. 
P. o 


A medida d éa 
A MP INE Aanedidad éa 
PA a distáncia entre os 


planos paralelos а e В. 


De acordo com essas definições, resolva o problema a 
seguir. 

Dados um plano a e os pontos M e P, com M € a e 

P € a, tem-se que a distância entre Pe a é 15 cm e a dis- 
táncia entre P e M é 30 cm. Calcule a medida de um án- 
gulo agudo que a reta PM forma com o plano a. 


P 


15cm 30 cm 


о 


B.7 Definição 1. Chama-se projeção ortogonal de um pon- 


to P sobre um plano а a intersecção do 
plano a com a reta r que passa por P e é 
perpendicular a а. 

Definição 2. Chama-se projeção ortogonal de uma 
figura sobre um plano а o conjunto de 
todas as projeções ortogonais dos pontos da 

. figura sobre esse plano. 


P 


O ponto P' éa projecáo 


ortogonal do ponto P 
sobre o plano a. 


Y 


-----2 


1 





O segmento A'B' é 
projecáo ortogonal do 
segmento AB sobre o 
plano а. 





O segmento AB' é 
projeção ortogonal do 
segmento AB sobre o 
plano a. 


В.8 


De acordo com essas definições, resolva o problema а 
seguir, 

Um ponto A, pertencente a um plano a, e um ponto В, 
B € a, são tais que AB mede 6 cm e a reta AB forma 
com o um ángulo de 30º. 


Calcule: 
a) a medida da projeção ortogonal de AB sobre a; 
b) a distância do ponto B ao plano a. 


Dois planos а e B são secantes. As projeções ortogonais 
de um ponto A, А É a e À € B, sobre a e B são, respec- 
tivamente, A' e A”. Sabendo que o ángulo A'AA” mede 
80º, determine a medida de um ângulo agudo formado 
por a e В. 





e 

iS 
J EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES К 
(Faap-SP) O galpão da figura a seguir está no prumo e a 


cumeeira está “bem no meio” da parede. Das retas assi- 
naladas podemos afirmar que: 

a) t eu são reversas. 

b) se u são reversas. 

с) t e u são concorrentes. 

d) se r são concorrentes. 

e) t e и são perpendiculares. 





.€.2 (Fuvest-SP) São dados cinco pontos não-coplanares A, 


B, C, D e E. Sabe-se que ABCD é um retângulo, АЁ L АВ 
e АЁ 1 AD. Pode-se concluir que são perpendiculares 
as retas: 





a) EA e EB c) FÃ e AC e) AC e BÉ 
b) EB e BÁ d) EC e CÁ 


.€33 (U.E. Londrina-PR) Na figura abaixo, tem-se o ponto P 


que dista 12 cm do plano a. Traça-se por P a reta 7, 
perpendicular a « e que o intercepta em A. Os pontos В 
€ C, de o, são tais que BP = 13 cm, CP = 15 cm e 
AB LAC. 





Nessas condições, a medida de BC, em centímetros, é 
igual a: 


a) 34/5 c) 4/106 e) 12 
b) ./93 d) 11 


.€4 (U.E. Londrina-PR) A reta r é a intersecção dos planos 


perpendiculares а е B. Os pontos A e B são tais que 
A€o,A€ B, B€ B. B € a. As retas AB e r: 

a) são reversas. 

b) são coincidentes. 

c) podem ser concorrentes. 

d) podem ser paralelas. 

e) podem ser perpendiculares. 


RE (Cesgranrio) A é um ponto náo-pertencente a um plano 


a. O nümero de retas que passam por A e fazem um àn- 


gulo de 45º com a é igual a: 
а)0 с)2 e) infinito 
b1 d)4 


-C.6 Dois planos secantes a: e В formam entre si um ângulo 


de 30º e têm em comum a reta r. Os pontos А e B são tais 
que A € a, B € r, АВ L r e AB mede 8 m. Calcule a 
medida da projeção ortogonal de AB sobre В. 
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1. REGIÃO POLIGONAL CONVEXA 


Toda região plana cujo contorno é um polígono convexo 
é chamada de região poligonal convexa. 


Exemplo 


A região S da figura abaixo é uma região poligonal 
convexa. 


2. POLIEDRO CONVEXO 


Consideremos um conjunto G obtido pela reunião de 
n,n 2 4, regiões poligonais convexas tais que: 
I. não há duas dessas regiões contidas em um mesmo 
plano; 
II. cada lado de qualquer uma dessas regiões é lado de 
duas e somente duas delas; 
Ш. o plano que contém qualquer uma dessas regiões deixa 
as demais em um mesmo semi-espaço. 
A porção finita do espaço cuja superfície é o conjunto 
G é chamada de poliedro convexo. 


Exemplos 


a) 6 c) CAR 








* As regiões poligonais de G são chamadas de faces do 
poliedro convexo. 

* Cada lado de uma face qualquer é chamada de aresta 
do poliedro convexo. 

* Cada vértice de uma face qualquer é chamado de 
vértice do poliedro convexo. 


* Diagonal de uma face é qualquer diagonal do polígono 
dessa face. 

* Diagonal do poliedro é qualquer segmento de reta 
cujos extremos são dois vértices que não pertencem a 
uma mesma face. 

* O conjunto G é chamado de superfície do poliedro 
convexo. 

* A porção do espaço cuja superfície é a reunião dos án- 
gulos das faces que têm um mesmo vértice é chamada 
de ângulo poliédrico. 


Exemplo 











P 
É: 





A região poligonal HIJK é uma das seis faces do 
poliedro. 

O segmento JM é uma das doze arestas do poliedro. 

O ponto J é um dos oito vértices do poliedro. 

O segmento IM é diagonal da face INMJ. 

O segmento HM é diagonal do poliedro. 

A reunião das seis faces é a superfície do poliedro. 

A porção do espaço limitada pelos ângulos de faces 
ІЈМ, KJI e KIM é um ângulo poliédrico. 


Notas 


1. Existem poliedros não-convexos, como, por exem- 
plo, o poliedro da figura a seguir. Isso porque o plano que 
contém a face ABCD não deixa as demais faces num mes- 
mo semi-espaço, ou porque a face ADHGFE não é uma 
região poligonal convexa. 











2. Ángulos poliédricos com 3, 4, 5, ... arestas são 
chamados de ángulos triédricos, tetraédricos, pentaé- 
dricos, ..., respectivamente. 


“a Ângulo 2 


triédrico 





tetraédrico 





Nomenclatura 


Os poliedros, convexos ou não, recebem nomes de 
acordo com o nümero de faces que possuem: 


Hexaedro 





Eneaedro 





Decaedro 








Exemplos 


p : 
а ÉS 


Y 


Octaedro 


b) 


3. RELACAO DE EULER 


Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


Ri Umoctaedro convexo possui todas as faces triangulares. 
Quantas arestas possui esse poliedro? 
Resolução 
O poliedro possui oito faces e cada face possui três ares- 
tas. Multiplicando o número de faces pelo número de 
arestas de cada uma, 8 * 3, obtemos o dobro do número 
de arestas do poliedro. Isso porque cada aresta é lado de 
duas, e somente duas, faces; portanto no cálculo 8 * 3 
cada aresta é contada duas vezes. Assim, o número A de 














arestas desse poliedro é A = HR = 12. 


GEOMETRIA ESPACIAL 





R.2 Um poliedro é constituído por vinte ángulos triédricos. 
Quantas arestas possui o poliedro? 
Resolução 
O poliedro possui vinte vértices. De cada vértice partem 
três arestas. Multiplicando o número de vértices pelo 
número de arestas que partem de cada vértice, 20 * 3, 
obtemos o dobro do número de arestas do poliedro. Isso 
porque cada aresta une dois, e apenas dois, vértices do 
poliedro; portanto no cálculo 20 * 3 cada aresta é contada 
duas vezes. Assim, o número A de arestas do poliedro é 

20-3 


AEE =80, 





“Parece que meu lápis 
me supera em inteligência.” 
Essa frase teria sido dita £ 
pelo suíço Leonhard Euler | 
sobre sua capacidade de 
produzir e criar em matemá- 
tica. Nenhum outro mate- 
mático produziu tanto quan- 
to Euler, que publicou mais 
de 500 livros e artigos du- 
rante toda a sua vida. 


MANSELL COLLECTION 


Leonhard Euler (1707-1783). 
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Em seus estudos sobre superfícies, Euler demonstrou o 
teorema: 


Em todo poliedro convexo cujo nümero de vér- 
tices é V, o número de arestas é A e o número de faces 
é F, vale a relação: 

V-A+F=2 


Exemplo 


No poliedro convexo abaixo temos V = 8, A = 12e 
F — 6. Observe que: 


V-A+F=8-12+6=2 








N 
$ r 
Г. EXERCÍCIOS RESOLVIDOS Н 


R.3 Um poliedro convexo é constituído por doze arestas e 
oito vértices. Quantas faces possui esse poliedro? 
Resolução 
Pela relação de Euler, temos que V — A + F = 2, para 
qualquer poliedro convexo. 

Como V = 8 e A = 12, obtemos: 
8-2 +F=2>5F=6 
Logo, o poliedro possui seis faces. 


R.4 Um dodecaedro convexo possui todas as faces pentago- 

nais. Quantos vértices possui esse poliedro? 

Resolução 

O poliedro possui doze faces e cada face possui cinco 

arestas. O produto do número de faces pelo número de 

arestas de cada face, 12 5, é о dobro do número de ares- 

tas do poliedro. Isso porque cada aresta é lado de duas e 

apenas duas faces; portanto no cálculo 12 * 5 cada aresta 

é contada duas vezes. Assim, o número A de arestas do 

poliedro é À = E 3. e 80. 

Temos então que A = 30, F = 12 e o dodecaedro é 

convexo. Como a relacáo de Euler nos garante que 

V — A + Е = 2 para todo poliedro convexo, temos: 
V-30+12=25V=20 

Portanto, o dodecaedro possui vinte vértices. 


4. SOMA DOS ÂNGULOS DAS FACES DE 
UM POLIEDRO CONVEXO 


Consideremos um poliedro convexo com duas faces 
pentagonais e cinco faces quadrangulares. Para calcular a 
soma dos ângulos de suas faces, basta lembrar que a soma 
S, dos ângulos internos de um polígono convexo de n 
lados é dada por: 





S; = (n — 2)180° 


Assim, temos que: 
* a soma dos ângulos de uma face quadrangular é: 


SE S, = (4 — 2)180° = 360º 


* a soma dos ângulos de uma face pentagonal é: 


S; = (5 — 2)180º = 540º 


Como o poliedro possui cinco faces quadrangulares e 
duas pentagonais, a soma 5 dos ángulos das faces é: 


5 = 360°. 5 + 540º - 2 = 2.880? 


Efetuando os cálculos anteriores, genericamente, para 
um poliedro convexo cujo número de vértices é V, chega- 
se ao resultado apresentado no teorema a seguir. 


Teorema 


A soma S dos ángulos das faces de um poliedro 
convexo que possui V vértices é: 


S = (V — 2)360° 


у 
in t 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO = 


R.5 Qual é a soma dos ángulos das faces do poliedro 
convexo abaixo? 








Resolucáo 

A soma dos ángulos das faces de um poliedro convexo é 
dada por 5 = (V — 2)360º. Como o poliedro em questão 
é constituído por 7 vértices, temos 5 = (7 — 2)360º, ou 
seja, $ = 1.800º. 


5. POLIEDROS REGULARES 
Definição 


Um poliedro convexo é regular se, e somente se, 
forem obedecidas as seguintes condições: 
I. todas as suas faces são regiões poligonais regu- 
lares e congruentes entre si; 
TI. todos os seus ângulos poliédricos são congruen- 
tes entre si. 


Nota 
Dois ângulos poliédricos são congruentes quando as me- 
didas dos ângulos de suas faces são, respectivamente, iguais. 


Exemplos 
a) Um tetraedro regular possui: 

* em todas as suas faces regiões poligonais triangu- 
lares regulares (triángulos equiláteros) congruentes 
entre si; 

* todos os ángulos triédricos congruentes entre si. 


b) Um hexaedro regular, ou cubo, possui: 
* todas as faces quadradas e congruentes entre si; 
* todos os ángulos triédricos trirretángulos. 





Existem exatamente cinco classes de poliedros 
regulares. 


As cinco figuras seguintes mostram um exemplo de 


cada classe de poliedros regulares: 


Octaedro regular 





Hexaedro regular 


Tetraedro regular 





Dodecaedro regular Icosaedro regular 


M 
13 2 
Jj EXERCÍCIOS BÁSICOS um 


B.1 Um icosaedro convexo possui todas as faces triangu- 
lares. Quantas arestas possui esse poliedro? 





B.2 Um poliedro convexo é constituído por trés faces trian- 
gulares, cinco quadrangulares e sete pentagonais. Quan- 
tas arestas possui esse poliedro? 


B.3 Sabendo que um poliedro convexo é constituído por 
doze ángulos triédricos (ángulos de trés arestas), quantas 


arestas possui esse poliedro? 


B.4 Dado que um poliedro convexo é constituído por cinco 
ángulos triédricos, cinco ángulos tetraédricos (quatro 
arestas) e um ángulo pentaédrico (cinco arestas), quantas 
arestas possui esse poliedro? 

Qual é o número de faces de um poliedro convexo cons- 
tituído por dezesseis vértices e 24 arestas? 


B.6 О número de faces de um poliedro convexo é igual ao 
número de vértices. Sabendo que esse poliedro é consti- 
tuído por dez arestas, determine o seu número de vértices. 


Calcule o número de arestas de um poliedro convexo 
constituído por treze faces e 22 vértices. 





B.8 О número de arestas de um octaedro convexo é o dobro do 
número de vértices. Quantas arestas possui esse poliedro? 


'B.9 (UFPE) Um poliedro convexo possui dez faces com três 
lados, dez faces com quatro lados e uma face com dez 
lados. Determine o número de vértices desse poliedro. 


B.10 (Cesgranrio) Um poliedro convexo tem catorze vértices. 
Em seis desses vértices concorrem quatro arestas, em 
quatro desses vértices concorrem três arestas e, nos 
demais vértices, concorrem cinco arestas. O número de 
faces desse poliedro é igual a: 
a) 16 b) 18 c) 24 


d) 30 e) 44 


B.11 Calcule a soma dos ángulos das faces de um poliedro 
convexo constituído por seis vértices. 


-B.12 Qual é a soma dos ángulos das faces de um poliedro con- 
vexo constituído por onze faces e 27 arestas? 


'B.13 (UFPE) Unindo-se o centro de cada face de um cubo, por 
segmentos de reta, aos centros das faces adjacentes, 
Obtém-se as arestas de um poliedro regular. Quantas 
faces tem esse poliedro? 


`В.14 (Faap-SP) Considere um tetraedro regular e um plano 
que o intercepta. A única alternativa correta é: 
a) A intersecção pode ser um quadrilátero. 
b) A intersecção é sempre um triângulo. 
c) A intersecção é sempre um triângulo equilátero. 
d) A intersecção nunca é um triângulo equilátero. 
e) A intersecção nunca é um triângulo isósceles. 





M 
) г 
j EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES F 


СС. Existe poliedro convexo que possua o número de vér- 
tices igual ao número de arestas? Por qué? 


<a Prove que, “se um poliedro convexo possui o número de 
vértices igual ao número de faces, então o número de 
arestas é par”. 


.€.3 Existe poliedro convexo constituído por V vértices, А 
arestas e F faces, de modo que V + A + F = 17? Por qué? 


C4 (Mackenzie-SP) Sabe-se que um poliedro convexo tem 
oito faces e que o número de vértices é maior do que seis 
e menor do que catorze. Então o número A de arestas é 


tal que: 

а) 14< A x 20 d)13=A=<19 
b)14 « A < 20 e)17«Ax20 
с) 13 <А «€ 19 


/.€,5 (Fuvest-SP) Quantas faces tem um poliedro convexo 
com seis vértices e nove arestas? Desenhe um poliedro 
que satisfaça essas condições. 


€6. (UFRS) Um poliedro convexo de onze faces tem seis 
faces triangulares e cinco faces quadrangulares. Os 
números de arestas e de vértices do poliedro são, respec- 


tivamente: 
a)34e 10 c)34e 20 e) 19e 12 
b)19e 10 d) 12e 10 


em (Cefet-RJ) Um poliedro convexo de dezessete arestas e 
doze vértices tem somente faces quadrangulares e hepta- 
gonais. Os números de faces quadrangulares e heptago- 
nais são, respectivamente, iguais a: 
a)5e2 c)3e4 
b)2e5 d)4e3 


e)4e7 
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Todas as faces de um poliedro convexo são quadrangu- 
lares. Sabendo que a soma dos ángulos dessas faces é 
4.320º, determine o número de arestas desse poliedro. 





C9 Um poliedro convexo é constituído apenas por ângulos 
triédricos e ângulos tetraédricos (quatro arestas). Saben- 
do que esse poliedro possui vinte arestas e que a soma 
dos ângulos das faces é 3.600º, determine quantos ângu- 
los triédricos e quantos tetraédricos possui o poliedro. 


/€.10. Qual é o poliedro cujos vértices são os centros das faces Octaedro regular 
de um octaedro regular? 


UNIDADE 9 





cm Desenhe em uma cartolina cada uma das figuras seguin- 
tes, com 5 cm de aresta. Recorte-as e construa cada um 
dos poliedros: 
a) 





Tetraedro regular 





Dodecaedro regular 


e) 





Hexaedro regular Icosaedro regular 





1. CONCEITUACAO 


Sejam « e B dois planos paralelos distintos, uma reta r 
secante a esses planos e uma região poligonal convexa 
A¡A2A3...A, contida em o. Consideremos todos os seg- 
mentos de reta, paralelos a r, de modo que cada um deles 
tenha um extremo pertencente à regiào poligonal e o outro 
extremo pertencente a p: 





A reunião de todos esses segmentos de reta é um po- 
liedro chamado de prisma limitado ou simplesmente de 
prisma. 


Elementos do prisma 


e As regiões poligonais 
А,А,Аз..А, е В,В„В;...В„ 
são chamadas de bases do 
prisma. 

e Os polígonos А)А,А;..А, 
e B,B;B,...B, que limitam 
as bases são chamados de 
polígonos das bases do 
prisma. 

* As demais faces, exceto 
as bases, são chamadas de 
faces laterais do prisma. 
Por exemplo, A,B,B;A,, А,В,В,А;, ... são faces laterais. 

* Os vértices das faces são chamados de vértices do pris- 

ma. Por exemplo, A,, A», ..., Bj, Bo, ... são vértices. 

Os lados das bases são chamados de arestas das bases 

do prisma. Por exemplo, АА, AA», ..., BBa, В.В, ..., 

são arestas das bases. 

* As demais arestas, exceto as das bases, são chamadas 
de arestas laterais do prisma. Por exemplo, 4,B,. 4,B,, 


А,В, ... são arestas laterais. 





* A distância entre os planos das bases é chamada de 
altura do prisma. 

* A soma das áreas de todas as faces laterais é chamada 
de área lateral do prisma. 

* A soma da área lateral com as áreas das duas bases é 
chamada de área total do prisma. 

* Todo segmento de reta cujos extremos são vértices que 
não pertencem a uma mesma face do prisma é chamado 
de diagonal do prisma. Por exemplo, ВА, é uma dia- 
gonal do prisma. 


Nomenclatura 


Um prisma é classificado de acordo com o número de 
arestas de uma base. 


Exemplos 


Prisma quadrangular 





Prisma triangular Prisma hexagonal 


2. PRISMA RETO 


Um prisma é reto se, e somente se, suas arestas 
laterais são perpendiculares aos planos das bases. 


Nota 


Se um prisma não é reto, então é chamado de prisma 
oblíquo. 


Exemplos 





Prisma pentagonal reto 


Prisma triangular oblíquo 


Note que em todo prisma reto a medida de uma aresta 
lateral é a própria altura do prisma. 
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3. PRISMA REGULAR 


Um prisma é regular se, e somente se, é reto e 
seus polígonos das bases são regulares. 













Exemplo 


Polígono regular 


UNIDADE 9 






Prisma hexagonal regular 


Note que em todo prisma regular as faces laterais são re- 
tángulos congruentes entre si. 


| ; 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO 


Е.1 Em um prisma regular triangular, cada aresta lateral mede 
10 cm e cada aresta da base mede 6 cm. 
a) Calcular a área de uma face lateral desse prisma, 
b) Calcular a área de uma base desse prisma. 
c) Carcular a área lateral desse prisma. 
d) Calcular a área total desse prisma. 











Resolução 
a) Cada face lateral é um retângulo de base 6 cm e altura 
10 cm, logo, a área A, de cada face é: 


A, = (6 * 10) cm? = 60 cm? 


10 ст 








b) Cada base é um triângulo equilátero de lado 6 cm. 
Lembrando que a altura de um triángulo equilátero 


de lado a é dada рог h = EAE temos que 


2 


в= us = 34/3 cm. 


313 cm 





6cm 


Portanto, a área B de uma base é 


B= S quê = 9,3 cm?. 


c) A área lateral A, é a soma das áreas das três faces 
laterais, isto é: 


Ас = 3 + А; = 3 · 60 cm? = 180 cm? 


d) A área total А, é a soma da área lateral А, com duas 
vezes a área B de uma base, isto é: 


A, = А, + 2B = (180 + 18,/3 ) em? 
4. PARALELEPÍPEDO RETO-RETÂNGULO 


Todo prisma reto cujos polígonos das bases sáo 
retângulos é chamado de paralelepípedo reto-re- 


tângulo. 


Exemplos 


b) Quadrado 





Paralelepípedo reto-retângulo Cubo 


Medida de uma diagonal de um 
paralelepípedo reto-retângulo 


Consideremos um paralelepípedo reto-retângulo cujas 
dimensões, comprimento, largura e altura, sejam as me- 
didas a, b e c. Sejam d e D as medidas de uma diagonal 
da base e de uma diagonal do paralelepípedo, respecti- 
vamente: 

A Az 





Aplicando o teorema de Pitágoras no triângulo retân- 
gulo ААА, temos: 


A^ 


Ю”= 4? + с? Mm 





Ав As 


d 


Aplicando o teorema de Pitágoras no triángulo retán- 
gulo A;AçAs, temos: 


Аз 


b 


4® = а + Ь° ар 





As E 5 As 


Substituindo (II) em (1), obtemos: 


DEJARA E 


D=sd+b+e=> 


M 
Di 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO e 


R.2 As dimensões, comprimento, largura e altura, de um 
paralelepípedo reto-retângulo são 20 cm, 12 cm e 9 cm. 
Calcular a medida de uma diagonal desse paralelepípedo. 
Resolução 
A medida D de uma diagonal é igual à raiz quadrada da 
soma dos quadrados das dimensões a, b e c, ou seja: 


D= Ја +b +c? 





Logo, temos: 
D= „0 + 122 + 92 cm = D= „/625 cm 
г.р = 25 ст 


Área total de ит paralelepípedo reto- 
retângulo 


Consideremos um paralelepípedo reto-retângulo cujas 
dimensões, comprimento, largura e altura, sejam as 
medidas a, b e c: 











A área total desse paralelepípedo é a soma das áreas de 
suas seis faces. Temos, dentre essas faces, duas regiões 


retangulares de área ab, duas de área ac e duas de área bc. 
Logo, a área total A, desse paralelepípedo é: 


А, = 2аЬ + 2ac+2bc => A = X(ab + ac + bc) 


15 ; 
5 EXERCÍCIO RESOLVIDO #8 


R.3 Calcular a área total de um paralelepípedo cujas dimen- 
sões, comprimento, largura e altura, são 6 m, 5 me 2 m. 





Resolução 








A=U6:2+6:5+5:)m > А, = 104m* 


Volume de um paralelepípedo reto- 
retângulo 


Consideremos um cubo (hexaedro regular) de aresta 
1 cm. A porção do espaço ocupada por esse cubo é uma 
unidade de volume definida como 1 cm? (lê-se “um cen- 
tímetro cúbico”). 





1cm 


Analogamente definimos 1 dm?, 1 m?, 1 mm? etc. 


Vejamos como medir o volume, em centímetros cúbi- 
cos, de um paralelepípedo reto-retângulo cujas dimen- 
sões são 5 cm, 3 cm e 4 cm. 


4cm 


3cm 





5cm 


Devemos comparar o volume desse paralelepípedo 
com o volume de um cubo de aresta 1 cm, ou seja, deve- 
mos calcular a quantidade desses cubos necessária para 
formar um volume igual ao volume do paralelepípedo. 
Para isso, vamos formar, com cubos de 1 cm de aresta, 
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um paralelepípedo com as dimensões 5 cm, 3 cm e 4 cm, 
conforme figura abaixo. 





Pense nessa figura como sendo um prédio. No último 


andar podemos contar quinze cubos e em cada um dos 
outros andares há também quinze cubos. Como temos 
quatro andares com quinze cubos em cada um, o total de 
cubos é 15 * 4 = 60. Assim, o volume do paralelepípedo 
€ 60 cm”. 


Note, portanto, que o volume do paralelepípedo é cal- 


culado multiplicando-se suas dimensões: 


V= 5 ст · 3 cm · 4cm = 60 cm? 


De modo geral, temos o seguinte: 


O volume V de um paralelepípedo reto-retángulo 
de dimensões a, b e c é o produto das três dimensões: 





EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.4 Calcular o volume de um paralelepípedo reto-retângulo 


de dimensões 6 m, 3 m e 2 m. 

Resolução 

O volume V de um paralelepípedo reto-retângulo é o 
produto de suas dimensões, ou seja: 


V=6m:3m:2m = V=36m* 


R.5 Calcule o volume V de um paralelepípedo reto-retángulo 


de área total 198 cm? e dimensões diretamente proporci- 
onais a 1, 2e 3. 

Resolucáo 

Sejam а, b e c as medidas, em centímetros, das dimensões 
do paralelepípedo abaixo. 





Temos que: 
^ a=k 
a € 
ы СӘН ес = = 
1 2 3 к= }Ь = 2k 
с = 3E 


Temos ainda que A, = 2(ab + ac + bc)e A, = 198 cm?. 
Assim, podemos escrever: 


Ak + 2k + k * 3k + 2k + 3k) = 198 
2.200 +31 + 6) = 198 ^. 22? = 198 
.Ё=9=к= +3 


O valor de k deve ser positivo, pois, caso contrário, tería- 
mos as dimensões do paralelepípedo representadas por 
números negativos, o que é absurdo. Logo, k = 3. 
Portanto, as dimensões do paralelepípedo são 3 cm, 6 cm 
e 9 cm, com o que se conclui que seu volume V é: 


V=3cm:6em-9cm= 162 cn? 


Cálculo da vazão de um rio 


Para o cálculo da vazão de um rio em um trecho 
de margens paralelas, calcula-se a velocidade da 
correnteza e admite-se o trecho como um paralele- 
pípedo. Vamos supor que a velocidade da correnteza 
seja 3m/s e que o paralelepípedo tenha dimensões 
5 m por 40 m por 10 m, conforme a figura abaixo: 





3m 


Imagine uma torneira "gigante", com a mesma 
vazão do rio, despejando água num paralelepípedo 
com essas dimensões, até então vazio. O paralelepi- 
pedo ficaria completamente cheio de água em 1 se- 
gundo. Como o volume do paralelepípedo ё 
1.200 m? e cada m? equivale а 1.000 £, tem-se que 
a vazão do rio é 1.200.000 €/s. 


5. CUBO 


O cubo (hexaedro regular) é um paralelepípedo reto- 
retángulo cujas arestas tém todas a mesma medida a. As 
medidas de uma diagonal, da área total e do volume do 
cubo sáo obtidas pelas fórmulas do paralelepípedo reto- 
retângulo de arestas a, b e c: 





D = Ја? + b? + c? , A, = X(ab + ac + bc), V = абс, 


fazendo a = b = c. 


Medida da diagonal de um cubo cuja 
aresta mede a 





D=ad3 


D= Ја + а + а? >D = За? 


Área total do cubo сија aresta mede а 
A= Xara taratara) > 4-6 
Nota 
A área lateral do cubo é A, = 4a? 


Volume do cubo cuja aresta mede a 


V-a:acac У= а 





EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.6 А medida de uma aresta de um cubo é 4 cm. Determinar: 
a) a medida de uma diagonal desse cubo; 
b) a área total desse cubo; 
C) a área lateral desse cubo; 
d)o volume desse cubo. 


4cm 





Resolução 

aD = 4/3 = р = 443 cm. 

b) А, = ба? = А, = 6: 4 cm? = 96 cm? 
c) А,= 4а? > А = 4. 4 сп = 64сш? 
d) V=4 = V=Lem'=64 cm 


R7 Ота diagonal de uma face de um cubo mede 5 42. em. 


Determinar a medida de uma diagonal desse cubo. 


Resolucáo 
Seja a a medida da aresta do cubo: 





Aplicando o teorema de Pitágoras no triángulo ABC, 
temos: 





542 E 
а a+ea=(5/2)= 22 = 50 


JP-25 2-5 


Como a deve ser positivo, pois é medida de uma aresta, 
temos que a — 5. 
A medida D da diagonal do cubo é dada por D — a3 . 


Logo, D = 54/3 cm. 


Por que um bebé sente mais frio que um 
adulto? 


O estudo de áreas e volumes nos ajuda a explicar 
algumas situacóes do dia-a-dia como, por exemplo, 
por que um bebé sente mais frio que um adulto, Para 
entender esse fato, pense em dois cubos de ferro 
maciço, um de aresta 5 cm e o outro de aresta б cm, 
ambos à mesma temperatura de 56 °С. 





3cm 


Colocando-os em um amblente de temperatura 
mais baixa, o cubo menor perderá calor mais rapida- 
mente que o maior. Na linguagem do cotidiano dize- 
mos que o menor se esfriará mals rapidamente que 
o maior. Isso ocorre porque a razão da área total para 


o volume do cubo pequeno, 





633% 
Sw 2, é maior 
que a razão correspondente no cubo grande, 
. 6? 
LE = 1, ou seja, a superfície em contato com 
o ambiente é relativamente malor no cubo pequeno. 
O mesmo acontece com um bebé e um adulto, A ra- 
280 da área para o volume do corpo de um bebé é 
maior que a razão correspondente em um adulto, por 
Isso a criança tem maior dificuldade em manter o ca- 
lor de seu corpo e, portanto, sente mais frio. 


IB, ‚ 
Jj EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.1 Em um prisma regular triangular, cada aresta lateral 
mede 8 cm e cada aresta da base mede 4 cm. 





a) Calcule a área de uma face lateral desse prisma. 
b) Calcule a área de uma base desse prisma. 

c) Calcule a área lateral desse prisma. 

d) Calcule a área total desse prisma. 
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'B.2 Em um prisma regular hexagonal, cada aresta lateral 
mede 4 dm e a área de uma base é 6./3 dm?. 





a) Calcule a medida de cada aresta da base desse prisma. 
b) Calcule a área lateral desse prisma. 
c) Calcule a área total desse prisma. 


B.3 As dimensões, comprimento, largura e altura, de um pa- 


ralelepípedo reto-retângulo são 4 cm, 11 cm e 3 cm. 
Calcule a medida de uma diagonal desse paralelepípedo. 


В:4 As medidas, em metros, das dimensões de um paralele- 
pípedo reto-retângulo estão em progressão aritmética de 
razão igual a 1. Determine essas dimensões, sabendo que 


uma diagonal desse paralelepípedo mede 2/5 m. 


'B.5 Calcule a área total de um paralelepípedo reto-retángulo 
cujas dimensões são 5 m, 2 me 1 m. 


B6. As dimensões de um paralelepípedo reto-retângulo são 
diretamente proporcionais a 1, 2 e 4. Determine essas 
dimensões sabendo que a área total desse paralelepípedo 
6 252 cm? 


B.7 (PUC-MG) A soma das dimensões de um paralelepípedo 
retângulo é igual a 16 cm. A área total mede 166 cm?. A 
medida, em cm, da diagonal do paralelepípedo é: 


a) 10 с) 34/10 e)7 
b) 9 d) 5./2 


B.8 Calcule o volume de um paralelepípedo reto-retángulo 
de dimensóes 5 cm, 4 cm e 2 cm. 


B.9 Definição: “Um litro é igual a um decímetro cúbico 
(1 litro = 1 дш)”. Calcule a capacidade, em litros, de 
uma piscina cuja forma é de um paralelepípedo reto- 
retângulo de dimensões 20 m, 10 m e 2 m. 


'B.10 (UFMG) As dimensões de uma caixa retangular são 3 cm, 
20 mm e 0,07 m. O volume dessa caixa, em mililitros, é: 
a) 0,42 c) 42 e) 4.200 
b) 4,2 d) 420 
Lembrete. 1 € = 1 dm. 


'B.11 (UFSC) Um tanque, em forma de paralelepípedo, tem 
por base um retângulo de lados 0,50 m e 1,20 m. Uma 
pedra, ao afundar completamente no tanque, faz o nível 
da água subir 0,01 m. Calcule o volume da pedra, em 
decímetros cübicos. 


B12 Uma aresta de um cubo mede 6 cm. Determine, desse 
cubo: 
a) a medida de uma diagonal; 
b) a área total; 
c) a área lateral; 
d) o volume. 


B.13 Calcule o volume de um cubo cuja diagonal mede ./6 cm. 


B.14 Calcule a área total de um cubo cuja diagonal mede 
1 cm. 


B.15 Uma diagonal de uma face de um cubo mede ,/2 m. 
Calcule a medida de uma diagonal desse cubo. 


B16 (UFMG) O volume de uma caixa cúbica é 216 litros. A 
medida de sua diagonal, em centímetros, é: 


a) 0,8/3 c) 60 e) 900/3 
b)6 d) 60/3 


BA7 (Fuvest-SP) Dois blocos de alumínio, em forma de cubo, 
com arestas medindo 10 cm e 6 cm, sáo levados juntos à 
fusão e em seguida o alumínio líquido é moldado como 
um paralelepípedo reto de arestas 8 cm, 8 cm e x cm. O 
valor de x é: 

a) 16 b) 17 


ta е 


с) 18 d) 19 e) 20 






6. VOLUME DE UM PRISMA QUALQUER 


O volume V de um prisma qualquer é igual ao 
produto da área B de sua base pela sua altura H. 


V=BH 


J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS к: 


R.8 O polígono de uma base de um prisma é um quadrado de 
lado 5 cm. Cada aresta lateral mede 6 cm e forma com os 
planos das bases ângulos de 60º. Calcular o volume 
desse prisma. à 





Resolução 
A área B da base do prisma é a área de um quadrado de 
lado 5 cm. Logo, temos que: 


В = (5 ст) = В = 25 cm? 


R9 


Para calcular a altura desse prisma, vamos traçar por um 
dos vértices a reta r perpendicular aos planos das bases. 





Assim, o volume V do prisma é dado por: 
у= ВН» V = 25 сш · 34/3 ст". V= 75/3 сп? 


Um prisma regular triangular tem arestas laterais de 6 cm e arestas da 
base de 4 cm. Calcular o volume desse prisma. 


4em 
Resolução 
Todo prisma regular é reto. Logo, temos que a medida 
de uma aresta lateral é a própria medida H da altura do 
prisma. Assim, H = 6 cm. Ainda pelo fato de o prisma 
ser regular, temos que o triângulo da base é equilátero. 





E 


4cm : 








Sendo h a altura do triángulo equilátero, temos pelo teo- 
rema de Pitágoras que: 


№ + 22 = 42 => 0 = 127. = 2/3 cm 
Assim, a área B desse triángulo é: 


B- 51545 м >B=44/3 cm? 


Finalmente, o volume V do prisma é: 


V=BH=V= 4,3 cm? - бст 
JV = 2443 cm? 


R.10 Um prisma regular hexagonal tem aresta da base com 
2 m e aresta lateral com 5 m. Calcular o volume desse 


prisma. 
B 
2m 


Resolução 

Como todo prisma regular é reto, temos que a medida H 
de sua altura é a própria medida de uma aresta lateral, 
Logo, Н = 5 т. 

Em todo prisma regular, os polígonos das bases são regula- 
res. Logo, cada base desse prisma é um hexágono regular. 


2m 


A área desse hexágono é igual a seis vezes a área de um 
triângulo equilátero de lado 2 m. 








A 


— Im — 





2m 
D ] 
1 


1 
П 


эю — 





Sendo h а altura desse triángulo equilátero, temos pelo 
teorema de Pitágoras que: 


R+2=2>5h=/3m 


A área À desse triângulo é: 
A= ыз тА = „/3 m 


Logo, a área В da região hexagonal é: 
B=645B=6/3m? 
Temos então que o volume V do prisma é: 


V=BH=V=6,/3 m^-5m .'. V= 30/3 m? 
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B.23 (Fatec-SP) Temos na figura a planificação de um sólido 





EXERCÍCIOS BÁSICOS : cujo volume é: 
а) 64/3. c) 24 e) 72 
B.18 Calcule o volume de um prisma de altura 5 cm cuja base 
b) 12/3 d) 18/3. 


é um losango com diagonais de 4 cm e 2 cm. 


a 
1 
а 
< 
е 
2 
= 





Lembrete. A área do losango é igual ao semiproduto das 
diagonais. 





B.19 O polígono da base de um prisma é um retángulo de 
lados 6 cm e 4 cm. Cada aresta lateral mede 10 cm e for- 
ma com os planos das bases ángulos de 45º. Calcule o 
volume desse prisma. 





B.24 Um prisma regular triangular tem todas as nove arestas 
congruentes entre si. Calcule a área total desse prisma, 


sabendo que seu volume é 164/3 dm?. 


B.25 Um prisma regular hexagonal tem arestas laterais de 
5 cm e arestas da base de 2 cm. Calcule, o volume desse 
prisma. 


B.26 (ITA-SP) Dado um prisma hexagonal regular, sabe-se 





4cm | que sua altura mede 3 cm e que sua área lateral é o dobro 
da área de uma base. O volume deste prisma, em cn», é: 
B.20 Um prisma reto de aresta lateral 10 m tem como polígono a) 2743 c)12 e) 174/5 
da base um triângulo retângulo de catetos 5 m e 12 m. b) 13 JE d) 54/3 


Calcule o volume desse prisma. 


B.27 (U.F.Santa Maria-RS) Deseja-se construir um aquário de 
vidro na forma de um prisma regular, de base hexagonal 
com 20 cm de aresta. Sabendo que 1.000 cm? equivalem a 
1 litro, a altura do aquário, em cm, para que o mesmo, to- 
talmente cheio, contenha 3,6 litros de água, deve ser: 


B.21 (Fuvest-SP) Na figura: 











а) 3 с) 33 e) 5/3 
5243 d)443 
rcícios complementares de C.10 a C.14 | 
x D] А 
a) ABCD e EFGH são trapézios de lados 2, 8, 5 е 5; EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES E 
b) os trapézios estáo em planos paralelos cuja distáncia Š 
63; C.i (UNIR) Para construir um prisma regular hexagonal de 
c) as retas AE, BF, DH e CG são paralelas. altura 5 cm e aresta da base 4 cm, um menino pretende 
Calcule o volume do sólido. recortar as faces laterais e as bases em uma folha retan- 
Sugestão. Imagine a face ABCD apoiada sobre o tampo gular de cartolina com 30 cm de comprimento por 20 cm 
de uma mesa. de largura. Considerando a aproximação УЗ: EMO 
percentual da folha usado nessa construção será de: 
B.22 Um prisma regular triangular tem arestas laterais de 9 cm a) 28,6% c) 29,4% e) 33,6% 


e arestas da base de 5 ст. Calcule o volume desse prisma. b) 29,81% d) 30% 





С.2 (UFPB) A altura de um prisma regular triangular mede 
4 ст е o apótema de uma de suas bases mede 243 cm. 


A área lateral desse prisma é: 


a) 48 cm? d) 96 cm? 
b) 144 cm? e) 126 cm? 
c) 108 em? 


Lembrete. O apótema de um polígono regular é o raio 
de sua circunferéncia inscrita. 


C.3 Uma folha retangular de cartolina tem comprimento 
20 cm e largura 10 cm. Recortam-se dessa folha quatro 
quadrados congruentes de modo que cada um deles 
tenha um dos vértices em um vértice da folha. A seguir, 
dobra-se essa folha, formando-se uma superfície aberta 
de um paralelepípedo reto-retângulo: 


20 cm 








10 cm 











Qual é a medida do lado de cada quadrado retirado, 
sabendo que a medida de uma diagonal da caixa cons- 


truída mede 6./11 cm? 


C.4 No exercício anterior, qual deve ser a medida do lado de 
cada quadrado retirado para que a área lateral seja igual 
à área do fundo da caixa? 


С.5 (Cefet-RJ) Uma piscina com formato de paralelepípedo 
retángulo com 5 m de largura, 10 m de comprimento e 
1,60 m de profundidade deverá ser azulejada. Sabendo 
que o m? do azulejo custa R$ 20,00 e que deverão ser 
comprados 10% a mais para as quebras, então o gasto 
total em reais será de: 
a) 1.760,00 
b) 1.960,00 
c) 2.156,00 


d) 2.960,00 
e) 3.256,00 


€6. (Vunesp) A área da superfície da Terra é estimada em 
510.000.000 km?. Por outro lado, estima-se que, se todo 
vapor de água da atmosfera terrestre fosse condensado, 
o volume de líquido resultante seria de 13.000 km*. Ima- 
ginando que toda essa água fosse colocada no interior de 
um paralelepípedo retángulo, cuja área da base fosse a 
mesma da superfície da Terra, a medida que mais se 
aproxima da altura que o nível da água alcancaria é: 
a) 2,54 mm. c) 25,4 cm. €) 0,254 km. 
b) 2,54 cm. d) 2,54 m. 


C.7 (Fuvest-SP) O volume de um paralelepípedo reto-retán- 
gulo é de 240 cnr. As áreas de duas de suas faces são 
30 cm? е 48 cm?. A área total do paralelepípedo, em 


em, é: 
a) 96 c) 236 e) 472 
b) 118 d) 240 


€.8 (PUC-MQ) A figura abaixo é um cubo cuja aresta mede 6 
centímetros. A área do triángulo ACF, em centímetros 
quadrados, é igual a: 
a) 642 


e) 36 


c) 1543 


b) 1242 d) 1843 
H G 
ZA 
e 
A B 


€ 


(Unicamp-SP) Ao serem retirados 128 litros de água de 

uma caixa-d'água de forma cúbica, o nível da água baixa 

20 centímetros. 

a) Calcule o comprimento das arestas da referida caixa. 

b) Calcule sua capacidade em litros (1 litro equivale a 
1 decímetro cúbico). 
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`С.10 (UFMG) Dois prismas oblíquos, de mesma altura h, têm 
um quadrado de lado a como base superior comum, e 
suas bases inferiores têm apenas uma aresta em comum. 
O volume do sólido formado pela intersecção dos dois 


prismas é: 
lg 2 lg 
а) «ah c) Ah e) уҥа 
er La 
b) 4h d) 7 Ha 





Um prisma reto de base pentagonal foi desdobrado 
obtendo-se essa figura, na qual as linhas tracejadas 


indicam as dobras. O volume dessa prisma é: 








264 243. сузо + 233. 
4 é 4 
b) 55 d)30 + il 


C.12 Um prisma reto de aresta lateral 8 cm tem como polígono 
da base um triángulo retángulo isósceles de hipotenusa 
4 cm. Calcule o volume desse prisma. 


C.13 Um prisma regular hexagonal possui todas as dezoito 
arestas congruentes entre si. Calcule o volume desse 
prisma, sabendo que sua área lateral é 96 п. 


'С.14 A figura mostra um prisma regular hexagonal de altura 
8 cm e aresta da base 3 cm. 





3cm 


a) Quantas diagonais possui esse prisma? 

b) Qual é a medida da maior diagonal que passa pelo 
vértice A? 

c) Qual é o volume desse prisma? 





1. CONCEITUACAO 


Sejam uma região poligonal convexa A,A;A,...A,, CON- 
tida em um plano a, e um ponto V, não-pertencente a о. 
Consideremos todos os segmentos de reta que possuem 
um extremo pertencente à região poligonal e o outro ex- 
tremo V: 





в 


A reunião de todos esses segmentos de reta é um poli- 
edro chamado de pirâmide limitada ou simplesmente 
pirámide de vértice V e base A,A5A,...A,. Indicamos essa 
pirámide por УА ,А,Аз...А 


Elementos da pirámide 


* O ponto V é chamado de vértice da pirámide. 

e A região poligonal А,А,Аз...А, é chamada de base da 

pirâmide, sendo A,, A», As, ..., A, os vértices da base. 

O polígono A;4,A,...A, que limita a base é chamado de 

polígono da base da pirâmide. 

As demais faces, exceto a base, são chamadas de faces 

laterais da pirâmide. Por exemplo, os triângulos 

АУА, A;VAs, AsVAs, ... São faces laterais. 

Os lados da base são chamados de arestas da base da 

pirámide. Por exemplo, A,4,, А,Аз, A344, ... São arestas 

da base. 

As demais arestas, exceto as das bases, são chamadas 

de arestas laterais da pirâmide. Por exemplo, A,V. 

A;V, AV, ... são arestas laterais. 

A distância entre o vértice V e o plano da base é chama- 

da de altura da pirâmide. 

A soma das áreas de todas as faces laterais é chamada 

de área lateral da pirâmide. 

* A soma da área lateral com a área da base é chamada 
de área total da pirâmide. 











Nomenclatura 


Uma pirâmide é classificada de acordo com o número 
de arestas da base. 


Exemplos 


A 4 


Pirámide triangular Pirámide quadrangular 





К зеге hexagonal 
2. PIRÂMIDE REGULAR 


Uma pirâmide. é regular se, e somente se, seu po- 
lígono da base éregulare a projecáo: ortogonal de seu 


vértice sobre. plan a base o. centro d dabase. —— 


BON te 





Exemplos 





Pirámide regular quadrangular 
(O ponto O é o centro do quadrado ABCD.) 





Pirámide regular hexagonal 
(O ponto O é o centro do hexágono regular ABCDEF.) 


Note que em toda pirâmide regular as arestas laterais são 
congruentes entre si e as faces laterais são triângulos isós- 
celes congruentes entre si. 
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Apótema de uma pirámide regular 


Chama-se apótema de uma pirámide regular todo seg- 
mento de reta cujos extremos são o vértice da pirámide e 
o ponto médio de um dos lados da base. 


UNIDADE 9 


Apótema da 
pirámide 





Apótema da 
base 


Note que o apótema da pirámide regular é a altura de um 
triángulo isósceles que é face lateral da pirámide. 


Apótema da base de uma pirámide 
regular 


O apótema do polígono da base da pirámide regular é 
chamado de apótema da base da pirámide. 


O teorema de Pitágoras e a pirámide 
regular 


Em uma pirámide regular, sejam: 
* H a medida da altura; 
* m a medida do apótema da pirámide; 
* ra medida do apótema da base; 
* b a medida de uma aresta da base; 
e (а medida de uma aresta lateral; 


e R o raio da circunferência circunscrita ao polígono da 
base. 


Pelo teorema de Pitágoras, temos: 





їй 4 
J EXERCICIOS RESOLVIDOS —— 


R.i Calcular a área lateral (A,) e a área total (A,) de uma pi- 
rámide regular hexagonal cuja altura mede 4 cm e uma 
aresta da base mede 2,/3 cm. 

Resolução 





Sendo m a medida do apótema da pirámide e r a medida 
do apótema da base, temos, pelo teorema de Pitágoras: 


2 +12 = т (D 
O apótema da base (г) é a altura de um triângulo equilá- 
tero de lado 2./3 cm. 


Ay 


A 213 
Pelo teorema de Pitágoras, temos: 
е+(Узуў= (оз ў=» 
=>"+3=12..r=3cm 
Substituindo r = 3 em (I), obtemos: 
4 +3 = т". т = 5 ст 
Assim, cada face lateral da pirámide é um triángulo isós- 


celes de base 2,/3 cm e altura 5 cm. 
Sendo A, a área de uma face lateral, temos: 


Ar- aem cm? — Ау = 53 cm? 


E 
213 cm 


A área lateral A, é igual a seis vezes a área de uma face 
lateral A, ou seja: 


A,=6-5,/3 cm? > A, = 30/3 cm? 


A área B do hexágono regular da base da pirâmide é 6 
vezes a área de um triângulo equilátero de lado 


243 cm e altura 3 cm, isto é: 
B-6- BE ga = 1843 cm? 


A área total A, é a soma da área lateral A, com a área da 
base B, ou seja: 


A, = А, + B = (30/3 + 18.3) cm? = 48,3 cm? 


Calcular a medida H da altura de um tetraedro regular 
cujas arestas têm medidas iguais a a. 





Resolução 

Um tetraedro regular é uma pirámide regular triangu- 
lar cujas arestas são congruentes entre si; logo, as quatro 
faces do tetraedro regular são triângulos equiláteros. 





2 
Pelo teorema de Pitágoras, temos т? + (2) = а (D 
еН? +12 = т. (Ш) 

















De (D), temos: 
т = а – а = т = i “m= 29 
О арбіета r da base mede - da altura É de um 
triângulo equilátero de lado a, ou seja: 
Substituindo m = =з ег= HE em (II), temos: 
2 2 
н ( A ) (E) é 
IL dE a mo He 


3. VOLUME DE UMA PIRÂMIDE 


QUALQUER 


O volume V de uma pirâmide qualquer é igual 


a ES do produto da área B de sua base por sua al- 


3 


tura H. 
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| Я 
5 EXERCÍCIOS RESOLVIDOS mi 





R.3 Uma pirâmide de altura 8 cm tem como polígono da base 
um triângulo retângulo de catetos 3 cm e 4 cm. Calcular 
o volume dessa pirâmide. 


H=8em 








3cm 
Resolução 
A área B da base da pirâmide é: 
B= ES cm? = В = 6 cm? 





3cm 


Assim, o seu volume V é: 


Il 


y 
SM 


ВН =» У = “6: 8 ст? 


A e 
3 3 


16 cm? 


O apótema de uma pirámide regular quadrangular mede 
13 cm e o apótema de sua base mede 5 cm. Calcular o vo- 
lume dessa pirámide. 

Resolução 

Sendo H a medida da altura da pirâmide, temos, pelo 
teorema de Pitágoras: 


Н? + 5° = 13?°.`.Н = 12 ст 





Como о apótema de um quadrado mede metade da me- 
dida de um lado, temos que cada aresta da base mede 
10 сте, portanto, a área da base é B = 100 cm?. Assim, 
o volume V da pirámide é: 


+ 100 + 12 ст? = 400 ст? 


4. TRONCO DE PIRÂMIDE DE BASES 
PARALELAS 


Consideremos um plano « paralelo à base de uma pi- 
rámide separando-a em dois poliedros. Um desses dois 
poliedros é uma pirâmide, e o outro é um tronco de pirá- 
mides de bases paralelas. 





Pirámide P 


Pirâmide P’ 


Tronco T da pirámide 
(A distância entre as duas bases 
é a altura do tronco.) 


Note que o volume V, do tronco é igual à diferença entre 
os volumes V; e Vp, das pirâmides P e P', respectivamen- 
te, isto é: 


Vo= Vo У 


J EXERCÍCIO RESOLVIDO mE 





R.5 А altura de uma pirámide regular quadrangular mede 
18 cm, e cada aresta da base mede 12 cm. Um plano a, 
paralelo à base e distante 9 cm do vértice, intercepta a pi- 
râmide. Calcular o volume do tronco de pirâmide assim 
determinado. 


Resolução 





18cm 





12cm 


Os triângulos VAB e VDC são semelhantes: 


v 
ү 
18 cm 
+ 
B D C 


А Gem 


Como os lados correspondentes são proporcionais, te- 


> = xe « DC = 3 cm, e, portanto, a base 
menor do tronco é um quadrado de lado 6 cm. 

O volume V; do tronco de pirámide é a diferença entre o 
volume da pirâmide original e o da pirâmide acima do 
plano a, isto é: 

1 


v= (+ -12-18 - + 6 > 9 Jem? = 756 em 


mos 


3 
! 4 А 
ү, EXERCÍCIOS BÁSICOS | 


B.1 Calcule a medida do apótema de uma pirâmide regular 
de altura 20 em cujo apótema da base mede 15 cm. 


B.2 О apótema de uma pirámide regular e a altura medem, 
respectivamente, 13 m e 12 m. Calcule a medida do apó- 
tema da base dessa pirámide. 


B.3 Oapótema de uma pirâmide regular e uma aresta da base 
medem, respectivamente, 8 cm e 12 cm. Calcule a medi- 
da de uma aresta lateral dessa pirámide. 


B.4 Calcule a medida da altura de um tetraedro regular cujas 
arestas tém medidas iguais a 3 cm. 


B.5 (U. Taubaté-SP) A soma S das áreas das faces de um te- 
traedro regular de aresta a é: 
aja c) da? e) 42a? 
b) „/3 a? d) J5 а? 


B,6 А altura de um tetraedro regular mede 2,/6 cm. Calcule: 
a) o apótema do tetraedro; 
b) o apótema da base; 
c) a área total. 


B.7 Calcule a área lateral A, e a área total A, de uma pirámide 
regular hexagonal cuja altura mede 6 cm e uma aresta da 
base mede 3,/3 cm. 


B.8 Calcule a área lateral A, e a área total A, de uma pirâmide 
regular quadrangular em que a altura mede 8 cm e o apó- 
tema da base mede 6 cm. 


B9 Calcule a área lateral A, e a área total A, de uma pirámide 
regular triangular de altura ,/6 cm e aresta da base 6 cm. 


'B.10 Uma pirámide de altura 8 dm tem como polígono da base 
um triángulo retángulo de catetos 2 dm e 4 dm. Calcule 
o volume dessa pirámide. 


Bi Calcule o volume de uma pirámide de altura 6 cm cujo 
polígoño da base é um triángulo isósceles de lados 
13 cm, 13 cm e 10 cm. 


.B.12. Qual é o volume de uma pirâmide de altura 15 cm, cujo 
polígono da base é um trapézio isósceles de lados 5 cm, 
5 em, 4cme 10 cm? 


'B.13 Calcule o volume de uma pirâmide regular quadrangular 
de altura 6 cm e aresta da base 4 cm. 


'B.14 Calcule o volume de uma pirámide regular triangular de 
altura 10 cm e aresta da base ./3 cm. 


'B.15 Calcule o volume de uma pirámide regular hexagonal de 
altura 5 m e aresta da base 4/3 m. 


'B.16 Calcule a área total e o volume de um octaedro regular 
cujas arestas medem 2 cm. 


A 


F 


`В.17 (UEPA) A figura abaixo representa uma pirámide qua- 
drangular regular, cuja aresta da base mede 6 cm e a 
altura 10 cm. Calcule: 
a) o volume da pirâmide; 
b) a área da secção transversal feita a 4 cm do vértice; 


c) o volume do tronco obtido. 
4 cm 








Secção 
transversal 





Definição. Secção transversal de uma pirâmide é qual- 
quer intersecção não-vazia e não-unitária da pirâmide 
com um plano paralelo à sua base. 
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UNIDADE 9 





M 
in 4 
Jj EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES ^ 


CJ А figura mostra uma pirámide regular quadrangular de 
altura 9 cm e apótema da base 343. cm. Calcule a medi- 
da do ángulo formado pelas faces VAD e VBC. 





Аё 


ба А figura representa um cubo de aresta 4 cm. Retirando- 
se desse cubo a pirámide FBGE, qual é a área total do po- 
liedro remanescente? 





C.3 (Fuvest-SP) Qual é a altura de uma pirámide regular qua- 
drangular que tem as oito arestas iguais a ./2 ? 


a) JT e 2 e) 43 
b) /L5 d) 2,5 


ea" (UFF-RJ) Considere o tetraedro regular MPQR, de ares- 
ta a, representado na figura. 


Q 


M 


Determine a área do triângulo MNP, em função de a, sa- 
bendo que N é ponto médio de OR. 


Gs (Unirio) Um prisma de altura H e uma pirámide têm ba- 
ses com a mesma área. Se o volume do prisma é a metade 
do volume da pirâmide, a altura dessa pirâmide é: 


at $T он OH  o&H 


C.6 (UFRGS) Numa pirâmide regular, à base é um quadrado 
de lado a. Suas faces laterais são triângulos equiláteros. 
O volume dessa pirâmide é: 








ER . d) B a? 
b) a a de 
o Lo 





(UECE) Numa pirámide quadrangular regular, uma 
aresta da base mede 24. cm e uma aresta lateral mede 
4/22 cm. O volume dessa pirámide, em cm, é: 

a) 742 с) 9/2 

b) 8./2 d) 10/2 


Sugestão. Desenhe um triângulo retângulo tendo a altura 
da pirâmide como um dos catetos e uma aresta lateral 
como hipotenusa. 


Uma pirâmide regular triangular tem altura 9 m e o apó- 
tema da base 2 m. Calcule o volume dessa pirâmide. 


vm A medida da altura de uma pirámide regular quadrangu- 
lar é igual à medida de uma diagonal de sua base. Saben- 
do que o apótema da pirámide mede 6 cm, calcule o vo- 
lume dessa pirâmide. 


O apótema de um tetraedro regular mede 3 cm. Calcule 
o volume desse tetraedro. 


car O apótema da base de um tetraedro regular mede 2 cm. 
Calcule o volume desse tetraedro. 





C.12 Um tetraedro regular tem arestas de 6 cm. Calcule o vo- 
lume desse tetraedro. 


cas Chama-se “tetraedro trirretângulo” toda pirâmide trian- 
gular que possui um ângulo triédrico trirretángulo (as 
três arestas são perpendiculares entre si). Calcule o volu- 
me de um tetraedro trirretângulo cujas arestas do ângulo 
triédrico trirretângulo medem 4 cm. 





C44. Uma pirámide regular quadrangular de altura 8 cm e 
aresta da base 4 cm é seccionada por um plano paralelo 
à base e distante 2 cm de seu vértice. Calcule o volume 
do tronco de pirámide assim determinado. 





1. CILINDRO CIRCULAR 


Sejam a e B dois planos paralelos distintos, uma reta 
s secante a esses planos e um círculo С de centro O con- 
tido em a. Consideremos todos os segmentos de reta, 
paralelos a s, de modo que cada um deles tenha um ex- 
tremo pertencente ao círculo C e o outro extremo per- 
tencente a p. 








A reunião de todos esses segmentos de reta é um sóli- 
do chamado de cilindro circular limitado de bases C e 
C' ou simplesmente cilindro circular. 


Nota 

Há outros tipos de cilindro (por exemplo, o cilindro de 
bases elípticas), porém trataremos neste curso apenas dos 
cilindros circulares; por comodidade, às vezes omitire- 
mos à palavra "circulares", chamando-os simplesmente 
de cilindros. 


Elementos do cilindro circular 


Geratriz 





* Os círculos C e C' de centros O e O', respectivamente, 
são chamados de bases do cilindro. 


* A reta ОО é chamada de eixo do cilindro. 

* A distância entre as bases é chamada de altura do ci- 
lindro. 

* Todo segmento de reta paralelo ao eixo OO” que tem 
extremidades pertencentes às circunferências das ba- 
ses é chamado de geratriz do cilindro. 

* Chama-se área lateral A, do cilindro a área da superfí- 
cie obtida pela reunião de todas as geratrizes. 

* Chama-se área total A, do cilindro a soma da área la- 
teral com as áreas das bases. 


Cilindro circular reto 
Cilindro circular reto é todo cilindro circular 


cujas geratrizes são perpendiculares aos planos das 
bases. 





Cilindro circular reto 


Em todo cilindro circular reto a medida л de uma ge- 
ratriz é a altura do cilindro. 

O cilindro circular reto também é conhecido por cilin- 
dro de revolução, pois pode ser obtido por uma revolu- 
ção (rotação) de 360º de uma região retangular em torno 
de um eixo que contém um de seus lados. 


<> 





o о 


2B 








Cilindro de revolução 
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Nota 






Cilindro circular oblíquo 


Secção meridiana de um cilindro 
circular 


A intersecção de um cilindro circular com um pla- 
no que passa pelos centros de suas bases é chamada 
de secção meridiana do cilindro. 


| E 
с р DE 


Cilindro circular reto 


Secção meridiana 


Qualquer secção meridiana de um cilindro circular 
reto é uma região retangular. 


Cilindro equilátero 


Todo cilindro circular reto cujas secções meridia- 
nas são quadradas é chamado de cilindro equilátero. 





2r 





Cilindro equilátero Secção meridiana 


No cilindro equilátero a altura é igual ao diâmetro da 
base: 


2. ÁREA LATERAL E ÁREA TOTAL DE UM 
CILINDRO CIRCULAR RETO 


A superfície de um cilindro circular reto de altura h e 
raio da base r é equivalente à reunião de uma região re- 
tangular, de lados 2лг e h, com dois círculos de raio г. 
Para entender essa afirmação, retire as bases de um cilin- 


Cilindro circular oblíquo é todo aquele que não é reto. 


dro, corte sua superfície lateral sobre uma geratriz e, por 
fim, planifique (coloque sobre um plano) as três regiões 
obtidas. 












Superfície lateral 


2xr 





A área do retángulo equivalente à superfície lateral do 
cilindro é a área lateral A, do cilindro, ou seja: 


A, = 2nrh 


A área total A, do cilindro é igual à soma da área lateral 
A, com as áreas das duas bases, ou seja: 


A, = 2nrh + xr? + xr? А, = 2nrh + 2nr 


А, = 2nr(h + г) 


R 
ү ME diga ade 


Rl Calcular a área lateral A, e a área total A, de um cilindro 
equilátero de raio da base 5 cm. 


Resolução 
A altura de um cilindro equilátero é igual ao diâmetro da 
base, logo: 











Superficie lateral 10 cm 








I — — — 2x :5 ст = 105 cm | 





A área lateral A, é a área do retângulo de lados 10r cm e 
10 cm, ou seja, A, = 107 - 10 cm? .". А, = 1007 cm?. 
A área B de cada base é a área de um círculo de raio 
5 cm, ou seja, В = т. 52 en? .. B = 25r ст. 

A área total A, é a soma da área lateral com as áreas das 
duas bases: 


A, = IO0x cm? + 251 cm? + 257cm? .'. А, = 150л en? 


3. VOLUME DO CILINDRO CIRCULAR 


O volume V de um cilin- 
dro circular de altura h e 
raio da base r é igual ao pro- 
duto da área da base, лг, 
pela altura A, isto é: 


V-mnrh 





+ 
E 
pO RESOLVIDO MEE 


R.2 Calcular o volume de um cilindro circular de altura 
10 cm e raio da base 3 cm. 


Resolução 


10 ст 





A área B da base do cilindro é: 
В = 13 ст? 2 B = 9r em 


O volume V do cilindro é o produto da área da base por 
sua altura: V = 9r - 10 cm? = V = 90r cm”. 


4. TRONCO DE CILINDRO RETO COM 
UMA BASE CIRCULAR 
Um plano « que intercepta todas as geratrizes de um 


cilindro circular reto separa-o em dois sólidos chamados 
de troncos de cilindro com uma base circular. 





(a — Geratriz menor 





ded do tronco Т 
p 
Geratriz maior /^ ur" 
do tronco Т 
n Geratriz maior 
= gad 7 dotronco T* 
Geratriz menor ___ 

do tronco T' T 





Volume de um tronco de cilindro reto 
com uma base circular 


Consideremos um tronco de cilindro circular reto que 
possui uma base circular S de raio r, a geratriz maior me- 
dindo G e a menor medindo g. 


Prolongando suas geratrizes de modo a formar um ci- 
lindro circular reto de bases $ e S”, e altura С + g, temos: 


= 


q 











| 
| 


y 


Esse cilindro é composto por dois troncos congruentes, 
possuindo, cada um, uma base circular de raio r, a gera- 
triz maior medindo G e a menor medindo g. Assim, cada 
um desses troncos possui volume V igual à metade do vo- 


lume Ус do cilindro, V = Za, ou seja: 


2, 
у= Rr (С + 8) 
2 
Note, portanto, que esse tronco é equivalente (tem o mes- 
mo volume) a um cilindro circular reto de raio da base r, 
cuja altura é a média aritmética entre as medidas das ge- 


= E G+ 
ratrizes maior e menor do tronco, 8. 


E 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO H 


R.3 От copo cilíndrico, cujo diâmetro interno mede 6 cm e 
cuja altura interna mede 10 cm, contém um certo volume 
de água. Inclinando o máximo possível esse copo, sem 
derramar a água, obtemos a medida descrita na figura 
abaixo. Qual é o volume da água contida no copo? 


==) 2cm 
CA 
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Resolução 
O volume da água é o volume do seguinte tronco de ci- 
lindro circular reto de base circular: 


10cm Bei 


Esse tronco é equivalente ao seguinte cilindro circular 
reto: 





Logo, o volume V do tronco é: 


V=1"3-9em>V=&8rem 





y 
| e 
5 EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.1 Calcule a área lateral e a área total de um cilindro circu- 
lar reto de altura 10 m e raio de base 3 m. 


B.2 (UFPE) Um contêiner, na forma de um cilindro circular 
reto, tem altura igual a 3 m e área total (área da superfície 
lateral mais áreas da base е da tampa) igual a 20x m°. 
Calcule, em metros, o raio da base desse contêiner. 


В.З A área lateral de um cilindro circular reto é igual à meta- 
de da área total, Calcule a altura desse cilindro, sabendo 
que o raio da base mede 5 em. 


B.4 Um cilindro equilátero tem altura 20 cm. Calcule a área 
lateral e a área total desse cilindro. 


B.5 Calcule o volume de um cilindro circular de altura 8 dm 
e raio da base 2 dm, 


B.6 Calcule o volume de um cilindro equilátero cujo raio da 
base mede 4 cm. 


B.7 (О.Е. Ouro Preto-MG) Um cilindro equilátero tem volu- 
me V = 16r cm; sua altura é: 


c) 23/16 cm 
d) 4 cm 


a)2cm 


b) 3/16 cm 


e) 32 cm 


В.8 (FGV-SP) Um produto é embalado em recipiente com 

formato de cilindros retos. O cilindro A tem altura 20 cm 

e raio da base 5 cm. O cilindro B tem altura 10 cm e raio 

da base 10 cm. 

a) Em qual das duas embalagens gasta-se menos mate- 
rial? 

b)O produto embalado no cilindro A é vendido a 
RS 4,00 a unidade, e o do cilindro B, a R$ 7,00 a uni- 
dade. Para o consumidor, qual a embalagem mais 
vantajosa? 


314 


B.9 (U.E. Londrina-PR) Dois recipientes cilíndricos têm al- 
tura de 40 cm e raios da base medindo 10 cm e 5 cm. O 


А c eu " 
maior deles contém água até 5 de sua capacidade. 


























10 5 
Essa água é despejada no recipiente menor, alcançando 
a altura A, de: 
a) 32cm c) 16 cm e) 10 cm 
b) 24 cm d) 12 cm 
B.10 (UNIR) Um lápis com a Simm 


forma de um cilindro cir- 
cular reto tem 8 mm de 
diâmetro e 16 cm de com- 
primento. O grafite, com 
a mesma forma cilíndrica, 
tem 3 mm de diâmetro, 
conforme mostra a figura 


16 ст 
ao lado. 








8mm 





O volume de madeira usada na fabricação do lápis é, em 
centímetros cúbicos, igual a: 
a) 1,27 с) 2,57 
ът d) 2,27 


е) 3,27 


B.11 (Cesgranrio) Um recipiente com a forma de um cilindro 
reto, cujo diâmetro da base mede 40 cm e altura 
+. cm, armazena um certo líquido, que ocupa 40% 
de sua capacidade. O volume do líquido contido nesse 
recipiente é, em litros, aproximadamente, igual a: 

a) 16 b) 18 c) 20 d) 30 e) 40 


B.12 Calcule o volume de um tronco de cilindro reto cuja base 
circular tem raio de 3 cm, a geratriz menor mede 4 cm e 
a maior mede 6 cm. 


4 cm бст 


3cm 


q 
in Й 
Jj EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


Um cilindro circular reto de raio da base 5 cm possui 
uma secção meridiana equivalente a uma de suas bases. 
Calcule a área lateral e a área total desse cilindro. Lem- 
brete. Figuras planas equivalentes são figuras de áreas 
iguais. 

€2 Uma secção meridiana de um cilindro equilátero tem 
área 100 m?. Calcule a área lateral e a área total desse ci- 
lindro. 





ы А 
Calcule a razão ur em que A, é a área lateral e A, é a 


área total de um cilindro equilátero de raio da base R. 


€.4 Uma lata de óleo, sob a forma de um cilindro circular re- 
to, tem raio da base 5 cm e seu volume é 1 €. Qual é a 
altura da lata? 


(U. F. Santa Maria-RS) Um orizicultor pretende cons- 
truir um depósito cujo formato e dimensões aparecem na 
figura. AB é um arco de circunferência de centro C, as 
medidas DF e EG são iguais e valem a metade da medida 
DE. Nessas condições, a medida da área da cobertura, 


em m?, vale: 
a) 4n 2 c) 807./2 e) 400 
b) 407/2 d) 1007,/2 
20m 
F G 
Аё! B 
120º H 
5 4 3 20m 
tia РЕП 
D em C 6m E 


€.6 (FELSP) No projeto de um prédio foi inicialmente pre- 
vista a construção de um reservatório de água com forma- 
to cilíndrico, cujas medidas seriam: raio da base igual a 
2 m e altura igual a 3 m. Depois foi constatado que o vo- 
lume do reservatório havia sido subestimado, sendo ne- 
cessário, na verdade, o dobro do volume inicialmente 
previsto. Qual deverá ser a medida do raio da base. saben- 
do que a altura do reservatório não poderá ser alterada? 


с) 2/2 m 
d) 4/2 m 


em (U. Gama Filho-RJ) Utilizando-se uma torneira cuja va- 
zão é de 10 litros por minuto, o tempo necessário para 
encher completamente um reservatório cilíndrico de 
70 cm de altura e 2 m de diâmetro é de aproximadamente: 
a) 22 min c)2he 15 min e)4h 
b) lhe 28 min d)3he40 min 


cs. (Fatec-SP) Um tubo de vidro, com formato de cilindro 
circular reto, é graduado com uma escala e está cheio de 


a)4m 
b)3m 


e)6m 


água até a borda. Veja as figuras. O diámetro interno do 
tubo é 5 cm. Inclinando-o paulatinamente, despeja-se a 
água nele contida até que atinja a marca que dista da bor- 


da i cm. O volume da água despejada é: 


a) 25 cm? 
b) 50 em? 


с) 75 ст? 
d) 100 ст? 


e) 125 en? 


gem 





(UDESC) Um cubo de aresta A é inscrito num cilindro de 
mesma altura. A área lateral desse cilindro é: 


№ лт. ЖТ 
а)т EE c) 2 é) Bem eH 
ge d) nna 


Nota. Um prisma se diz inscrito em um cilindro quando 
todos os seus vértices pertencem às circunferéncias das 
bases do cilindro. 


C40 (Enem) Uma garrafa cilíndrica está fechada, contendo 
um líquido que ocupa quase completamente seu corpo, 
conforme mostra a figura. Suponha que, para fazer me- 
dições, você disponha apenas de uma régua milimetrada. 





T) Para calcular o volume do líquido contido na garrafa, 
o número mínimo de medições a serem realizadas é: 
a)l €)3 e)5 
b)2 d) 4 

II) Para calcular a capacidade total da garrafa, lembran- 
do que você pode virá-la, o número mínimo de medi- 
ções a serem realizadas é: 

a)l с) 3 е) 5 
b) 2 d)4 
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1. SETOR CIRCULAR — REVISÃO 


Vamos estudar neste capítulo o cone circular. Para isso 
é necessário rever o cálculo da medida do ângulo central 
e da área de um setor circular. 


Ângulo central do setor circular 


A medida, em radianos, do ângulo central de um 
setor circular de raio r cujo arco tem comprimento € 





E —: 
r 
ү y N 
i e 07 та 
[ j) r 
o + 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO eee 


R.i Um setor circular de raio 5 cm tem arco de comprimento 
10 cm. Calcular a medida do ângulo central desse setor. 
Resolução 


ri 5cm N 
, 10 


i 10cm 8 = -7 rad = 2rad 
] 


Área do setor circular 


A área A de um setor circular de raio r cujo arco 


tem comprimento € é dada por A = ir. 


De fato, resolvendo a seguinte regra de trés: 


e 

Comprimento Ke Fi г, N 
do arco ! 

2nr лг? 0 

е А a 


£nr? tr 
2nr T 2 





J EXERCÍCIO RESOLVIDO so 


R.2 Calcular a área de um setor circular de raio 4 cm cujo 
arco tem comprimento 6 cm. 
Resolução 


Td / 
"d 4cm/ 
1 / 
NR 





A= A em? >A = I2cm* 


2. CONE CIRCULAR 


Sejam um círculo C de centro O contido em um plano 
a e um ponto V não-pertencente a a. 

Consideremos todos os segmentos de reta que pos- 
suem um extremo pertencente ao círculo e o outro 
extremo é V. 





A reunião de todos esses segmentos de reta é um sóli- 
do chamado de cone circular limitado de base C e vérti- 
ce V ou simplesmente cone circular. 


Nota 

Há outros tipos de cone (por exemplo, o cone de base 
elíptica), porém neste curso trataremos apenas do cone 
circular. Por comodidade, às vezes omitiremos a palavra 
"circular", chamando-o simplesmente de cone. 


Elementos do cone circular Cone oblíquo é todo cone cujo eixo nào é perpendi- 
cular ao plano da base. 


< 





* O círculo C e o ponto V são chamados respectivamente 
de base e vértice do cone. 

* A reta OV é chamada de eixo do cone. 

* Oraio do círculo C é chamado de raio da base do cone. Cone oblíquo 

* A distância do vértice ao plano da base é chamada de 
altura do cone. 

* Todo segmento de reta, cujos extremos são o ponto V e 
um ponto da circunferência da base, é chamado de 


GEOMETRIA ESPACIAL 





Secção meridiana de um cone circular 


geratriz do cone. A intersecção de um cone circular com um plano 
* A área lateral A, do cone é a área da superfície obtida que passa pelo vértice e pelo centro da base é chamada 
pela reunião de todas as geratrizes. de secção meridiana do cone circular. 


* A área total A, do cone é a soma da área lateral com a 
área da base. 


Cone circular reto 


Cone circular reto é todo cone circular cujo eixo 
é perpendicular ao plano da base. 


Em todo cone circular reto, a 
altura é a medida do segmento 
cujos extremos são o vértice Ve o 
centro O da base. 





Secção meridiana 





Qualquer secção meridiana de um cone circular reto é 
uma região triangular isósceles. 





Cone equilátero 
O cone circular reto também é conhecido por cone de Todo cone circular reto cujas secções meridianas 
revolução, pois pode ser obtido por uma revolução de são regiões limitadas por triângulos equiláteros é 


360º em torno de um dos catetos de uma região limitada 


рок odds chamado de cone equilátero. 


Triángulo equilátero 





Secção meridiana 





Em todo cone equilátero a medida g de cada geratriz é 
igual ao diámetro 2r da base: 





Cone de revolução B Еа 2r 
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3. O TEOREMA DE PITÁGORAS E О por fim, planifique (coloque sobre um plano) as duas re- 
CONE CIRCULAR RETO giões obtidas. 


Consideremos uma secção meridiana de um cone 
circular reto tal que o raio da base, a geratriz e a altura 
meçam r, g e h, respectivamente. 

Pelo teorema de Pitágoras, temos que: 


E 






jo Superfície 2лг 


lateral 


Base 





Note que o comprimento do arco do setor é o comprimento 
da circunferéncia da base do cone. 





" A área do setor equivalente à superfície lateral do cone 
Di é a área lateral A, do cone, ou seja: 
' EXERCÍCIO RESOLVIDO З 8 SE 
& = 
А, = 2 > А, = Trg 


R3 Calcular a medida da altura de um cone circular reto cujo = 
raio da base mede 5 cm e uma geratriz mede 13 cm. A área total A, do cone é a soma da área lateral com a 


área da base, ou seja: 
Resolução 


= +тлг=› A = + 
Pelo teorema de Pitágoras, temos que: 108 á ктг) 


A medida Ө do ángulo central do setor equivalente à 


К+ S = 183 = 144 7. h= 12 cm superfície lateral do cone é: 


360°, г 
8 


rad ou Ө = 





EXERCÍCIO RESOLVIDO 


Dado um cone circular reto de raio da base 6 cm e altura 

8 cm, calcular: 

a) a área lateral do cone; 

b) a área total do cone; 

c) a medida, em graus, do ângulo central do setor circu- 
lar equivalente à superfície lateral do cone. 

Resolução 


4. ÁRE A LATERAL E ÁRE A TOTAL DE UM Pelo teorema de Pitágoras, temos que: 
CONE CIRCULAR RETO 









A superfície de um cone circular reto de raio da base r 
e geratriz de medida g é equivalente à reunião de um g^ — 8t 6542 —100 -. g — 10em 
círculo de raio r com um setor circular de raio g cujo arco 
mede 2лг. Para visualizar essa equivalência, retire a base 
do cone, corte sua superfície lateral sobre uma geratriz e, 


Planificando a superfície do cone, temos: 












R.5 
9 Superfície 
lateral 
10 cm 21-6cm- 121 cm 
6cm 
Base 
a) A área lateral A, é: 
А, = Ue cm? => A, = 601 cm? 
b) A área B da base do cone é: 
В = п · 6 cm? = B = 367 cm? 
Assim, а área total А, é: 
A, = A, + B2 A, = 601 cm? + 36r cm? 
Г. A, = 961 em? 
c) A medida 0 do ângulo do setor é: 
= пок _ 6T 
9 = 0 rad > 0 = 5 rad 
Lembrando que x rad equivalem a 180º, temos: 
o= ELL 0216 R6 


5. VOLUME DO CONE CIRCULAR 


O volume V de um cone circular de altura h e raio 


da base r é igual a E do produto da área da base, 
Tj, pela altura Л, isto é: 
у= an 





) ; 
5 EXERCÍCIOS RESOLVIDOS — 


Um cone circular de vértice L e centro da base O é tal que 
o segmento de reta LO mede 12 cm e forma com o plano 
da base um ângulo de 60º. Calcular o volume desse cone, 
sabendo que o raio de sua base mede 4 cm. 


Resolução 
A medida h da altura é obtida por: 
С {з № 
q hcc, 
“.h=6/3 cm 
A área B da base é: 


B=1º2cm > В = ló6n cm? 
L 








Logo, o volume V do cone é: 


v-limov- - 167: 64/3 ст? 


w|- 


Г.У = З2п,/3 cm? 


О raio da base de um cone equilátero é г. Calcular о 
volume desse cone, em função de r. 

Resolução 

Qualquer geratriz do cone equilátero tem a mesma medi- 
da do diâmetro da base. 





Pelo teorema de Pitágoras, temos: 





№ +r = (21) = № = Зр. п = г/3з 
A área В da base ё: 
В = пг? 
Logo, o volume V do cone é: 
3 
V= 5 Вә V=5 caerá у= EE 
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6. TRONCO DE CONE CIRCULAR DE 
BASES PARALELAS 


Consideremos um plano « paralelo à base de um cone 
circular separando-o em dois sólidos. Um desses dois 
sólidos é um cone e o outro é um tronco de cone circular 
de bases paralelas. 





Cone C* 


Geratriz 
do 


tronco Tronco T do cone 


(A distância entre as 
bases é a altura 
do tronco.) 


Note que o volume V; do tronco é igual à diferença entre 
os volumes Vc e Ve, dos cones C e C', respectivamente, 
isto é: 


Vr= Vë- Ve 


№ 
Ws 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO КШ 


R.7 А altura de um cone circular reto mede 9 cm, e o raio de 
sua base mede 6 cm. Um plano «, paralelo à base e 
distante 6 cm do vértice, intercepta o cone. Calcular o 
volume do tronco de cone assim determinado. 
Resolução 





9em 





Os triângulos VAB e VDC são semelhantes. 
Como os lados correspondentes são proporcionais, 
VA AB 


SUDAN De 


isto é: 
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O volume V; do tronco de cone ё а diferença entre o vo- 
lume do cone original e o do cone acima do plano a: 
1 1 


w=[5 EE I 4 + 6 em = 16си? 


A geometria e a engenharia civil 


Os edificios sao construídos sobre estruturas 
subterrâneas denominadas fundações. Basicamente - 
essas estruturas são formadas por três partes: 
bloco, tubulão e sapata, conforme a figura abaixo. 


— Bloco: tem a forma de 
um paralelepipedo 





Tubulão: tem a forma 
de um cilindro reto 





—— Sapata: é o alargamento do 
tubulão, tem formato de 
tronco de cone 


Cálculos de resistência de materiais determinam 
as dimensões das fundações em função do tipo de 
terreno e das forças que atuarão sobre elas. Especi- 
ficadas as dimensões, os cálculos dos volumes do 
paralelepípedo, do cilindro e do tronco de cone 
determinam a quantidade de concreto que formará 
essas estruturas. 


M 
у 7 
Jj EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.1 A medida da geratriz de um cone equilátero é 10 cm. 
Calcule a medida da altura desse cone. 


B.2 Cada geratriz de um cone circular reto de raio da base 
4 cm forma com o plano da base um ángulo de 30º. Cal- 
cule a medida da altura desse cone. 


B.3 Uma secção meridiana de um cone circular reto é uma 
região limitada por um triângulo isósceles de lados 


24/2 cm, 2/2 cm e4 cm. Calcule a medida do ângulo 
que uma geratriz forma com o plano da base do cone. 


B.4 Райо um cone circular reto de raio da base 5 cm e gera- 
triz 13 cm, calcule: 
a) a área lateral do cone; 
b) a área total do cone; 
c) a medida, em radianos, do ângulo central do setor 
circular equivalente à superfície lateral do cone. 


B.5 Um cone equilátero tem raio da base 3 cm. Calcule: 
a) a área lateral do cone; 
b) a área total do cone: 
с) a medida, em graus, do ángulo central do setor circular 
equivalente à superfície lateral do cone. 


B.6 


B.7 


B.8 


B.9 


B.10 


B.11 


B.12 


B13 


Em um cone circular reto de altura 6 cm, a área lateral é 
o dobro da área da base. Calcule a medida do raio da base 
desse cone. 


As áreas da base e de uma secção transversal de um cone 
circular são 32 cm? e 4 cm?, respectivamente. Sabendo 
que a altura do cone é 12 cm, calcule a distância entre o 
plano dessa secção transversal e a base do cone. 

Nota 

Secção transversal de um cone é qualquer intersecção 
não-vazia e não-unitária do cone com um plano paralelo 
à sua base. 


Secção transversal 





Calcule o volume de um cone circular em que a altura 
mede 9 cm e o raio da base mede 5 cm. 


Um cone circular de vértice L e centro da base O é tal que 
o segmento de reta LO mede 10 m e forma com o plano 
da base um ángulo de 45*. Calcule o volume do cone, 
sabendo que o raio de sua base mede 3 m. 


Qual é o volume de um cone circular reto de altura 4 dm 
cujas geratrizes medem 5 dm? 


A altura de um cone equilátero mede 6 dm. Calcule o 
volume desse cone. 


(U. Amazonas- AM) Um bar da cidade, em seu réveillon, 

ofereceu a seus brincantes um barril de chope que foi 

servido em tulipas: 

* o barril tinha formato de um cilindro circular reto com 
20 cm de raio (R) e 30 cm de altura (H); 

* a tulipa tinha formato de um cone reto com 3 cm de 
raio (r) e 10 cm de altura (Л). 

Com base nesses dados, pergunta-se: 

a) Qual o volume do barril? 

b) Qual o volume da tulipa? 

c) Quantas tulipas foram servidas desse barril, admi- 

tindo-se que não houve perda? 


| VI 


Um plano a, paralelo à base de um cone circular de altu- 
ra 20 cm e raio da base 4 cm, dista 5 cm de seu vértice. 
Calcule o volume do tronco do cone limitado pelo plano 
a e pela base do cone. 


B.14 (Fuvest-SP) Qual das expressões seguintes dá o volume 
do tronco de cone circular de bases paralelas em função 
de H, R, h, r? 








a) qoum +(Н— һу] 
b) iue - (H+ hy] 
© E - (Hr 


d) aue +(Н + һу] 
e) n.d.a. 

'B.15 (UFLA) Um cone circular reto tem 10 cm de altura e 
10 cm de raio da base. A que distáncia do vértice do cone 


deve passar um plano «, paralelo ao plano da base, divi- 
dindo o cone em dois sólidos de mesmo volume? 


J EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES ЖЕ 


em (Cefet-RJ) A geratriz de um cone de revolução forma com 
о eixo um ángulo de 30°, Sendo 12 cm o perímetro da 
secção meridiana do cone, a sua área total será, em em”: 


a) 107 d) 137 

b) 117 e) 147 

с) 127 

Nota 

Eixo do cone de revolução é a reta que passa pelo vértice 
e pelo centro da base do cone. 


€2 (Fuvest-SP) Deseja-se construir um cone circular reto 
com 4 cm de raio da base e 3 cm de altura. Para isso, 
recorta-se, em cartolina, um setor circular para a superfí- 
cie lateral e um círculo para a base. A medida do ângulo 
central do setor circular é: 


a) 144º d) 288º 
b) 192º e) 336º 
c) 240º 


C3 (Fatec-SP) A altura de um cone circular reto mede o triplo 
da medida do raio da base. Se o comprimento da circun- 
ferência dessa base é 8л cm, então o volume do cone, em 
centímetros cúbicos, é: 


a) 647 d) 167 
b) 487 е)8л 
c) 32x 
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€4 Um cone de revolução de raio da base 12 cm é equiva- 
lente a um cilindro de revolução de altura 12 cm e raio da 
base 8 cm. Qual é a área total do cone? 


Nota 
Sólidos equivalentes são sólidos de volumes iguais. 


C Um cilindro de revolução tem raio da base r e altura 2r. 
Retiram-se desse cilindro dois cones circulares tais que 
suas bases coincidem com as bases do cilindro e seus 
vértices coincidem com o centro do cilindro. Calcule o 
volume do sólido remanescente, em função de r. 


UNIDADE 9 





С.6 (U. F. Santa Maria-RS) Um cone circular reto de volume 


V em? tem h em de altura. A uma distância + cm do vér- 
tice do cone, traça-se um plano paralelo à sua base, deter- 


minando, assim, um outro cone de volume W cn”. Então: 


)v-3w 
b)V=2W 
с) V=4wW 
DV=6W 
e) V=8W 


C.7 (Enem) Assim como na relação entre o perfil de um corte 
de um torno e à peça torneada, sólidos de revolução 
resultam da rotação de figuras planas em torno de um eixo. 


Girando-se as figuras abaixo em torno da haste indicada, 
obtêm-se os sólidos de revolução que estão na coluna da 


direita. 


=. 


| 13 
3 с 


1 
1 





E 
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4 
1 
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A correspondência correta entre as figuras planas e os 
sólidos de revolução obtidos é: 
а) 1A, 2B, 3C, 4р, 5E 
b) 18, 2С, 3D, 4E, 5A 
с) 1B, 2D, ЗЕ, 4А, 5C 


d) 1D, 2E, 34, 4B, 5C 
e) 1D, 2E, ЗВ, 4C, 5A 





1. CONCEITUAÇÃO 


Consideremos um ponto O do espaço e uma medida 
R(R > 0). Chama-se esfera de centro O e raio R o Para o cálculo da distância focal f de uma lente 
conjunto dos pontos do espaço cujas distâncias ao ponto 
O são menores ou iguais a R. 


Fabricantes de lentes 


= 
< 
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< 
б. 
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com duas superfícies esféricas de ralos R, e Ra, os 
fabricantes usam a fórmula: 


+= (2-1 +) 
f E li OR 


em que n, e n; sáo os índices de refracao do melo e 
da lente, respectivamente. d 





* O conjunto dos pontos do espaço cujas distâncias ao 
ponto O são menores do que R é chamado de interior 
da esfera. 

e O conjunto dos pontos do espaço cujas distâncias ao 
ponto O são iguais a R é chamado de superfície 
esférica. { 

* O conjunto dos pontos do espaço cujas distâncias ao 
ponto O são maiores do que R é chamado de exterior 
da esfera. 





Não confunda esfera com superfície esférica. A su- 
perfície esférica é apenas a “casca” da esfera; a esfera é a 
reunião da superfície com o conjunto de pontos interiores. 

Dois bons modelos de superfície esférica e esfera são 
uma bolinha de pingue-pongue e uma bola de bilhar, 
respectivamente. A bolinha de pingue-pongue é apenas 
uma “casca” (“superfície esférica”); já a bola de bilhar é 


Para lentes que possuem uma superfície plana e 
uma superfície esférica de ralo R é usada a fórmula: 






maciça (“esfera”). lab ( n; ) i 
Ji ni R 
9 
РА 
+ 
S 
2 
$ 
E 
2 
R Ri 
A bola de pingue-pongue lembra uma fina "casca", sugerindo a idéia LI 
de uma superfície esférica. nz 3 


A bola de bilhar é maciça, sugerindo a idéia de uma esfera. 
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2. POSIÇÕES RELATIVAS ENTRE UM 
PLANO E UMA ESFERA 


Plano secante 





Secção plana 


UNIDADE 9 


Plano secante à esfera 
O plano e a esfera têm em comum infinitos 
pontos que formam um círculo chamado 
de secção plana da esfera. 


Plano tangente 


Plano tangente à esfera 
O plano e a esfera têm em comum um único 
ponto. O raio é perpendicular ao plano 
tangente no ponto de tangência. 


Plano exterior 


Plano exterior à esfera 
O plano e a esfera não têm ponto em 
comum. 


O teorema de Pitágoras e a secção 
plana da esfera 


Seja a um plano secante a uma esfera de centro O e 
raio R tal que: 
* a distância de а ao ponto O é igual a d (d > 0); 
* a secção plana determinada por o na esfera é um 
círculo de centro O' e raio r. 
Pelo teorema de Pitágoras, temos: 


5 EXERCÍCIO RESOLVIDO s 





| 


Ri Um plano a secciona uma esfera de raio 5 cm a 3 cm de 
seu centro. Calcular o raio da secção plana determinada 
por o nessa esfera. 

Resolução 
Pelo teorema de Pitágoras: 


TUS S = ›®=16 у. 


r=4cm 





3. VOLUME DA ESFERA E ÁREA DA 
SUPERFICIE ESFÉRICA 


O volume V de uma esfera de raio Re a área A da 
superfície dessa esfera sáo: 





4T R? 
Eae 
А =4тК? 








Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS MM 


R.2 Dada uma esfera de raio 2 cm, calcular o seu volume e a 
área de sua superfície. 











Resolucáo 
3 . 23 
(em атк RS 4т.2 emi эт бш? 


А = AnR! = А = 4n * 2°сп? = 16лсш? 





@RI Uma secção plana de uma esfera tem raio 3 cm e dista 


4 cm do centro da esfera. Calcular o volume dessa es- 
fera e a área de sua superfície. 


Resolução fuso qualquer dessa superfície e a medida de seu ângulo 











Sendo R o raio da esfera, temos: diedro. Assim, o cálculo da área A, do fuso esférico em =, 
questão pode ser feito através da regra de três: = 
К? = 42 + 32 5 К = 25 ". К = 5 ст 2 t [8] 

Angulo Área 
(graus) (em?) < 
а a 
A ——. [74] 
60 А, Lu 
а 60 - 367 eu == 
360 [nd 
ш 
А; = 6T cm? = 
Logo, o volume V da esfera e a área А de sua superfície (o) 
sáo: ы 
4т-5 500: Dd 

10105 3 = т 3 
vV 3 =>V 3 


4. FUSO ESFÉRICO 


Consideremos uma superfície esférica de centro O e 
raio R e dois semiplanos de mesma origem s que passa 
por O. Uma regiáo da superfície esférica limitada por 
esses dois semiplanos é chamada de fuso esférico de 
centro O e raio R. A medida a do ángulo formado pelos 
dois semiplanos é chamada de medida do ángulo diedro 


do fuso esférico. o ángulo diedro mede d rad. 





R.5 Calcular a área A, de um fuso esférico de raio 5 m cujo 


Resolução 


x 
10 rad 









Ángulo Área 
Nota (rad) (n?) 
Diedro é uma porção do espaço limitada por dois se- on amos 
miplanos de mesma origem. e 
10 à 
Y 
TS s e NN dE MIS 
EXERCÍCIOS RESOLVIDOS sms 2i TO 5 
ЕИ иі 
R.4 Calcular a área de um fuso esférico de raio 3 cm cujo 
ângulo diedro mede 60º. “A, = Sum 
Resolução 
A razão entre a área de uma superfície esférica e a medida R.6 Um fuso esférico de área 8 cm? está contido em uma 
de um ângulo diedro de uma volta completa (360º ou superfície esférica de área 24 cm?. Calcular a medida, 
21 rad) é igual à razão entre a área da superfície de um em graus, do ângulo diedro desse fuso. 
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a 
Lui 
а 
< 
е 
2 
=) 





Resolução 


Área da superfície 
esférica = 24 cm? 





(graus) (cm?) 
— 360° · 8 
360 —= 24 ы 
i 8 *. a = 120° 


5. CUNHA ESFÉRICA 


Consideremos uma esfera de centro O e raio R e dois 
semiplanos de mesma origem s que passa por O. Uma 
parte da esfera limitada por esses dois semiplanos é cha- 
mada de cunha esférica de centro O e raio R. A medida 
a do ángulo formado pelos dois semiplanos é chamada de 
medida do ángulo diedro da cunha esférica. 


Cunha esférica 


LR 





NS 
n г 
Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS # 


R.7 Calcular o volume de uma cunha esférica de raio 3 cm 
cujo ângulo diedro mede 45º. 
Resolução 
A razão entre o volume de uma esfera e a medida de um 
ângulo diedro de uma volta completa (360º ou 2x rad) é 


igual à razão entre o volume de uma cunha qualquer 
dessa esfera e a medida de seu ângulo diedro. Assim, o 
cálculo do volume V, da cunha em questão pode ser feito 
através da regra de três: 


Ângulo Volume 
(graus) (em?) 
4т. 3° 
360 га 
аа) X 


с 





R.8 Uma cunha esférica de volume 4 cm? ё obtida de uma 
esfera de volume 32 cm?. Calcular a medida, em ra- 
dianos, do ángulo diedro dessa cunha. 

Resolucáo 


Volume da 
esfera = 32 cm? 








Ángulo Volume 
(rad) (cm?) 
27 ———————————— 32 
a -EE CM 4 

= 25:4 
To a 
a= F rad 


A medida de uma circunferéncia máxima da Terra 


Há 2.200 anos o matemático grego Eratóstenes (276-194 a.C.) 
realizou a proeza de medir o perímetro de uma circunferência que 


contém um meridiano da Terra. Eratóstenes fez seu cálculo funda- 
mentado nas seguintes observacóes: quando em Assuan (entáo 
Siene) os raios de Sol incidiam verticalmente à superfície terrestre, 
era Alexandria, a 800 km ao norte, os raios solares formavam 7,8? 
“om uma vertical. Deduziu que essa diferença se devia à esferi- 
cidade da Terra. Através de uma simples proporção, o matemático 
obteve o perímetro c da circunferência máxima que passa por 


Assuan e Alexandria. Observe: 


7,8% _ 560° МЕТР 
"og = O 







7,8") 
© У Alexandria 


Raios solares paralelos Vertical 


Terra 


Medidas atuais estimam em 40.000 km o perímetro de um meridiano. 


6. ESFERAS TANGENTES B.3 Calcule o volume de uma esfera de raio 3 cm. 


ml 
D f Jot 7 dis B.4 Uma secção plana de uma esfera tem raio 1 cm e dista < 
as es Sas азо VANESA 28/57 SOE REESS 3 cm do centro da esfera. Calcule o volume dessa esfera. MW) 
superfícies têm um único ponto comum. e« 
В.5 (UFES) Um ourives deixou como herança para seus oito a 
| filhos uma esfera maciça de ouro. Os herdeiros resolve- #4] 
P ram fundir o ouro e, com ele, fazer oito esferas iguais. ш 
Cada uma dessas esferas terá um raio igual а: < 
а) a do raio da esfera original. [== 
Esferas tangentes Esferas tangentes 1 E 
interiormente exteriormente b) — do raio da esfera original. ш 
3 = 
е с) UBRO dalesfera oignal е) 
Propriedade 4 : Ш 
d) d do raio da esfera original o 
Se duas esferas de centros O e O' sáo tangentes 6 5 pus 
num ponto 7, então os pontos O, O' e T são colineares. 1 
e) m do raio da esfera original. 
| y B.6 Calcule a área de uma superfície esférica de raio 3 cm. 
я Ў 
* EXERCÍCIO RESOLVIDO M 





_ O volume de uma esfera é dom: cnr. Qual é a área da 


R.9 Duas esferas tangentes exteriormente e tangentes a um 3 


A. Р Р y Íci ? 
plano a nos pontos A e B tém raios iguais a9 cm e 4 cm. superfície dessa esfera? 


ашы шшк ое BS А área da superfície de uma esfera é 1007 mê. Calcule о 


volume dessa esfera. 


B.9 (О.Е, Fluminense-RJ) Uma lata, cuja capacidade é igual 
a 300 mf, contém água e 60 bolas de gude iguais e 
perfeitamente esféricas com diâmetro de 2 cm cada. 
Sabendo que a lata está completamente cheia, determine 
o volume de água, em mf. Considere x = 3,14. 





Resolução x: 5 
B.10 (UFPA) Um cone reto tem raio de base R e altura H. Se 


uma esfera tem raio R e volume igual ao dobro do volu- 
me desse cone, podemos afirmar que: 


= ЕК EUR 
а н=к c) H 3 e) H 2 
bH=2R d)H —3R 


B.11 Um círculo máximo de uma esfera separa-a em dois 
sólidos chamados de hemisférios ou semi-esferas. 
Calcule o volume e a área de um hemisfério de raio R. 





No triángulo OO'M, temos: 
(MO'Y + P = 1} 2 (МО) = 144 7. MO' = 12cm 
Como MO' = AB, temos que AB = 12 cm. 


EXERCÍCIOS BÁSICOS 





Uma secção plana de uma esfera é um círculo de raio 
6 cm. Sabendo que o raio da esfera mede 10 cm. calcule 
a distância dessa secção ao centro da esfera. 





B.2 (Fuvest-SP) Uma superfície esférica de raio 13 cm é Hemisfério 
cortada por um plano situado a uma distáncia de 12 cm 
do centro da superfície esférica, determinando uma Nota 
circunferéncia. O raio desta circunferéncia, em cm, é: Círculo máximo de uma esfera de centro O é uma secção 
а) 1 b)2 c)3 d)4 e)5 plana que passa por O. 
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(FGV-SP) Deseja-se construir um galpão em forma de ) j 
um hemisfério, para uma exposição. Se, para o revesti- j EXERCÍCIO RESOLVIDO IEEE 








[2] 

ш mento total do piso, utilizaram-se 78,5 т> de lona, quan- 

A tósmétros qu RE Етна q PEA as R.10 Calcular o volume de uma esfera inscrita em um cubo de 
4 completa do galpão? (Considerar x = 3,14.) siae 

A а) 31,4 с) 157 e) 261,66 een 

-—- b) 80 d) 208,2 

2. 

2 


B13 Calcule a área de um fuso esférico de raio 5 m cujo 
ângulo diedro mede 80°. 


B.14 Calcule a área de um fuso esférico de raio 2 cm cujo 


ângulo diedro mede E rad. 


B.15 Calcule o volume de uma cunha esférica de raio 2 cm 


cujo ângulo diedro mede Em rad. 














8 
В.16 Calcule o volume de uma cunha esférica de raio 1 m cujo 4 
ângulo diedro mede 20º. Sendo r o raio da esfera, temos r — z m-er- 2cm. 
B.17 Duas esferas tangentes entre si exteriormente e tangentes O volume V da esfera é: 
a um plano « têm raios 8 cm e 2 cm. Calcule a distância y 4nr? == 47:25 oni 
entre os pontos de tangéncia A e B dessas esferas no E) 3 
plano a. 
у= sem cm? 
3 
Cubo inscrito em esfera 
2: a Um cubo está inscrito em uma esfera se, e somente 
& + 1 se, todo os seus vértices pertencem à superfície da esfera. 





7. ESFERA INSCRITA E ESFERA 
-CIRCUNSCRITA A UM SÓLIDO 


Esfera inscrita em cubo 





Conseqüéncias 
1*) As diagonais do cubo passam pelo centro da esfera. 


Portanto a medida 2R do diámetro da esfera é igual à 
medida da diagonal do cubo. Sendo a a medida da aresta 


do cubo, sua diagonal mede a./3 . 
Assim, o raio R da esfera circunscrita ao cubo é dado por: 


Uma esfera está inscrita em um cubo se, e somente 
se, é tangente a todas as faces do cubo. 


a 





2R=a/3 > Е = 2 





Conseqüéncias 
13) As diagonais do cubo passam pelo centro da esfera. 
2º) O diâmetro 2r da esfera tem a mesma medida a da 


aresta do cubo2r = a r = = 


3*) О cubo está circunscrito à esfera. 2*) A esfera está circunscrita ao cubo. 








J EXERCÍCIO RESOLVIDO її 


R.11 Um cubo está inscrito em 
uma esfera de raio 3 em. 
Calcular o volume do cubo. 
Resolução 
Sendo a a medida da aresta 
do cubo, sua diagonal mede 


a3. O raio R da esfera é: 





R= als —3- aj3 e 6 
2 2 JB. 
а= 23/3 cm 
O volume V do cubo é: 


V-d-V- Q3) cm -. У=24,/3 em 


Esfera inscrita em cone circular reto 


Uma esfera está inscrita em um cone circular reto 
se, e somente se, tangencia todas as geratrizes e a 
base do cone. 


Conseqüéncias 
13) O centro O” da esfera, o vértice V e o centro O da 
base do cone sáo pontos colineares. 


у 





2°) Uma secção meridiana do cone determina os trián- 
gulos semelhantes VOM e VTO'. 


ү 
т 
o 
o ; 


3*) O cone está circunscrito à esfera. 





J EXERCÍCIO RESOLVIDO 50 


R.12 Calcular a medida do raio da esfera inscrita em um cone 
circular reto de altura 12 cm e raio da base 9 cm. 


Resolução 








Os triângulos VOM e VTO' são semelhantes. Sendo G a 
medida da geratriz do cone e r o raio da esfera, temos: 


G=12+9=>G*=225 .. G=15cm 


Da semelhanga entre os triángulos VOM e VTO', 
concluímos que: 


G 
12: г 


г. 15r= 108 — 9r 








_9 
TET RET 


Г. 24r = 108 .'. r=4,5cm 


Cone circular reto inscrito em esfera 


Um cone circular reto está inserito em uma esfera 
se, e somente se, sua circunferência da base está 
contida na superfície dessa esfera e seu vértice 
pertence à superfície dessa esfera. 


Conseqüéncias 


1º) O centro O” da esfera, o vértice V e o centro O da 
base do cone são pontos colineares. 


2*) Sendo VV' um diámetro da esfera e T um ponto da 
circunferéncia da base do cone, temos que o triángulo 
VV'T é retángulo em T, pois está incrito em uma semi- 
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circunferéncia. Assim, o raio R da esfera, o raio r da base 


b 7 
€ a altura / do cone satisfazem a seguinte relação métrica J EXERCÍCIOS BÁSICOS SESS ЁЛУ 
no triángulo retángulo: 


B.18 Qual é a área total de um cubo circunscrito a uma esfera 
r? = h(2R — h) de volume 367 cm?? 


B.19 A medida de uma aresta de um cubo é 5 cm. Calcule a 
área da superfície esférica circunscrita a esse cubo. 


a 
Lu 
а 
< 
а 
2 
=) 


В.20 Uma esfera de volume = nè está circunscrita a um 


cubo. Qual é o volume desse cubo? 


B.21 (Mackenzie-SP) A razão entre os volumes das esferas 
circunscrita e inscrita a um mesmo cubo é: 








а) 45. с) 343. e) ыз. 
4/3 
b) 243 d) == 
3*) A esfera está circunscrita ao cone. pap 4 3 


B.22 (ITA-SP) Um cone circular reto tem altura 12 cm e raio 
da base 5 cm. O raio da esfera inscrita nesse cone mede, 


|| t 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO mm 





em cm: 
R.13 Um cone circular reto de altura 6,4 cm e raio da base a) до с) Де e); 2 
4,8 cm está inscrito em uma esfera. Calcular a área da 3 5 
superfície dessa esfera. b 7 дуз 
Resolução ) 4 ) 
Sendo R o raio da esfera, temos: 
v B.23 Um cone circular reto de geratriz 10 cm e raio da base 


6 cm está inscrito em uma esfera. Calcule a área da 
superfície dessa esfera. 


em DE SS 





R 
J EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


Duas secções planas de uma esfera são paralelas e têm 
raios de 6 cm e 8 cm. Calcule a distância entre essas 
secções, sabendo que o raio da esfera mede 10 cm. 


(Unicamp-SP) O volume V de uma bola de raio r é dado 
nr? 





pela fórmula V — 


a) Calcule o volume de uma bola de raio r = i cm. 


Para facilitar os cálculos você deve substituir x pelo 


22 
ú ER 
hümero = 


b) Se uma bola de raio r — i cm é feita com um 





material cuja densidade volumétrica (quociente da 
massa pelo volume) é de 5,6 g/cm?, qual será a sua 
(48 = GAQR — 6,4) .'. 23,04 = 12,8R — 40,96 massa? 

4264 = 12,88 2. R=5cm 





(U. Taubaté-SP) Aumentando em 10% o raio de uma 
A área A da superfície da esfera é: esfera, a sua superfície aumentará: 

А = 40А = 4. п Sem а) 21% с) 31% е) 30% 

Г. А = 1007 cm? b) 11% d) 24% 





С.4 (Fuvest-SP) Um recipiente cilíndrico, cujo raio da base é 
6 cm, contém água até uma certa altura. Uma esfera de 
aço é colocada no interior do recipiente, ficando total- 
mente submersa. Se a altura da água subiu 1 cm, então o 
raio da esfera é: 
а) Іст 
b)2cm 


c)3cm 
d)4 cm 


e)5cm 


(C5 (Fuvest-SP) Para pintar a base plana de um hemisfério 
maciço, gastamos doze galões de tinta. Quantos galões 
serão necessários para pintar toda a parte externa do 
hemisfério? 


icon (Cesgranrio) Uma laranja pode ser considerada como 
uma esfera de raio R, composta por doze gomos exata- 
mente iguais. A superfície total de cada gomo mede: 








3nR* 4nR? 
2 
а) 27R c) 4 e) 3 
b) 4xR* d) 3x? 





(Ста (Fuvest-SP) Numa caixa em forma de paralelepípedo 
reto-retángulo, de dimensóes 26 cm, 17 cm e 8 cm, que 
deve ser tampada, coloca-se a maior esfera que nela cou- 
ber. O maior número de esferas iguais a essa que cabem 
juntas na caixa é: 

a)l b)2 c)4 d)6 e)8 


342. 
2 


postas sobre uma mesa plana de forma que seus centros 


são vértices de um quadrado de lado 3./2 cm. Uma 
quinta bola, de mesmo raio, é colocada sobre estas qua- 
tro bolas tangenciando as mesmas. Seja a o plano que é 
tangente a esta quinta bola e paralelo à mesa. Calcule a 
distância do plano a à mesa. 


em cada estão dis- 





.€.8 (UFPE) Quatro bolas de raio 


co. (Fuvest-SP) Um cubo de aresta m está inscrito em uma 
semi-esfera de raio R de tal modo que os vértices de uma 
das faces pertencem ao plano equatorial da semi-esfera e 
os demais vértices pertencem à superfície da semi-esfera. 
Então, m é igual a: 


[2 3 3 
a) R EM c) Е—— е) RE 
b) m d)R 
Nota 
Plano equatorial é aquele que contém a base da semi-es- 


fera. 


cao Calcule a área da superfície de uma esfera inscrita em um 
cone circular reto de altura 8 cm e raio da base 6 cm. 


(iii (UFMG) Dois cones circulares retos de mesma base 
estão inscritos numa mesma esfera de volume 367. A 
razão entre os volumes desses cones é 2, A medida do 
raio da base comum dos cones é: 


al © „/® 
b) 2 d)2 


e) 24/2 
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DISTÂNCIA ENTRE 
MÉDIO DE UM £ 


60000000 


1. O QUE É GEOMETRIA ANALÍTICA? 


A geometria analítica foi concebida por René Descar- 
tes. Aliando a álgebra à geometria, ela possibilita o estudo 
das figuras geométricas, associando-as a um sistema de 
coordenadas. Desse modo as figuras podem ser represen- 
tadas através de pares ordenados, equações ou inequações. 


2. DISTÂNCIA ENTRE DOIS PONTOS 


Consideremos no eixo Ox dois pontos A e B com 
abscissas 3 e 7, respectivamente: 


y 





Quatro unidades u separam os pontos A e B. Por isso di- 
zemos que a distância entre A e B é 4 ou que o compri- 
mento do segmento AB é 4. Essa distância pode ser 
calculada como o módulo da diferenca entre as abscissas 
de A e B, isto é, ou |3 — 7|. Analogamente, para 
pontos que pertencerem ao eixo Oy: 





y 
зро 


-2FC 


A distância entre Ce Dé |3 — (-2)| = 5ou|-2 — 3| = 5. 
O teorema a seguir generaliza o conceito de distáncia 

entre dois pontos quaisquer do plano cartesiano, nào 

necessariamente pertencentes a um dos eixos. 


Teorema 


A distância ds, entre dois pontos А(х ул) e 
B(xy, yg) é dada por: 


ag = Ap — ха)? + (ув — Ул)? 
A distância d yy é também denominada comprimento 


do segmento AB e pode ser indicada simplesmente 
por AB. 







Demonstração 
A demonstração deve ser separada em dois casos: 

* Primeiro caso: o segmento AB não é paralelo a nenhum 
dos eixos coordenados. 








xy 


O triângulo ABC, com A(x}, уд), Bp, у) € Cx, Ya), É 
retángulo em C. 
AC é paralelo ao eixo Ox. Assim, o comprimento AC é 
igual ao comprimento da projeção ortogonal de AC 
sobre o eixo Ox, ou seja, AC = |x, — xal- 
Analogamente, CB é paralelo ao eixo Oy; logo: 
B = |у = Jal 

Pelo teorema de Pitágoras: 

(АВ) = (ACY + (CB? = 

= (AB? = xo — x, + lys л 

(AB? = (xg — х)? + Op — у)? 


ТРАВ (xp xA - (ув Уд)? 


Como о comprimento de um segmento não pode ser 
negativo, temos que: 


AB = (хв — хд)? + (ув — ул)? 
* O segundo caso, em que AB é paralelo a um dos eixos 
coordenados, é imediato. Verifique vocé mesmo! 
Nota 
Observando que (x; — хд)? = (x, — xf e que 
(ув = Ya? = (Ya — Ja)”, a fórmula da distância AB pode 
ѕегАВ = (x, — xg) + (Ya — Ув)? > 


ficadamente: 





ou mais simpli- 


= (Ах)? + (Ay)? 


em que os símbolos Ах (lê-se “delta x") e Ay (lê-se “delta 
Y") representam, respectivamente, a diferença entre as 
abscissas e a diferenca entre as ordenadas dos pontos A e 
B, em qualquer ordem. Assim, temos que: 


(Ах) = (xg == (x4 — 9 
(Ауу = (ув — XA = (ул — ув)? 





EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.i Calcular a distância entre os pontos A(4, 6) e B(9, 18). 
Resolucáo 
= (Ax? + (Ay)? = 
= JO- * 8-6) 
АВ = 52 + 127 
= [169 ..AB-13 
Note que, se calculássemos (Ax? e (Ay)? como 


(Ax)? = (4 — 99 = (5) = 5° e (Ay? = (6 — 18? = 
= (—12) = 122, obteríamos o mesmo resultado. 


R.2 Sendo A(—3, 2) e B(5, —4), calcular o comprimento do 
segmento AB. 
Resolução 
= (Ax)? + (Ay? = 
NS (SI EA 32» 
АВ = 48? (—6) 
"АВ = 100 .. AB = 10 
R.3 Determinar o ponto P, pertencente ao eixo Ox, que dista 


5 unidades do ponto Q(6, 3). 


Resolucáo 
Todo ponto do eixo Ox possui ordenada zero. Logo. o 
ponto P é da forma P(x, 0). 





Devemos ter PQ — 5, ou seja: 


x (x6) -E(0:—29)* = 25 

Quadrando ambos os membros dessa igualdade, obtemos: 
(х – 6) + (0 – 3)? = 25 
>= 12% + 3649-25 
E x2— 12х +20 = 0 


Resolvendo essa equação do 2º grau, obtemos x = 2 ou 
x = 10. Assim, existem dois pontos P(x, 0) que satis- 
fazem a condição do enunciado. São eles P,(2. 0) e 
Р.(10, 0). 


a (6,3) 





> 
x 





Nota 

Normalmente, ao quadrarmos ambos os membros de uma 
equação poderão aparecer raízes “estranhas” à equação 
original. Nesse exercício, quadramos os membros da 


equação (x —6)2+(0—3) = 5 e obtivemos 
(x — 6y + (0 — 3)? = 25. As raízes dessas equações são 
exatamente as mesmas, pois é verdadeira a equivaléncia: 


АВ = (Ах)? + (Ду)? © (AB? = (Ax + (Ay? 


Logo, ao quadrarmos ambos os membros da primeira 
equação, não aparecerão raízes estranhas. 


0 А A 
Jj EXERCÍCIOS BÁSICOS 


В.1 Calcule a distância entre os pontos А e B em cada um dos 
seguintes casos: 
a) A(1, 2) e B(4, 6) 
b) А(—3, 5) e B(3, 13) 
с) А(—1, 3) e B(1, —1) 
d) A(4, 6) e B(9, 18) 
e) A(O, —3) e B, —7) 
f) A(0, 0) e B(1, 1) 
B.2 São dados A(3, —1), B(1, 1) e С(5, 5). 
a) Calcule o perímetro do triângulo ABC. 
b) Mostre que ABC é um triángulo retángulo. 


В.З Obtenha o ponto P do eixo das ordenadas que dista 10 
unidades do ponto Q(6, —5). 


B.4 Qual é o ponto P, pertencente ao eixo das abscissas, que 
dista 13 unidades do ponto Q( —8, 5)? 


B.5 (UFF-RJ) Considere os pontos A(3, 2) e B(8, 6). Deter- 
mine as coordenadas do ponto P, pertencente ao eixo x, 
de modo que os segmentos PA e PB tenham o mesmo 
comprimento. 


B.6 (U. E. Londrina-PR) Considere, no plano cartesiano, о 
paralelogramo de vértices (1, 1), (3, 3), (6, 1) e (8, 3). A 
maior diagonal desse paralelogramo mede: 


a) 5/5 
b) J71 
с) 543 
d) 53 
e) 345 


Exercícios complementares de С.1 a C.4 
3. COORDENADAS DO PONTO MÉDIO 
DE UM SEGMENTO 


Teorema 


Se AG. Ya) е В(хь, Ув) SÃO pontos distintos, então 
o ponto médio М(х, ум) do segmento AB étal que: 


FRAMES 
хи 20226 е ои 
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Demonstracáo 

Vamos fazer a demonstração para o caso em que AB 
não é paralelo a um dos eixos, com 
Xp > Xy > Xa € Ya > Yu > Ya 


Е.5 








y^ 
B 
ygp------------- > 
1 
i 
M | 
П 
Yup--------3 ч і 
] П 
! ' 
' П 
А П i 
MA E 1 i 
[ 1 i 
' П 1 
1 1 1 
A M iB š 
о Xa Xm Хв х 


As retas paralelas AA”, MM" e ВВ concorrem com 
as transversais AB e A'B’. Pelo teorema de Tales: 


AM 
MB 


A'M' 


LA du 
wp O 


I 


Como AM = MB, pois M é ponto médio de AB, temos 
que: 
AM 


= =) 


MB (m 


As condições xp > ху > x, e yg > yy > Ya garantem 
que A'M' = xy — x, e M'B' = xy — xy, e, portanto: 


= Xu THA 


Ш 
M'B' Xp" — Хм, Xp — ш) 


Хм 
Substituindo (II) e (III) em (Т), temos: 


Хм — Xa 
1 








> Xu — Xa = Xp — Xy 
Хв — Хм В.8 
5 ай, A + хв 

- ху B 


^S 2Xy = Xa + Xp 


Raciocinando do mesmo modo em relação ao eixo Oy, 
Ya + Ув 
q E B9 
Analogamente, é feita a demonstração para o caso em 
que AB não é paralelo a um dos eixos com x < xy < x, 
е yg € yy € ул. Também, de modo análogo, demonstra-se 
para o caso em que AB é paralelo a um dos eixos. Faça 
essas demonstracóes como exercício. 


obtém-se yy = 


B.10 


e 
07 > 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.4 Dados A(5, 1) e B(7, —9), determinar o ponto médio 
М(х, Ум) do segmento AB. 








Resolucáo 
бе Ж, Sc 
Xy = => > Xu = - =6e 
me e 
Ум = в Ум = 110 2) E =) 


Logo, o ponto M é M(6, —4). 


Determinar o simétrico do ponto A(3, 5) em relação áo 
ponto Q(9, 6). 

Resolução 

O simétrico de A(3, 5) em relação a Q(9, 6) é o ponto 
A (x... уд) tal que Q é ponto médio do segmento АА: 











= E E 
А (3,5) О (9,6) А'(хд,Уд,) 
Assim, temos: 
9= 212, Xy = 15 e 
6 = 5 qa > Y =7 


Logo, o ponto A é A'(15, 7). 


EXERCÍCIOS BÁSICOS 


Encontre o ponto médio do segmento AB em cada um 
dos seguintes casos: 


a) A(4, 6) e B (8, 10) 
b) A(-3, 1) e B(S, —7) 


c) А(1, зуев(2, i) 


d) A(10, 2) e B(6, 8) 
e) A(6, 3) e B(-2, —1) 


0 AO, 3) e B[7-. i) 


Determine o simétrico de A em relação ao ponto Q em 
cada um dos seguintes casos: 


a) AG, 8) e О(—2, 1) 


$) C5, Deef, 3) 


Dois vértices consecutivos de um paralelogramo ABCD 
são os pontos A(2, 3) e B(5, 4). O ponto de intersecção das 
diagonais AC e BD é Q(4, 6). Obtenha C e D. Sugestão. 
O ponto comum às diagonais de um paralelogramo é 
ponto médio de cada uma delas. 


(PUC-MG) O comprimento da mediana CM do triângulo 
ABC, sendo A = (2, 3), B = (4, 3) e C = (3, 5), é: 


a) 42 
b) 43 
c)2 


242 
3 





d) 


е) 3 


Exercícios complementares de C.5 а C9 | 





Y 
Jj EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


C. (U.E. Londrina-PR) Seja AC uma diagonal do quadrado 
ABCD. SeA = (—2, 3)e С = (0, 5), a área de ABCD, em 
unidade de área, é: 


a) 4 


C.2 (PUC-SP) Sendo A(3, 1), B(4, —4) e C(—2, 2) vértices 
de um triângulo, então esse triângulo é: 


a) triângulo retângulo e não isósceles. 
b) triângulo retângulo e isósceles. 

c) triângulo equilátero. 

d) triângulo isósceles e não retângulo. 


e) nda. 


С.З Os pontos A(2, 2), B(x, 1) e C(— 1, 3) são vértices de um 
triângulo retângulo em B. Determine x. 


C4 О triángulo equilátero ABC é tal que A(O, 2) e B(2, 0). 
Obtenha o vértice C. 


С.5 (UFMG) Considere A = (2, 1) e B = (4, 0) dois pontos 
no plano coordenado. As coordenadas do ponto C, simé- 
trico do ponto A em relação ao ponto B, são: 

a) (6, —1) 
b) (3, 1) 
с) Q. —1) 


d) (s i) 


e) (1, 0) 


.€.6 (UFRGS) Os pontos A(4, —2) e C(6. 10) são extremos 
do diâmetro de uma circunferência de centro: 
a) (1,4) 
b) (0, —2) 
c) (11,3) 
d) (4, —2) 
e) (5,4) 


СЛ Dois vértices opostos de um quadrado ABCD são os 
pontos A(2, 5) e C(2, 9). Obtenha os outros dois vértices. 


€8 Os pontos M(2, 3), N(—1, —1) e P(11, 4) são pontos 


médios dos lados AB, BC e AC, respectivamente, de um ' 


triângulo ABC. Calcule o perímetro do triângulo ABC. 


€.9 As bases AB e CD de um trapézio são tais que A(2, 4), 
B(8, 10), C(6, 14) e D(4, 12). Calcule a medida da base 
média do trapézio. 
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Capítulo 54 


EQUAÇÃO DA RETA 


. INCLINAÇÃO DE UMA RETA 


Definição 


Seja r uma reta do plano cartesiano ortogonal con- 
corrente com o eixo Ox no ponto Р(х, 0) e que passa 
pelo ponto О(хо, yo), com yo > 0. Seja M(xy, 0), com 
Xy > Xp: 


y 
E о 
a 
p/Ae S 
o Mx 9| PASSIM T 


Chama-se inclinacáo da reta r a medida o, 
0° < о < 180°, do ángulo MPQ orientado a partir do 
lado PM no sentido anti-horário. 


y 





Nota 


Se uma reta s é paralela ao eixo Ox, então dizemos que 


sua inclinação é 0°. 


Exemplos 


a) 


b) 


y 


Neo” a 





A inclinação a da reta ré a = 60º. 








A inclinação a da reta sé a = 135º. 


c) y 


| : > 








A inclinação a da reta t é a = 90º. 


Nota 


Toda reta perpendicular ao eixo Ox é denominada 
reta vertical. 


d) | 





A inclinação а da reta u é a = 0°. 


Nota 


Toda reta paralela ao eixo Ox é denominada reta 
horizontal. 


2. COEFICIENTE ANGULAR DE UMA RETA 


Definição 


Chama-se coeficiente angular de uma reta r de 
inclinação 0, o # 90º, o número т tal que: 





m=tga 
Exemplos 
a) y 
F 
/ 
/ 
/ 
A 
/ \үво° > 
o / x 


/ 


O coeficiente angular de r é m, = tg 60º = ./3. 








b) ул 
N 
as ATE 
o — E x 
\ х 
O coeficiente angular de s é т, = tg 135° = —1. 
с) y^ 
t 
al > 
о | х 





Retas verticais não têm coeficiente angular, pois não 
existe tg 90º. 


d) | 











O coeficiente angular de и é tg 0° = 0. 


Declividade de uma rampa 


Na engenharia civil, quando se diz que uma rampa 
tem declive de 30%, isso significa que a tangente do 
ángulo а que a rampa forma com um plano horizontal 
é 0,5, ou seja, tg a = 0,5. 





Cálculo do coeficiente angular 
de uma reta não-vertical por dois 
de seus pontos 
Consideremos dois pontos distintos A(x, ул) e 
В(х». yg) de uma reta г não-vertical, de inclinação о: 


y^ 


ж“ Primeiro caso: 


Р. 0° < a < 90° 














xy 


] „8 Segundo caso: 
b а> 90° 
“А 














а 

ы. т, 
о pP х 
y^ 

2 z 

ы] F 
"=" 
o x 





Sem perda de generalidade, podemos supor os pontos 
A e B nas posições indicadas nesses três casos. 


* Primeiro caso: 


y 








No triângulo retângulo ABP, temos: 


PB Ув — Ya 
t: = —— = n 
к АР Xp — ХА 
Logo, o coeficiente angular da reta r é m, — Eat 
Xp ХА 


Também para o 2* e para o 3? caso obtém-se como 
coeficiente angular da reta r a razão da diferença das or- 
denadas de A e B para a diferença de suas abscissas, isto é: 

m,= Ув — Ya 
Хв — Xa 
Multiplicando por — 1 o numerador e o denominador des- 
sa fração, obtemos uma fração equivalente a ela: 
Ya — Ys 


X4 — Xg 


JE X4 — 
Xg — Хх 


т, = 


< 
Q 
= 
E 
< 
2 
< 
< 
E 
E 
ы 
= 
о 
ыш 
о 





o 
ul 
[2| 
< 
a 
2 
5 





Para simplificar а notação, vamos indicar por Ay a di- 
ferenca entre as ordenadas e por Ax a diferenca entre as 
abscissas: 


m, = ——— 


Ax 


Cuidado! As diferengas Ay e Ax devem ser efetuadas 
num mesmo sentido, isto é, ambas de A para B, 


Ja Ув ou ambas de B para A, 22%. 

XA — Xp Xg — Xa 
+ 

Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO 


RJ Calcular o coeficiente angular da reta AB nos seguintes 
casos: 
a) A(2,5) e B(4,11) 
b) A(6, 4) e B(2, 12) 
€) A(—1,4) e B(5, —8) 
Resolução 


d) A(5, 8) e B(3, 8) 
e) A(6, 1) e B(6, 4) 





àm--M = 1-5 
А Ах 4-2 


Note que podemos calcular esse coeficiente angular 
de A para B, ou seja: 


m d. s 
EE 











bm Ay 12-4 8 
c)m 

ЕЕЕ Сара 
4 т = Ax 5—3 2 0 


Note que a reta AB é paralela ао eixo das abscissas. 
an=- eri o (ду 
x = 


Assim sendo, não existe m. Logo, a reta AB é vertical. 


3. CONDIÇÃO DE ALINHAMENTO DE 
TRÊS PONTOS 


Teorema 


Três pontos A(x,. ул). B(xs, ув) e C(xc. ус) são co- 
lineares se, e somente se, my; = my. ou nào existem 
Mag € Mge 


Os símbolos mj, € mgc indicam, respectivamente, os 
coeficientes angulares das retas AB e BC. 


Demonstração 
* Primeira parte: 
Hipótese Tese 
A, B e C são Mag = Mec OU 


pontos colineares. não existem map e Me: 


Se dois dos três pontos A, B e C forem coincidentes, 
então a demonstração é imediata. Suponhamos que os 
pontos sejam distintos entre si. 

Se A, B e C pertencem a uma reta vertical, então 
Xa = Xy = Xe: ў 





y 
с 
B 
A 
> 
o [Xam Xp Xe x 


Logo, não existem m, e msc. 
Se A, B e C pertencem a uma reta horizontal, entào 
Ул Ya ус 














> 
х 
Logo, temos que: 
уж Уу 0 
mag =>" — =0 (B%4) 
Xy A Xg— Ka 
sebo 0 
Mc = eres E wor =0 (CB) 
Xe — Хв хе Xp 


Portanto mag = Mge . 
Se A, B e C pertencem a uma reta não-vertical e não- 
horizontal: 


Y 
Yc 
Ув > ув > Уд; 
Ус2 Ув > Ya; 
Ko Xa д 
Ya 
> 
о х 








No triángulo retángulo АВР, temos: 


PB Ys — Ya 
t ESI == ӘН T) 
ва АР Хв — ХА gi 


No triângulo retângulo BCO, temos: 


Qc Je Ун 
tga= —.€ q 
es BQ Xc — Xp i 
Por (Т) e (ID, concluímos que 234—234. = Je». 
Me qm 9 Xp — Xa Xe Xp 


Logo, mag = Mge- 


* Segunda parte: 
Hipótese Tese 


A,BeC 
sáo colineares. 


Mag = Mpc OU 
não existem 7145 € Mge- 


Se dois dos três pontos A, B e C forem coincidentes, 
então a demonstração é imediata. Suponhamos que os 
pontos sejam distintos entre si. 

Se map = mg, então temos que as retas AB e BC têm 
a mesma inclinação e, portanto, são paralelas. Ora, se as 
retas AB e BC são paralelas e têm o ponto B em comum, 
então são paralelas coincidentes e, portanto, os pontos 4, 
B e C são colineares. 

Se não existem m; e Mpc então as retas AB e BC são 
verticais e, portanto, são paralelas. Ora, se as retas AB e 
BC são paralelas e têm o ponto B em comum, então são 
paralelas coincidentes e, portanto, A, B e C são colineares. 

(c.q.d.) 


У 
|| í 
j EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.2 Verificar se os pontos A, B e C são ou nào colineares, nos 
seguintes casos: 
a) AQ, 5), B(3, 7) e C(5. 11) 
b) A(3, 9), B(3, 6) e C(3, 10) 
с) AQ, 6), B(5, 6) e C(9, 6) 
d)A(4, 5), B(8, 7) e C(1, 1) 
Resolução 
Devemos calcular тл» e Mge- 
* Se Mag = mgc ou não existem my, e nyc, então conclu- 
ímos que A, B e C são colineares. 


* Se Map # Mge ou existe apenas um, Mag OU Mge, então 
A, B e C nào sáo colineares. 


Ve 11-7 











a) mag — 33 = 2; т = с=з =2 
Mag mc > A, Ве С são colineares. 
b) Map = e = $ (2) 
6—10 —4 
Mac = 3—3 TE (3) 


Amas e À тє > А, Ве С são colineares. 
6—6. .0 6—6 10 
SEUS 9—5 4 
Man = Mge > A, Be C são colineares. 


=0 





с) тав = = 0; тас = 


Ama кер 
A ге е 
CO NEST E 7 


Mag É тє = A, B e C não são colineares. 


R.3 Determinar a de modo que os pontos A(4, 2), B(5, 8) e 
C(3, a) sejam colineares. 


Resolução 


8—2 8—a 


E =g a MIA 
mag = = 6 m= zr 


Sig 2 











Para que A, B e C sejam colineares, devemos ter 
Map = тс, OU Seja: 
8-а 
2 





-6-8—a-12..2—-—4 
4. EQUAÇÃO FUNDAMENTAL DA RETA 
Teorema 
Se r é a reta não-vertical que passa pelo ponto 
Р(хо, Yo) e tem coeficiente angular m, então uma 
equação de r é y — yy = m(x — xp), denominada 


equacáo fundamental da reta. 


Demonstracáo 


m-tga 





Seja G(x, y) um ponto genérico, distinto de P. O ponto 
G pertence à reta r se, e somente se, o coeficiente angular 
calculado através de P e G é igual a m, ou seja: 


3 290 


PES =m ^. у – уо = тх – x) 


Note que o ponto P (xo, yo) também satisfaz essa equação. 
Observe: 
Yo — Yo = MA — x) > 0=0 
Assim, a equação y — yy = M(x — Xp) representa todos 
os pontos da reta л. 
(c.q.d.) 


3 EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.4 Determinar uma equação da reta r que passa pelo ponto 
P(22, 1) e tem coeficiente angular m = —3. 
Resolução 
Na equação fundamental da reta y — yy = m(x — Xp), 
substituindo ху, Yo e m, respectivamente, por —2, 1 e —3, 
temos: 

y-12-3(x-(-2) "—.y-12-3(x-*2) 
Coyr9be-3:-—6.35*y43-90 
Assim, uma equação da reta r é 3x + y + 5 = 0. 
R.5 Determinar uma equação da reta r do gráfico. 
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Resolucáo 
A reta r passa pelo ponto P(0, 4) e tem coeficiente angu- 
lar m = tg 135° = —1: 
rm 4) 
З 
т = —1 


Substituindo x, = 0, y, = 4e m = —1 na equação funda- 
mental da reta y — yọ = m(x — xo), temos: 


y-4-—-1x—0)2»y—4——x 
“xty—4=0 
Assim, a reta r tem como equação x + y — 4 — 0. 
R.6 Usando a equação fundamental, obter uma equação da 
reta que passa pelos pontos A(2, 5) e B(4, 1). 


Resolução 
Calculando o coeficiente angular da reta AB, temos: 


ip Es ERES NAE S 
ANNE 4-2 


Com esse coeficiente angular e qualquer um dos dois 
pontos А ou B, obtemos a equação pedida: 


AB p 5) 
m= =2 


Fazendo x, = 2, y, = 5 ет = —2 na equação fundamen- 


tal da reta y — yy = m(x — xp), temos: 


359 112) => y -5:= =2r +4 
.2x+y-9=0 


Essa é uma equação de AB, 


As bissetrizes dos quadrantes ímpares 


As bissetrizes dos quadrantes 1 e 3 estão contidas na 
reta b, denominada reta bissetriz dos quadrantes ím- 
pares. 


o ye 





» 
x 


Observando que a reta Р, passa pela origem O(0, 0) e 
tem coeficiente angular m — tg 45? — 1, podemos obter 
sua equacáo através da equacáo fundamental 
Y — yo = тх — x): 

y-0-21G - 0) 


dues 


Note que essa equacáo nos diz que todo ponto (x, y) da 
reta b, possui y = x, isto é, a ordenada é igual à abscissa. 
Por exemplo, sào pontos dessa bissetriz: 


a. 1x 0,2% (3, i) (5,3) 


As bissetrizes dos quadrantes pares 


As bissetrizes dos quadrantes 2 e 4 estáo contidas 
na reta b,, denominada reta bissetriz dos quadrantes 
pares. 





Observando que a reta b, passa pela origem О(0, 0) e 
tem coeficiente angular m — tg 135? — — 1, podemos ob- 
ter sua equação através da equação fundamental 
y — = mx — ху): 

y-0--Lx-0) 


Dy E 


Note que essa equacáo nos diz que todo ponto (x, y) da 
reta b, possui y = —x, isto é, a ordenada e a abscissa são 
opostas. Por exemplo, são pontos dessa bissetriz: 


96) 





(1,15 (1,0; (-3. 


q 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.7 Determinar o ponto P, pertencente à bissetriz dos qua- 
drantes ímpares, eqüidistante dos pontos A(2, 5) e B(4, 2). 
Resolução 
Todo ponto da bissetriz dos quadrantes fmpares possui a 
abscissa igual à ordenada. Logo, o ponto P é da forma 
P(x, x). 

УА 











Devemos ter AP = ВР = 


э [х= 2) +600 5)2 = /(х—4)%+(х—2)?. 
Quadrando ambos os membros dessa igualdade, obte- 
mos: 
A (x 5) = (x — 4p (х—2)у7 
Sx — 10x + 25 = х2 — 8x + 16 
J$2xc0 
9 


х= — 


2 





Assim, o ponto P é ES 2 ) 


Reta horizontal e reta vertical 


Como já vimos, toda reta paralela ao eixo das abscis- 
sas é chamada de reta horizontal, e toda reta perpendi- 
cular a esse eixo é chamada de reta vertical. 


Exemplos 





[2] x 


a) A reta r é horizontal, portanto seu coeficiente angular 

étg 0º = 0. Como ela passa pelo ponto (0, 4), podemos 
obter sua equação através de y — yo = m(x — xj), isto 
é, y — 4 = 0 (x — 0), ou, ainda, y = 4. 
Note que essa equacáo nos diz que todo ponto dessa 
reta horizontal possui ordenada igual a 4. Esse fato po- 
deria ter sido observado diretamente no gráfico, evi- 
tando, assim, todo o trabalho anterior, bastando escre- 
ver y = 4 como equação da reta. 

b) 





A reta s é vertical, portanto ela n&o possui coeficiente 
angular. Assim, não é possível obter-se a equação des- 
sa reta a partir de y — у, = m(x — xp). Porém, obser- 
vando o gráfico, constatamos que no plano cartesiano 
todo os pontos dessa reta, e somente eles, têm abscissa 
4, o que nos permite representar essa reta pela equação 
x=4, 


N 
5 
J ExERCÍCIOS BÁSICOS 


B.1 Determine a inclinação e o coeficiente angular de cada 
uma das seguintes retas: 





a) ya c) y | 
а 
а, 
Mas? 
o x о x 
b) yA d) y | 
b 
— 
f 
1202 
o x о x 











B2. 


B3 


B4 


В.5 


В.6 


Ea 


Calcule o coeficiente angular da reta AB em cada um dos 
seguintes casos: 


a) AQ, 6) e B(4, 14) 

b) A(1, 4) e B(2,1) 

c) А(—3, 5) e B(1, —1) 

d) A(4,6) e B(3, 6) 

e) AQ, 5) e B(2, 8) 

f) A(1,3) e B(4, 7) 

g)A(4, 8) e B(2,9) 
h)A(-5, —1) e B(-3, —4) 
1) A(=1, 3) B(—2, 3) 

j) A(8, 1) e B(8, 6) 

(U. Taubaté-SP) A inclinacáo da reta que passa pelos 
pontos A(3, 7) e В(5, 9) é: 


a) 30º c) 60º e) 135? 
b) 45? d) 90º 


Obtenha o valor de a no gráfico: 





y 
«| = 

' 

i 

1 

a 135* 

1 » 
Ө 45 x 
ЗП eerte emm X 


Usando a condição de alinhamento por coeficiente angu- 
lar, verifique se os pontos A, B e C são colineares, nos 
seguintes casos: 


a) A(1, 6), B(0, 4) e C(—1,2) 
b) A(1, 2), B(5, 2) e C(6, 2) 
c) A(4, 1), B(4, 7) e C(4, 9) 
d) A(3, 6), B(1, 4) e C(4, 1) 


1 1 3 11 
9 4(3.2) 4-3 9)» da 2 ) 
1A(/3,D,B(/2,1) e С(т,1) 
в)А(3, J3 ), BG, J5 ) e C(3, 47) 


DA(S 1). ва,з) ë d. i) 





(Vunesp) Dado um sistema de coordenadas cartesianas 
no plano, considere os pontos A(2, 2), B(4, —1) e 
C(m, 0). Para que AC + CB seja mínimo, o valor de m 
deve ser: 


7 10 11 
23 аг Sa 
8 
b) 3 d) 3,5 


Determine uma equação da reta que passa pelo ponto P 
e tem coeficiente angular m em cada um dos seguintes 
Casos: 


а) P(2, 4) e m= —3 
b)P(-1,6 e m=2 


c) P(4, 0) e m=-> 
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В.10 (UFSE) Na figura, os ângulos têm as medidas indicadas. 


2 2. 
а) P =, 1|em=== » B ^ E a 

3 5 A reta r contém a bissetriz do triângulo ABC, relativa ao 
e) P(0, —1) e m = —4 vértice A. A equação de r é: 
f) z|- 2) em=3 yA 


a 
2 
Dr a) em--3 


h)P(0,0) e m=6 


UNIDADE 10 


B.8 (UFPE) A equação cartesiana da reta que passa pelo pon- 
to (1, 1) e tem inclinagáo de 60? é: 

















а) (2х -y= J2 -1 145º 
) Ex y be. = PE 

b) 43x +y=1- 4/3 o c x 

r 
3x -y= 43 —1 
©) 43x м 4/5 ay=x+2 dy=-x+1 
Уз x = ES by=x-2 е)у= -х+2 
а) +y=1 
2 2 c)y=-—2x+1 
e) б> = e =й B.11 Quais as equações das retas r e s dos gráficos? 
a) 
y 

B.9 Obtenha uma equação para cada uma das retas dos grá- 

ficos. 

a) yA 5 r 

ol x 
b) УА 
Is 
"ol 5 x 
B.12 Usando a equação fundamental, obtenha uma equação 





da reta que passa pelos pontos 4 e B em cada um dos se- 
guintes casos: 

a) A(3, 8) e B(—3,2) c) A(—6, 3) e B( —5. 6) 
b) A(5, 0) e B(— 1, 12) d) A(1, 6) e B3, 1) 


B.13 (U.E. Londrina-PR) São dados os pontos A = (—2, 1), 
В = (0, -3)e C = (2, 5). A equação da reta suporte da 
mediana do triângulo ABC, traçada pelo vértice A, é: 


ау dx—-y-l 

bx=1 ejx+y=1 

с)х=у 

Nota 

Reta suporte de um segmento é a reta que contém o seg- 
mento. 


В.14 Qual é o ponto P pertencente à bissetriz dos quadrantes 
ímpares cuja distância à origem O(0, 0) é igual a 442? 
Lembrete. Todo ponto da bissetriz dos quadrantes ím- 
pares é da forma (x, x). 


B.15 O ponto P pertence à bissetriz dos quadrantes pares e sua 
distância ao ponto Q(6, —5) é igual a «5 . Determine P. 
Lembrete. Todo ponto da bissetriz dos quadrantes pares 
é da forma (x, —x). 


Exercícios complementares de C.1 a C.6 





5. EQUAÇÃO GERAL DA RETA 


Todo reta do plano cartesiano é gráfico de uma equa- 
ção da forma ax + by + c = 0, em que x e y são variáveis 
e a, b ec são números reais com a e b não simultanea- 
mente nulos. Essa equação é chamada de equação geral 
da reta. 


Exemplos 

a) A reta de quação y = 3x — 5 pode ser representada 
pela equação geral 3x — y — 5 = 0. 

b) A reta de equação x = 7 pode ser representada pela 
equação geral x — Оу — 7 = 0. 


Ay 
D: 7 
Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.8 Construir o gráfico da reta ғ, de equação geral: 
2х + 3y-12=0 

Resolução 
Dois pontos distintos determinam uma reta. Assim, 
vamos obter dois pontos distintos da reta r e construir a 
reta que passa por eles: 
* fazendo x = 0, temos 2 · 0 + 3y – 12 = 0> y = 4; 
e fazendo у = 0, temos 2x -3-0— 12 = 0x = 6. 


Portanto, dois pontos distintos de г são (0, 4) e (6. 0). Lo- 
go, o gráfico de r é: 








R.9 Dar uma equação geral do eixo Ox. 
Resolução 
No plano cartesiano, todos os pontos do eixo Ox, e so- 
mente eles, têm ordenada zero. Logo, podemos represen- 
tar esse eixo através da equação y = 0. 





R.10 Dar uma equação geral do eixo Oy. 
Resolução 
No plano cartesiano. todos os pontos do eixo Oy, e so- 
mente eles, têm abscissa zero. Logo, podemos represen- 
tar esse eixo através da equação x = 0. 





6. INTERSECÇÃO DE DUAS RETAS 
CONCORRENTES 


Se P(x,. Yo) É o ponto de intersecção das retas concor- 
rentes r: ax + buy + с, = бе: ax + Ьу + с, = 0, então 


ахо + Ьу, t c, = 0 
| р? d É 0? ou seja, as coordenadas de P 





а›х + bayo + су = 
satisfazem as equacóes г e s simultaneamente. Sendo as- 
sim, para obter r N s, basta resolver o sistema: 


[e +by+c=0 








axtby+c=0 
y 
4Р) = г 
ЖОГ = nee 
oj x 
O sistema anterior, que é equivalente a 
aub = ер... ^ 3 
, é possível e determinado se, e so- 
ах + bay = -c 
a b к. Ж 
mente se, * 0, conforme já vimos no estudo 
a b; 


dos sistemas lineares. Sendo assim, temos que essa é con- 
dição necessária e suficiente para que as retas r e s sejam 
concorrentes. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.11 Mostrar que as retas r: 2x у – 5 = Ое 
s:3x + y — 10 = 0 são concorrentes e determinar o pon- 
to comum a ambas. 





Resolução 
2x—-y = 5 (r) 
3x y = 10 (s) 
Dec 2-(-3) = 5 
$ 1 








Como D + 0, temos que ге s são concorrentes. Somando 
membro a membro as equações de r e s, temos: 


Sx=15>x=3 
Substituindo x = 3 na equação de r, obtemos: 
2:3-y=55y=1 
Logo, rN s = {(3, 1]. 
R.12 Determinar o ponto de interseccáo da reta 
r: 5x — 2y + 3 = 0 com o eixo Ox 
Resolucáo 


Vimos no exercício R.9 que a equação do eixo Ox é 
y = 0. Assim, o ponto de intersecção da reta r com o eixo 


5x —2y-F3 — 0 


Ox é dado pelo sistema | б 
у = 
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Substituindo y = 0 na primeira equação, temos: 
3 


EA IS US 


Logo, o ponto comum à reta re ao eixo Ox é E o). 


R.13 Determinar o(s) ponto(s) da reta r: 2x + y — 5 = 0 que 
dista(m) 10 unidades do ponto P(—5, —5). 
Resolucáo 
Tomemos um ponto genérico da reta r. Para isso, basta 
atribuir um valor genérico para x. Fazendo x = a, temos: 
2a+y-5=0=>y=5-2 
Assim, um ponto genérico da reta r é G(a, 5 — 2a). 
A equação dop = 10 nos fornecerá o valor conveniente 
de a, isto é: 
dep = 10 
“d(a-(-5)p+(5-2a-(-5)) =10 
v. «4 (ad 5) d (102a = 10 
Quadrando ambos os membros, obtemos: 
(a + 5)? + (10 — 2ay = 10° 
4. а? + 10а + 25 + 100 — 40a + 4a? = 100 


2. 5а — 30а + 25 = 0 
2 = ба +5 = 0 а = 1 оџа = 5. 





* Paraa = 1, temos G(1, 5 — 2 * 1), ou ѕеја, G(1, 3). 
* Para a — 5, temos G'(5, 5 — 2 * 5), ou seja, G'(5, —5). 


| P 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS 
B.16 Obtenha uma equação geral da reta r do gráfico: 





ху 





B.17 São dados os gráficos: 


y 








of х 


Obtenha uma equação geral para cada uma das retas, 
res. 


B.18 Construa o gráfico de cada uma das seguintes retas: 


а) 5х – 4y – 20 = 0 0) у= 2 
Ъ) 2х + 7у = 0 е) х= 0 
с)х=3 


B.19 Mostre que as retas r: 5x — у —4— 0e 
s: 2x + y — 3 = 0 são concorrentes e determine o ponto 
comum a ambas. 
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B.20 Para que valores de a as retas г: ах + 2y — 5 = 0e 
5: 3x + y — 3 = O são concorrentes? 


B.21 Obtenha o ponto de intersecção das retas r e s do gráfico: 





xv 





B.22 No gráfico, a reta r é bissetriz dos quadrantes ímpares. 
Determine o ponto comum a r e s. 


y 





B.23 Qual é o ponto de intersecção da reta 
r: 3x — 2y + 5 = 0 com o eixo Oy? 


B.24 (U. Amazonas-AM) O ponto P no gráfico abaixo é: 
5 13 
c) (5. 23) e) (2,4) 


sa Es) 


y^ 


a) (4,3) 











B.25 (Cesgranrio) 


Temperatura (°С): 


з ===> 





5 Tempo (minutos) 
-10 


Uma barra de ferro com temperatura inicial de — 10 °С 
foi aquecida até 30 °С. O gráfico acima representa a va- 


riação da temperatura da barra em função do tempo gasto 
nessa experiência. Calcule em quanto tempo, após o iní- 
cio da experiência, a temperatura da barra atingiu 0 °С. 
a) 1 min d) 1 min 15 seg 

b) 1 min 5 seg e) 1 min 20 seg 

c) 1 min 10 seg 


B.26 


(UFBA) Determine os pontos da reta x + y + 2 = 0 que 
distam 5 unidades do ponto P(—2, —1). Sugestão. Tome 
um ponto genérico da reta. Ver exercício R. 13. 


Exercício complementar C.7 


7. FEIXE PLANO DE RETAS 
CONCORRENTES 
Chama-se feixe plano de retas concorrentes de cen- 


tro P o conjunto formado por todas as retas de um plano 
a que passam por P. 






x 


Na equação y — yg = m(x — xo), atribuindo a т todos 
os valores reais, obtemos todas as retas não-verticais que 
passam pelo ponto Р(х Yo). A única reta que passa por 
Р(ху, Yo) e não pode ser obtida dessa equação é a reta ver- 
tical x = хо. 





y^ 
m=-7 

hr--- 

D 

1 

' 

1 

i 

! 

i 

А > 
O / B \ 3 

' 

{~ Reta vertical x= ху 





Assim, o feixe plano de retas concorrentes de centro 
Р(ху, Yo) é determinado por: 


y — yo = m(x — Xp), m € IR, ou x = x 


1 
D > 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.14 Dar as equações de todas as retas do plano cartesiano que 
passam pelo ponto P(2, 6). 
Resolução 
A equação y — 6 = m(x — 2), m € IR, representa todas 
as retas não-verticais que passam por P(2, 6). A única 





reta que não é representada por essa equação é a vertical 
x = 2. Assim, as equações de todas as retas que passam 
por P(2, 6) são y — 6 = m(x — 2), m € В, ou x = 2. Em 
outras palavras, dizemos que essas são as equações do 
feixe plano de retas concorrentes de centro P(2, 6). 














y^ 
6 
Е Р 
m » 
o 2 x 
q 
iB , 
EXERCÍCIO BÁSICO 


B.27 Considere no plano cartesiano o feixe de retas concor- 

rentes de centro P(2, 4). 

a) Obtenha as equações de todas as retas desse feixe. 

b) Das equações do item anterior, qual representa a reta 
de inclinação 45º? 

c) Das equações do item a, qual representa a reta hori- 
zontal que passa por Q(2, —1)? 

d) Das equacóes do item a, qual representa a reta hori- 
zontal que passa por P? 

e) Das equações do item a, qual representa a reta vertical 
que passa por P? 

f) Das equações do item a, qual representa a reta que in- 
tercepta o eixo Ox no ponto de abscissa 3? 


Exercício complementar C.8 


їй Я 
ү, EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


Ea Determine uma equação da reta r do gráfico: 


y^ 
DI 


`\60° 





> 
х 





O ponto P pertence à bissetriz dos quadrantes ímpares 
€ o ponto Q pertence ao eixo das abscissas. Determine 
esses pontos, sabendo que a distância entre eles é 5 uni- 
dades e que a abscissa de Q tem 4 unidades a mais que 
a de P. 
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UNIDADE 10 





(PUC-SP) Os pontos A(5, 3) e B(5, y). y 5, pertencem 
a semiplanos opostos em relação à reta bissetriz dos qua- 
drantes ímpares se. e somente se: 


а)у>5 с)у>3 е)у= 2 
by«5 d)y «3 
Nota 


Uma reta r divide um plano que a contém em dois semi- 
planos opostos em relação a r. 


(Fuvest-SP) A tabela mostra a temperatura das águas do 
Oceano Atlântico (ao nível do equador) em função da 
profundidade. 















Profundidade Temperatura 
Superfície 
100 m 


500m . 





21°С 








Admitindo que a variação da temperatura seja linear en- 
tre duas quaisquer das medicóes consecutivas feitas para 
a profundidade, a temperatura prevista para a profundi- 


dade de 400 m é de: 
a) 16°С SS "C e) 8*C 
b) 14°С d) 10,5 *C 


cs. (Fatec-SP) No plano cartesiano xOy, as equações 
x— |=0ey— 2 = 0 representam: 
a) duas retas, uma vertical e outra horizontal, que se in- 
terceptam no ponto (1, 2). 


b) duas retas, uma vertical e outra horizontal, que se in- 
terceptam no ponto (2, 1). 

C) uma reta que intercepta os eixos cartesianos nos pon- 
tos (1, 0) e (0, 2). 

d) dois pontos: (1, 0) e (0, 2), respectivamente. 

€) dois pontos: (0, 1) e (2, 0), respectivamente. 


€.6 (Unifor-CE) A reta r, de equação y = 2x — 1, intercepta 
os eixos cartesianos nos pontos A e B. O ponto médio do 


segmento AB é o ponto: 

a) > o) d) (-4 1) 
oh) E 
c) (0, —1) 


¡EN (Fesp-PE) No triángulo isósceles ABC, os vértices da 
base sáo A(3, 0) e B(0, 4). Se o vértice C pertence à reta 
x + y — 7 = 0, podemos afirmar que a diferença entre as 
coordenadas de C é: 


a)3 6) 7 e)0 

b)5 d)4 

Sugestáo. Tome um ponto genérico da reta. Ver exercí- 
cio R. 13. 


cs Considere no plano cartesiano o feixe de retas concorren- 
tes de centro P(2, 0). 
a) Obtenha as equações de todas as retas desse feixe. 
b) Das equações do item anterior, qual representa a reta 
que forma com os eixos Ox e Oy um triângulo de 
área 5? 


Capítulo 55 


OUTRAS FORMAS DA EQUAÇÃO DA RETA — 
PARALELISMO E PERPENDICULARIDADE 


1. EQUAÇÃO REDUZIDA DA RETA 


Vimos, no capítulo anterior, que uma equação da reta 
r que passa pelo ponto P(xy, Yo) e tem coeficiente angular 
igual am é y — yo = m(x — хо). Isolando a variável y nessa 
equação, obtemos: 


у = mx + Yo — тхо 


Fazendo yọ — mx, = q, podemos escrever: 
»=mx+ q 


Essa equação é chamada de equação reduzida da reta r. 

Note que o coeficiente de x na equação reduzida é exata- 
mente o coeficiente angular m da reta. Ao termo inde- 
pendente q daremos o nome de coeficiente linear da reta. 


Exemplos 
a) Na equação reduzida y = 3x + 5 temos: 
m = 3 (Coeficiente angular) € q = 5 (Coeficiente linear) 


b) Para construir o gráfico da reta r de equação 
y = 2x + 6, basta formar uma tabela atribuindo valores а 
x ou y a fim de obter dois pontos distintos da reta r: 








> 
x 





Note que o coeficiente de x na equação y = 2x + 6 é exa- 
tamente o coeficiente angular da reta m = tg a = 2. Note 
ainda que o coeficiente linear, 6, é a ordenada do ponto 
onde a reta intercepta o eixo Oy. 


Assim, temos que: 


3 
m= — zs (Coeficiente angular de r) 


e 
4 = 2 (Coeficiente linear de r) 


O raciocínio usado nesse exemplo pode ser generaliza- 
do: sendo r uma reta não-vertical de equação geral 
ax + by + c = 0, o seu coeficiente angular m e seu coe- 


E a E a € : 
ficiente linear q sào m = — 94 Sis pois a forma 
D 
А p 2 ах e 
reduzida da equacáo dessa reta é y = E p 


2. ESTUDO DAS POSIÇÕES RELATIVAS DE 
DUAS RETAS EM FUNÇÃO DE SUAS 
INCLINAÇÕES 

No plano cartesiano, duas retas r e s são paralelas se, e 


somente se, têm o mesmo coeficiente angular ou não 
existem seus coeficientes angulares: 


rf sm, =m, ou Àm, em, 





NS yje = Na 5 


m =m =r} s 





c) Seja r a reta de equação geral 3x + 5y — 10 = 0. A 
forma reduzida da equação de r é obtida isolando-se a va- 
3x 

5 





riável y, ou seja 5y 3x t US y= + 2. 





dmem,r/s 


imem=ris 
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outra: 


y^ 


UNIDADE 10 











3m, e йт, = rconcorre com s 


* paralelas distintas se, e somente se: 
m, =m, €q, F q, 


y^ 


Após essas análises, podemos enunciar: 
Duas retas não-verticais r e s de equações reduzidas 
y=mx+q,ey=m, + q, respectivamente, são: 


No plano cartesiano, duas retas r e s são concorrentes 
se, e somente se, têm coeficientes angulares diferentes ou 
existe coeficiente angular de uma das retas e não existe da 














* paralelas coincidentes se, e somente se: 


m=meqg, = 4, 


хү 











* concorrentes se, e somente se: 


R. 


т, + m, 


Xu. OAM 


о x 





N 
' EXERCÍCIOS RESOLVIDOS : 


Л Sáo dadas as seguintes retas: 
пу= 3х + 5 
у= 3х—2 
t:6x—2y + 10=0 


u: y = 5х 

Descrever a posição relativa entre: 

a)res b)ret c)seu 
Resolução 

Temos que: 


em=-3eq=5 

“m=3eq=-—2 

* a forma reduzida da equação da reta t é y = 3x + 5; 
logo,m,=3eq,=5 

em = 5ед, = 0 

Assim, temos: 

а) т = m, e д, * q, res são paralelas distintas; 

b) m, = m, e q, = q, = ret são paralelas coincidentes; 

с) т, # m, =>s e и são concorrentes. 


R.2 Para que valor de a as retas г: 3x + 2y — 1 = 0 e 


s: ax + 5y + 3 = 0 são paralelas? 


Resolução 
Escrevendo as equações sob a forma reduzida, temos: 
e TM E 
n Dr COIT GE Wc o 
ye m sus „ы d 
Е Uo Eu a сс 


Para que r e s sejam paralelas, devemos ter: 


a e O e a 15 
i 5 2 in^ Pa 2 


Note que para esse valor de a as retas serão paralelas dis- 


tintas, pois q, + a+ + -i) 


R.3 Obter uma equação da reta r que passa pelo ponto 


P(5, 2) e é paralela à reta s do gráfico. 





er----& 


xy 








хү 








г 


Para que r e s ѕејат paralelas, elas devem (ег о mesmo 
coeficiente angular. Assim, teinos: 


Lr. 2) 
m, = m, = tg 135? = —1 


Pela equação fundamental da reta y — yọ = m(x — Xp), 
temosy-2—7-1(x—-5)2y-2-2-x-5. 
Portanto uma equação da reta ré y = —x + 7. 


К.4 Determinar uma equação da reta г que passa pelo ponto 
P(—1, б) e é paralela à reta s: 4х + 2y — 1 = 0. 
Resolução 
Escrevendo a equação da reta s sob a forma reduzida, 
temos y = —2x + > >m = 2. 


Para que r e s sejam paralelas, devem ter o mesmo coe- 
ficiente angular. Assim: 


Es 6) 
E т, = т, = -2 
Pela equação fundamental da reta y — yọ = m(x — Xp), 
temos: 
y-62-2(x—-(-1))y-62-2(x-t1) 
А Бый a 


Portanto uma equação da reta r é 2x + y — 4 = 0. 


3. RETAS PERPENDICULARES 


Consideremos as retas perpendiculares r e s do seguinte 
gráfico: 


y^ 











em que т, = tg a é o coeficiente angular de re m, = tg B 
é o coeficiente angular de s. 


No triángulo retángulo ABC, limitado por r, s e o eixo 
Ox, temos: 








ima c dita 
B AB 
e 
A AB 
tg(180° — B) = AC 


Da trigonometria, temos que tg (180º — B) = —tg В. 
Assim: 





imo aca 
8 АВ 
е 5 
_ AB 
Pc 
"AC. 
tga = AB (D 
E AB 1 
O o d mo 9 
AB 
Substituindo (I) em (II), temos tg B = з ou seja: 
1 
m,== 
m, 


Desse modo, podemos enunciar: 


Duas retas r e s, não-verticais, são perpendicula- 
res, se e somente se, o coeficiente angular de uma de- 
las é igual ao oposto do inverso do coeficiente angu- 
lar da outra. 


Note que, sendo r uma reta vertical, uma reta s é perpen- 
dicular a r se, e somente se, s é horizontal. 
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' EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.5 Obter uma equação geral da reta s que passa pelo ponto 
P(2, —3) e é perpendicular à reta г: x + 2y + 5 = 0. 





Resolucáo 
Escrevendo sob a forma reduzida a equação da reta r, ob- 
temos: 
x 5 1 
2y2 —x— pue — e =- 
2y Xx—5- 2 cm 2 


Para que as retas r e s sejam perpendiculares, o coefici- 
ente angular de s deve ser o oposto do inverso do coefi- 
ciente angular de r. Assim, temos: 


Pela equação fundamental da reta, y — yy = m(x — Xp), 
temos y — (73) = 2(x —2) 2 y + 3 = 2x — 4. 
Logo, uma equação geral da reta s é 2x — y — 7 = 0. 














R.6 Qual é a equação reduzida da mediatriz do segmento AB, 

dados A(3, 9) e B(1, 5)? 

Resolução Ы 

A mediatriz do segmento АВ é a reta que passa pelo 

ponto médio M de AB e é perpendicular a AB. 

Е Б> mE x 
O ponto médio de AB é Di 3 3 : $ 22) ou seja, 
М(2,7). 
up P» mu 

O coeficiente angular da reta AB é mj, = pex O 2. 

A mediatriz r de AB é perpendicular à reta AB e, portan- 

to, m, = — . Assim, temos: 

Maz 
M(2, 7) 
í кс чоч ш. 
E Maz 2 
Pela equação fundamental da reta, y — yy = m(x — xj), 
temos: 
= -306-22»-1--i sa! 

Logo, a equação reduzida da mediatriz ré y = — = +8. 

R7 Determinar o simétrico do ponto P(5, —2) em relação à 


reta r: 2x - y -2— 0. 

Resolução 

Dois pontos P e P”, P # P’, são simétricos em relação à 
reta r se, e somente se, P e P' equidistam de r e perten- 
cem a uma mesma perpendicular a r. 

Assim, para obter o ponto P', vamos seguir os seguintes 
passos: 


1º) obtemos uma equação da reta s que passa por 
Р(5, —2) e é perpendicular a r: 
| linamos o ponto Q de intersecção de re s; 





1º) Escrevendo sob a forma reduzida a equação de r, 








temos y = —2x —2 <. m, = —2. 
A reta s perpendicular à r é tal que m, = — > . En- 
tão, temos: 
P(5, —2) 
jj === do cd 
y m, =2 2 


Pela equação fundamental da reta, y — y; = m(x — xj), 
temos: 


1 099.55 
(= 76D) 5141385 => 
.A2y-d4-—x—5..5*—2y—-9-0 


2º) A intersecção de r e s é dada por: 


ptis 0 
x-2y-9 = 0 
aca =0 
x-2y-9=0 
5х+0у—5 =0 ух =1 
Substituindo x = | em x — 2y — 9 = 0, obtemos: 
1-2y-9=0>y= -4 
Logo, r N s = (Q(1, —4)). 
3º) Seja P'(a, b) tal que o ponto Q(1, —4) é ponto médio 








de PP”. 
Logo, temos: 
5ta 
2 =1эа=—3 
Sl L re 
3 = -4 >b 6 





А 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.1 Determine a equação reduzida e uma equação geral da 
reta que passa pelo ponto P e tem coeficiente angular m 
nos seguintes casos: 

a) P(5, -4)em = —8 


b) Р(0, З)ет = 


ыы 


с) es -1Jem= 4 
d) P(0,0)em= 1 


B2 


B3 


B.4 


В.5 


B.6 


B.7 


В.8 


В.9 


B.10 


B.11 


B.12 


Determine o coeficiente angular e o coeficiente linear de 
cada uma das seguintes retas: 

аутту=3х— + c)t:y = —4x 
b)s:3x+2y-1=0 


Determine o coeficiente angular e o coeficiente linear da 
reta AB nos seguintes casos: 

a) A(4, 6) e B(—1, —9) c) A(3, 2) e B(3, 5) 

Б) A(5, —1) e B(2, 1) 


Sáo dadas as seguintes retas 
x 
r806y—2=0; a +З 
у= Eli шїа+у-1=0 
my 3º 6 y = 


Descreva a posição relativa entre: 
a)res с) геи e)seu 
b)ret d)ser 


Para que valor de a as retas г: (a — 2)х — 3y — 1 = 0e 
ж: ах + y — 2 = 0 são paralelas? 


Obtenha a de modo que as retas 
r: (2a — i) = 2y ¥ 1 = 0 e s: ax + Зу = 0 sejam 
concorrentes. 


Sabe-se que as retas r: (a — 1)x — 2y + a = 0e 

s: (За — 2)x — 4y + a — 3 = 0 são paralelas. 

a) Obtenha a. 

b) Para o valor de a encontrado, as retas paralelas são 
distintas ou coincidentes? 


Para que valor de a as retas r: ax — y + 5 = 0e 
s: (4a — 2)х — Зу + 7a + 1 = 0 são paralelas distintas? 


Para que valores de a as retas r: 2ax + y — 1 = 0e 
s: (3a — 1)х + Зу — a = 0 têm um único ponto em 
comum? 


Encontre uma equação da reta r que passa pelo ponto 
Р(—1, 3) e é paralela à reta s do gráfico a seguir. 





y ^ 
P 4 
*-|8 ES 
| P 
| Р 
: Fa 
i o = Ne > 
-1 "s Xx 
РА 
Y 
y 





Determine uma equação geral da reta r que passa pelo 
ponto P e é paralela à reta s nos seguintes casos: 

a) P(—2,6)e s: y = —3x + 8 

b) Р(0, 3)еѕ: 4х + 2у – 1 = 0 

с) P, 4) ез: у= х 


(UEMA) Dado o triángulo, determinado pelos pontos 
A(1, 3), B(—2, 4) e C(3, —2), a equação da reta que passa 
pelo ponto P(—1, —8) e é paralela à mediana relativa ao 
lado BC é: 

a)y-4x—4 с)уу=2х—2 

b) у= 3x +3 d) y =-4x+1 


B.13 Determine a equacáo reduzida da reta r que passa pelo 
ponto P(— 1, —2) e é perpendicular á reta s do gráfico. 


yA 








T 
zt BE 
i 
і 


+-|-2 
P 





B.14 Obtenha uma equação geral da reta r que passa pelo pon- 
to P e é perpendicular à reta s nos seguintes casos: 
a)P(-1,4)es:2x —y—-1=0 
b) PO, =D) es: y = + +2 
c) P(3,0)es:dx —3y+1=0 


B.15 Determine a equação reduzida da mediatriz do segmento 
AB nos seguintes casos: 
a) A(—1. 6) e B(3, —2) c) A(—4, —1)е B(2, —7) 
b) A(0, 6) e B(6, 0) 


B.16 (U. Taubaté-SP) A reta r é perpendicular à bissetriz dos 
quadrantes pares e intercepta um eixo coordenado no 
ponto A(0, — 1). Escreva a equação geral da reta r. 

B.17 (PUC-SP) Os pontosA = (—1, l)e C = (0, —4) são vér- 
tices opostos de um quadrado ABCD. A equação da reta 
suporte da diagonal BD, desse quadrado, é: 
ax+5Sy+3=0 d)x+2y-3=0 
b)x—-2y-4-0 e)x-3y-5=0 
с) х= 53-7 = 0 

B.18 Determine o simétrico do ponto Р em relação à reta r nos 
seguintes casos: 

a) Р(4,2)ег: х – 2у + 15 = 0 
b)P(1,6)er:y-9-—0 


Exercícios complementares de C.1 a C.8 


4. EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS DA RETA 


Um físico, estudando o movimento de um projétil, con- 
clui que sua trajetória é plana e que seus deslocamentos na 
horizontal e na vertical são descritos, respectivamente, pelas 
2 x=t+5 
equações + em que ; representa o tempo. 

у =31+6 
yu 
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Se esse cientista quiser descrever a trajetória do projétil 
através de uma equação que relacione apenas os desloca- 
mentos x e y, basta que isole a variável t em uma das 
equações e substitua o valor obtido na outra: 


x-—tt52t-—x—50Q) 
у = 3t 6 an 
Substituindo (Т) em (II), obtém-se: 


у= 3(х— 5) +6 
pa у=3х—9 


As equações x = t + 5 e y = 3t + 6 são chamadas de 
equações paramétricas da trajetória de equação 
y — 3x — 9. A variável t é chamada de parâmetro das 
equacóes paramétricas. 

De modo geral, podemos apresentar as coordenadas de 
cada ponto (x, y) de uma reta r em função de um pará- 


metro f: 
x = ft) 


y = g(t) 


Essas são as equações paramétricas da reta ғ. 

Se a partir das equações paramétricas de uma reta de- 
sejarmos obter uma equação geral ou reduzida, basta que 
eliminemos o parâmetro. 


Nota 

Quando as equações paramétricas são usadas em situ- 
ações práticas como em física, química, economia etc., o 
parámetro г pode representar qualquer grandeza, como: 
tempo, temperatura, pressão, preço etc. 


ll 


o 
j EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.8 As equações paramétricas de uma reta г são: 


= 2t-3 
t ER 


t 
y=4+1 
Obter uma equação geral dessa reta. 
Resolução 
Devemos eliminar o parâmetro /. Para isso, isolamos г 
numa das equações e o substituímos na outra. 


dt-Sr= II D 


х 





[i 


y=4+1 D 


Substituindo (I) em (II), obtemos: 


+з 

2 
"у= М х+3З) +1 
uVy22x 47 





y=4- +1 


Assim, uma equação geral da reta ré 2x — y + 7 = 0. 


' 
D ; a 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.19 Dê uma equação geral da reta cujas equações paramé- 


tricas são: 
x-—1—4 х = 31+1 

а) tER b) tER 
Y = 3t+5 у == = 


В.20 (UFRS) Um ponto Р(х, y) descreve uma trajetória no 
plano cartesiano, tendo sua posição a cada instante 
t(t = 0) dada pelas equações: 


х= 2t 

b = 3-2 
A distância percorrida pelo ponto Р(х, y) рага 0 <1=3 é: 
a)2 
b)3 
c) 413 
d) 34/13 
e) J61 


Exercícios complementares de C.9 a C.11 


M 
ў ( 
Jj EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


C1 Emumparalelogramo ABCD, tem-se que A(1, 4), B(2, 6) 
e C(3, 2). Determine a equação reduzida da reta suporte 
do lado CD. 


С2 Em um triângulo ABC, os pontos médios dos lados AB e 
AC são, respectivamente, M(2, 5) e N(4, —3). Sendo 
В(5, 10), determine a equação reduzida da reta BC. 


Eo] (ITA-SP) Dadas as retas (n) x + 2y — 5 = 0, 
(r)x—y—220e6(n):x — 2y — 1 0, podemos 
afirmar que: 

a) sáo duas a duas paralelas. 

b) (rj) e (r5) são paralelas. 

c) (т) é perpendicular a (r3). 

d) (75) é perpendicular a (г). 

e) as trés retas são concorrentes num mesmo ponto. 


(FEI-SP) No triângulo ABC, cujos vértices são 
А = (0,0), B = (-3, 1) e C = (1, 5), a equação da reta 
que contém a altura relativa a BC é: 


1 
а)у=—— х 


2 
b)y- -2x 
йз ==. а 
d)y=-—x 
e)y- -i x 





(Fatec-SP) Se A = (—1,3)e B = (1, 1), então a mediatriz 
do segmento AB encontra a bissetriz dos quadrantes 
pares no ponto: 





a) (-1, 1) 
TEB 
EL) 
TEE 
(+ 


.€.6 (СЕРА) Com base no gráfico abaixo, determine: 
a) uma equação geral da reta r; 
b) a equação reduzida da reta s; 
c) as coordenadas do ponto P. 





xy 





-C.7 (UNIR) A projeção ortogonal de um ponto P sobre uma 
reta r é o ponto P' de r tal que PP" Lr. 


P 


A projeção ortogonal do ponto P(3, 5) sobre a reta (r) 
x+2y+2=0éo ponto: 

a) P'(0, —1) €) P'(—2,0) 
b) P'(—6, 2) d) P'(—4, 1) 


e) P'(8, —5) 


No exercício anteror, determine o simétrico de P em re- 
lação a r. 





(Unifor-CE) As coordenadas de um ponto genérico de 
2t—1 
3 
t é um parâmetro real. A equação geral de r é: 
а) 2 +3y-5=0 
b)2x+3y+5=0 
c)3x+2y-5=0 
0 3х – 2y-5=0 
е) 3х – 23 +5 = 0 


uma reta г 520 dadas рогх = 





ey-t + 2, onde 





) As equações paramétricas de uma reta r são: 


1 €IR 


Il 


x= 21+3 
р at—2 


Determine a constante real a, sabendo que o coeficiente 


angular da reta r é igual a 3. 


Represente no plano cartesiano o conjunto dos pontos 
(x, y) tais que: 





= 28 
ER 
y = sen? 0 


oe 
gi 
[25] 
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apítulo 56 


DISTÂNCIA ENTRE PONTO E RETA — ÁREA 
DE UM TRIÂNGULO 





1. CÁLCULO DA DISTÂNCIA DE UM 
PONTO A UMA RETA 


Estudamos no capítulo 53 a distância entre dois pontos: 


das = (Xp — x4 + (ув = уа)? 
B (Xs, yg) 


d 


A (хд, Ya) 
Vamos ver agora o cálculo da distáncia entre um ponto 
P e uma reta r. 
Para o entendimento do próximo teorema, convém re- 
solvermos antes o seguinte problema: Qual é a distáncia 
d do ponto P(2, 4) à reta r: 3x — 4y — 2 — 0? 











Consideremos as retas s e t que passam por P e são, 
respectivamente, paralelas aos eixos Ox e Oy. As retas r, 
se t determinam o triángulo PFE retângulo em P: 









eee == 


у 





Observe as medidas: 











ЕЕ = /(6—2y + (4 1) = „(25 =5 
ЕР = 3 
РЕ = 4 








N 


E 


A distáncia d do ponto P à reta r é a medida da altura 
relativa à hipotenusa do triângulo retângulo PFE. 

Da geometria plana, sabemos que o produto da medida 
da hipotenusa pela medida de sua altura relativa é igual 
ao produto das medidas dos catetos; assim, temos: 

12 


dis 


5:d=3-4 = 


Generalizando esse raciocínio, obtém-se o resultado 
descrito pelo teorema a seguir. 


Teorema 


A distáncia d entre um 
ponto Р(хо, Yo) e uma reta 
riax + by + c = 0é dada 
por: 


Р (X, Yo) 


laxo + byo + cl 


Ма? + p? 


= 





T: aX * by-- c- 0 





' 
)] , 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


К.Л Calcular a distância do ponto P(2, 1) à reta r: 
3x—4y - 8-0 


Resolucáo 
A distância d de P à reta r é dada por: 
ys laxo + byo + cl 
ма? + b? 
emquea = 3; b = —4; c = 8; х= 2еу = 1. 
3-2=4 +1568 де 


= “— = 2 


Logo.d = | 


R2 


R3 


Calcular a distância entre as retas ғ: 12x + 5y + 38 = 0 
es: 12x + 5y + 25 = 0. 

Resolução 

As retas r e s são paralelas, pois têm o mesmo coeficiente 


angular — 2. Para calcular a distáncia entre elas, bas- 


ta tomarmos um ponto P qualquer de uma delas e calcu- 
larmos a distância de P à outra reta. 


Para obter um ponto P em r, basta atribuir um valor qual- 
quer a x e encontrar o correspondente valor de y. Por 
exemplo, atribuindo o valor 1 a x, temos: 


12+1+5y+38=0>y=-—10 
Assim, um ponto de r é P(1, —10). 
Calculando a distáncia de P a s, temos: 


ШОЛЕ Spas] = Лез y 


JAPYS i3 


Portanto a distância d entre re séd = 1. 


Determinar o(s) ponto(s) do eixo Oy que dista(m) 2 uni- 
dades da reta r: 15x + 8y + 2 = 0. 


Resolução 
O ponto P procurado pertence ao eixo Oy; logo, sua abs- 
cissa é igual a zero, ou seja, o ponto é da forma P(0, a). 


NE P(0, a) 





> 
x 


^ 


N r:15x+8y+2=0 





|15 -0 + 8a + 2] 
Devemos ter dp = 2 > A =2 
à A53 + 82 
|8a + 2] ios 
“2 =2 “. |8a+2]=34. 
m 8a + 2| = 34. 
Logo, obtemos: 8а + 2 = 34 >a = 4 ou 
9 


80+2=-34=a=-——. 


Assim, temos dois pontos que satisfazem a condição do 


problema P(0, 4) e ро, — i) 


' EXERCÍCIOS BÁSICOS 





Calcule a distância do ponto P à reta r nos seguintes casos: 
а) PB, 1) ем: 3x + 4у +2 = 0 

b) Р(1, —2) ет: 5х – 12у – 3 = 0 

с) P(=5,D) € r: y = —2х + 5 

d) P(=4, 6) er: y =3 

e) Р(8, —4)er:x=5 

Sugestão. Para a aplicação da fórmula, a equação da reta 
deve estar na forma geral. 


B.2 Determine a distáncia entre as retas paralelas r e s, nos 
seguintes casos: 
а) r: 12x — 5y + 10 = 0e s: 12x —5y – 3 = 0 
b)r:y=2x—2es:y=2x-—1 

B.3 (U. E. Londrina-PR) Considere os pontos A(O, 0), B(2, 3) 


e C(4, 1). O comprimento da altura do triângulo ABC, re- 
lativa ao lado BC, é: 


а) 2 c) 24/2 e) 542 
342 Sa 
b) DE d) XO 


Sugestão. O comprimento dessa altura é a distância do 
ponto A à reta BC. 


B.4 (U.F. Ouro Preto-MG) Calcule a medida do lado do qua- 
drado ABCD, sabendo-se que A = (2, 0) e o lado BC está 
contido na reta y = x. 


B.5 Obtenha o(s) ponto(s) do eixo das abscissas que dista(m) 
2 unidades da reta г: 3x + 4y + 5 = 0. 


B.6 Encontre o(s) ponto(s) do eixo das ordenadas cuja dis- 





tância à reta r: y = 2x — 7 éigual à se j 


Exercícios complementares de C.1 a C.5 


2. APLICAÇÃO DE DETERMINANTES NO 
CÁLCULO DE ÁREAS E NA 
CONDIÇÃO DE ALINHAMENTO DE 
TRÊS PONTOS 


Área de um triângulo 


Observe que o retângulo em destaque é formado pelos 
triângulos EFG, I, II e III. Logo a área A do triángulo 
EFG é igual à diferença entre a área desse retângulo e a 
soma das áreas I, II e IIT, isto é: 

6-1 2:4 8-3 


А= 8:4 3 2 2 13 

















xy 


Generalizando esse raciocínio, obtém-se o resultado 
descrito a seguir. 
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Teorema 


A área A de um triângulo cujos vértices são os 
pontos E(xg, yz), Е(хь ук) € С(хо, yc) É dada por: 


x Ya 1 
Доо em que D = Xp. 
Xs Yo 1 
)] 
EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.4 Determinar a área do triângulo cujos vértices são E(2, 5), 
F(0, 1) e G(3, 6). 


Resolucáo 

m бг 
D=lo 1 1|=2+15-3-12=2 

а © 7] 

A área A do triángulo EFG é: 
al io 

2 2 
Bo, 
EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.7 (Cesgranrio) A área do triângulo cujos vértices são 
(1,2), (3, 4) e (4, — 1) é igual a: 
a)6 b) 8 c)9 d) 10 e) 12 


B.8 (UEMA) Um valor de k, de modo que a área do triángulo 
determinado pelos pontos A(0, 1), B(—2, 4) e C(k, k —1) 
seja 10 unidades, é: 
zil 
o) k= 5 
d)k= -3 


а) к= 3 
b)k-4 


9k + 


B.9 Determine a área da região do plano limitada pelas retas 
y=3Wx+y=4ey=0. 


B.10 Calcule a área do quadrilátero EFGH do gráfico a seguir: 








Sugestão. Adicione as áreas dos triângulos HEF e FGH. 


“Exercícios complementares de C.6 a С.В 


Condição de alinhamento de três pontos 


No capítulo 54 estudamos a condição de alinhamento 
de três pontos por coeficiente angular. Agora, vamos es- 
tudar uma maneira de verificar se três pontos estão ali- 
nhados, usando determinante. Sabemos que a área A de 
um triângulo cujos vértices são os pontos Elxp, ук), 
F(xg, yg) € С(хо, yc) é dada por: 


1 
iD] ХЕ Ye 


A= 17. mque D= Xs ЖЖ 1 


хо yo | 


Como interpretar esse teorema no caso em que D = 0? 

Se D = 0, não existe o triángulo EFG e, portanto, os 
três pontos E, F e G estão em uma mesma reta. Desse mo- 
do, podemos enunciar: 


Teorema 


Três pontos Exp, Ye), Ё(хь, ук) € С(хо, Ус) São co- 


Xp Ya 1 
lineares se, e somente se, | xp yp 1|=0 
Xo Ye À 


e 
D ] 4 
Jj EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.5 Verificar se os pontos A, B e C sào ou nào colineares nos 
seguintes casos: 
a) A(1, 2), B(0, — 1) e C(2, 5) 
b) A(1, 4), B(2, 5) e C(1, 3) 
Resolução 
La Ya d 
Basta calcular o determinante D = | x, уь 1 


Xc ус 1 


* D = 0 = A, Ве C são colineares; 
+ D + 0 =A, Be C não são colineares. 


1 2 1 
2) D'—| t =1 11|==1+4 +23 = 0 
2 $ l 


Logo, A, B e C são colineares. 


Ты ү 
bD=|2 5 1|=5+6+4-5-3-8=-1 
ПЗ 7 


Como D + 0, temos que A, В e C não são colineares. 
R.6 Determinar os valores de a de modo que os pontos 
A(5a — 6, 2), В(а?, 8) e C(4, 12) sejam colineares. 


Resolucáo 
Os pontos А, B e C são colineares se, e somente se: 


Sa=6 2 al 
& 8 1[-0 
4 12: 4 


Desenvolvendo esse determinante, temos: 

8(5a — 6) + 12a? + 8 — 32 — 125a — 6) — 2a? = 0 
-. 40a — 48 + 12a? + 8 — 32 — 60a + 72 – 24º = 0 
<. 102 — 20а = 0 

'. a(l0a — 20) = 0a = 00ua=2 
Logo, A, B e C são colineares se, e somente se, a = 0 ou 
a=2. 


Obtenção da equação de uma reta 
através de determinante 


Consideremos os pontos A(2, 1), B(1, — 1) e um ponto 
genérico G(x, y). Para que A, B e G sejam colineares, 


X y 1 
devemoster|2 1 1] =0 
1-1 1 


Desenvolvendo esse determinante, temos: 
24 y] a 2 =0 
2х-у-3 = 0 
Essa equação representa todos os pontos G(x, у) que 


estão alinhados com A(2, 1) e B(1, — 1) е, por isso, é uma 
equação da reta AB. 


Generalizando, temos: 


Dados dois pontos distintos A(x,, y4) e B(Xp, ys). 
uma equação da reta AB é: 


JA oat 93 dial 
mu yas LA 0 
Xp Ya 1 
N 
j 
' EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.ll Usandoa condição de alinhamento por determinante, ve- 
rifique se os pontos A, B e C são ou não colineares nos 
seguintes casos: 

a) A(O, — 1), B(3,5) e С(1, 1) 
b) A(4, 5), B(1, 0) e C(2, 3) 


o) a, ES о) C(1, 3) 
d) A(1, 3), B(3, 4) e CO, —2) 


B.12 O ponto P(1, —2) pertence à reta que passa pelos pontos 
A(2, 1) e B(—1, —8)? Por qué? 


B.13 Para que valor de p os pontos A(l, p), B(2, 7) e 
C(p — 1, —5) sào colineares? 


B.14 (UFPI) Para que valores reais de y os pontos A(1, 4), 
B(3, y) e C(—1, 0) são vértices de um triángulo? 


B.15 Usando o conceito de determinante, obtenha uma equação 
da reta que passa pelos pontos А e B, nos seguintes casos: 
a) A(3, 2) e B(1, —1) c) А(—2, 5) e B(-2, 3) 
b) A(2, 5) e B(2, 6) 


Exercício complementar C.9 


) , 
J EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


(U. Е. Santa Maria-RS) Dados os pontos A(O, 0) e 
B(1, 2), considere o ponto C determinado pela intersec- 
ção das retas r: y = x es: y = —3x + 5. A altura do tri- 
ángulo ABC relativa ao lado AB vale, em cm: 











45. 345. JS. 
a) 77 32 9-27 
545. 445. 
Dx @ —25 


EM (U. Е. Santa Maria-RS) A soma dos possíveis valores de 
k, para que a distância do ponto P = (3, 4) à reta 
r: 4x — 3y + k = O seja igual a 1, é: 
а) —5 с) 2 е) 5 
b)-1 d)0 


¿esa (UNEB) No plano cartesiano, existem dois pontos de 
abscissas iguais a 1 que distam 3 unidades da reta 
r: 5х + 12у + 10 = 0. A distância entre esses dois 


pontos é: 
E a B 
a) m c) SEE e) 2 
5 1 
b) x d) а 


Determine o(s) ponto(s) pertecente(s) à reta s: y =x + 3 
e que dista(m) 3 unidades da reta г: 5x — 12у + 4 = 0. 
Sugestáo. Tome um ponto genérico da reta s; para isso, 
faça x = a e obtenha o valor de y em função de a. 


cs Dois lados de um quadrado estão contidos nas retas 
r.3x+y-1=0es:3x+ y — 2 = 0. Calcule a área 
desse quadrado. 


C6 Obtenha o valor de a, sabendo que a reta 
r: ax + y — 6 = 0 determina com os eixos coordenados 
um triângulo de área 9 unidades. 


(U. F. Viçosa-MG) As retas r e s do gráfico abaixo têm 
equações y = —x + 5 e y = x — 3, respectivamente. 
Pode-se afirmar que a área do triângulo ABC é: 

a) 2 yA 


1 
Di 


r 


c)1 
а) 2/2 


Тл 
2 





е) 








(FGV-SP) A área da y^ 
figura colorida no 
diagrama vale: 





a) 40 825550 
5) 3,5 3r 

c) 3,0 2 

d) 5,0 16 

е) 4,5 


i 
i 

at > 

O q 234 x 








Prove que os pontos A(1, 4), B(a — 1, За — 2) e C(0, 1) 
são colineares para qualquer valor real de a. 
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Capítulo 57 
REPRESENTAÇÃO GRÁFICA DE UMA 
INEQUAÇÃO DO 1° GRAU 


1. SEMIPLANO DE ORIGEM PARALELA A 
UM DOS EIXOS COORDENADOS 


Consideremos a reta r de equação x = 5, cujo gráfico é: 


y 





A reta r é origem de dois semiplanos contidos no plano 
cartesiano: 
1. o semiplano formado pelos pontos cujas abscissas 
são maiores ou iguais a 5: 





П. o semiplano formado pelos pontos de abscissas 
menores ou iguais a 5: 


х=5 = 





xy 





Se quisermos representar o semiplano aberto (que não 
contém a reta origem) formado pelos pontos de abscissas 


maiores que 5, basta, em (I), desenharmos a reta r trace- 
jada (seccionada): 





y жут 
(i^ 
| 
( 
к 
х>5= —— — 
o 51 x 


Analogamente, o semiplano aberto formado pelos 
pontos de abscissas menores que 5 é: 


х<5= 





у t 
J EXERCICIO RESOLYIDO 


R.i Representar no plano cartesiano o semiplano formado 
pelos pontos de ordenadas maiores ou iguais a 3, ou seja, 


y>3. 
Resolução 
Inicialmente representamos a reta origem do semiplano, 
isto é, y = 3. 
y^ 
y=3= 





xy 


O semiplano formado pelos pontos de ordenadas maio- 
res ou iguais a 3 é: 


" 





xy 





2. SEMIPLANO DE ORIGEM NÀO- 
PARALELA A NENHUM DOS EIXOS 
COORDENADOS 


Consideremos a reta r de equação y = 2x + 4, cujo 
gráfico é: 





A reta r é origem de dois semiplanos contidos no plano 
cartesiano. 











Consideremos um ponto P(x,. yo) do semiplano a, não 
pertencente à reta r: 











Note que yy > 2x, + 4. 


Temos então que: 
I. para que um ponto P(x,, Yo) pertença ao semiplano o 
e não pertença à origem r, deve-se ter: 


Yo > 2х0 4-4 


П. para que um ponto Р(х, yo) pertença à reta ғ, deve-se 
ter: 


ж» = 2ху +4 
Por (1) e (II), podemos concluir que o semiplano a é 
determinado pela inequação: 


y>21+4,x ER 


De modo análogo, concluímos que o semiplano B é 
determinado pela inequação: 


y<2x+4,xER 


Y 
їй 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.2 Representar no plano cartesiano o semiplano determina- 
do pela inequação y > —3x + 6. 
Resolução 
Inicialmente representamos a reta origem do semiplano, 
isto é, y = —3x + 6. 





xy 





O semiplano determinado pela inequação y > —3x + 6 
é a reuniáo da reta origem com o conjunto dos pontos 
“acima” (>) dessa reta: 





y 





ху 


R.3 Representar no plano cartesiano о semiplano determi- 
nado pela inequação 2x — y — 5 > 0. 
Resolucáo 
É conveniente isolarmos a variável y na inequacáo, pois 
assim é mais fácil visualizar o semiplano. 


2x —y—52-0z»—4- Ig PS с. yss9r—5 
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RA 





A reta origem desse semiplano tem equação 
у=2х—5 


y^ 








O semiplano determinado pela inequação y < 2x — 5 é 
o conjunto dos pontos “abaixo” (<) da reta origem: 


y X 


Y. 

o П 
D 
D 





; 
TEE 
2 


Representamos a reta origem tracejada (seccionada) para 
indicar que o semiplano é aberto, isto é, a reta origem 
não está contida no semiplano. 


Representar no plano cartesiano os pontos (x, y) que 
satisfaçam o seguinte sistema de inequações: 


х у 150 
y<-2>0 


Resolução 
É mais cômodo trabalharmos com a variável y isolada 


у<х-1 Ф 


em сайа inequação 
yz2 (Ш 


Os pontos (x, y) que satisfazem (Т) e (П) simultaneamente 
são obtidos pela intersecção dos semiplanos (1) e (II): 








y^ 
(1) ой 
A 4 
——— 
2 
ү E: (0) 
4 
Rm y 
> 
" 
y^ 
a 
Р 
re 5 аа. 
, 
1 
Р > 
|i з x 
eu 





A matemática ajudando a tomar decisóes 


Como obter o maior rendimento de uma máquina 
com o menor custo possível? Com uma certa quan- 
tidade de matéria-prima, que quantidade de cada 
produto deve ser fabricado por uma empresa para 
obter o máximo lucro? Qual deve ser o formato de 
uma lata de refrigerante para que seja gasto o míni- 
mo de material possível na embalagem? 

Perguntas como essas sao respondidas pela pro- 
gramação matemática, um ramo da matemática 
aplicado na tomada de decisoes em que se procura 

“o mínimo custo com o máximo aproveitamento. 
Quando as equações ou inequações que envolvem o 
modelo são do 1º grau, aplica-se a programação linear, 
uma subdivisão da programação matemática. Um 
exemplo concreto é mostrado no exercício R.5. 


3 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.5 Uma confecção dispõe de 80 т? de brim e 120 m? de po- 
peline. Cada unidade de um modelo A de vestido requer 
1 n? de brim e 3 m? de popeline, e cada unidade de um 
outro modelo B requer 2 m? de brim e 2 m? de popeline. 
Se cada unidade de qualquer um dos modelos é vendida 
por R$ 80,00, quantas unidades de cada modelo devem 
ser confeccionadas para se obter a renda bruta máxima? 


Resolucáo 


Resumindo os dados em uma tabela, temos: 







Tecid 
Modelo A | Modelo B s a 


em estoque 


Sejam: 


* x o número de unidades do modelo A a serem fabri- 
cadas; 


* y o námero de unidades do modelo B a serem fabri- 
cadas. 


Temos que a expressão E = 80x + 80y dá a renda bruta 
obtida com a venda de x unidades do modelo A e y 
unidades do modelo B. 

Para o cálculo do valor máximo de E, observemos que: 


х+2у = 80 
3х + 2y = 120 
x>0 


у20 


Representando as solucóes desse sistema no plano car- 
tesiano, obtemos: 


y^ 











xy 


Demonstra-se que o máximo valor de E é obtido ao 
atribuirmos às variáveis x e y de E as coordenadas de um 
determinado vértice do polígono ABCD. Para descobrir 
qual é esse vértice, basta testarmos cada um deles: 


A(O, 40) > E = 80 · 0 + 80 + 40 = 3.200; 
B(20, 30) > E = 80 · 20 + 80 · 30 = 4.000; 
C(40, 0) => E = 80 · 40 + 80 - 0 = 3.200; 
D(0,0)=>E=80:0+80:0=0. 


Assim, o máximo valor de E é obtido no ponto B(20, 30). 
Portanto, para obter a renda máxima, devem ser confec- 
cionados vinte vestidos do modelo A e trinta vestidos do 
modelo B. 


In , 
ү ExERCÍCIOS BÁSICOS 


B.1 Construa o gráfico, no plano cartesiano, de cada uma das 
inequações a seguir: 
а)х>1 
by<2 
c)y>3x-=6 
d)2x+y-4=<0 


B.2 Represente no plano cartesiano o conjunto solugáo de 
cada um dos sistemas a seguir: 


x=4 
a) 
2x+y-4>0 


Б y=x+2 
y=2x-6 


xz3 
с) 4у24 
5y—-4x 20 






(Fuvest-SP) Na figura a seguir, A é um ponto do plano 
cartesiano, com coordenadas (x, y). Sabendo que A está 


localizado abaixo da reta r e acima da reta s, tem-se (ver 
imagem): 





ху 





а)у< 3 ey< x41 

yc ouy>-x+1 
x 

c) 7 <yey>-x+1 

d-x*1«y«3 


9 <у<—х+1 


n , 
Jj EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


Ea (Fuvest-SP) Sabe-se que os pontos (—1, 3) e (—3, a) 
estão em semiplanos opostos em relação à reta 
x — 2y + 2 = 0. Um possível valor de a é: 
1 


а т 


1 
= 


2 
©) 
2 


4-2 


4 
9-7 


Sugestão. A reta r: x — 2y + 2 = 0 separa o plano 
cartesiano em dois semiplanos opostos em relação a r. 


€2 Represente no plano cartesiano o conjunto de pontos 


(x, y) tais que: 
a) |х| +y=5>0 
b) x + 2|y| 23 
>0 
Sugestão. Lembrando que |x| = un , temos 
—xsex<0 
xz0 
ue a inequacáo do item (a) equivale a 
que a inequac (а) ед ү Е 
х= 0 
ou 
4 + 1550 


Isto é, se S, e 5, são os conjuntos solução desses siste- 
mas, respectivamente, então o conjunto solução da ine- 
quação |x| + y —5 > 06 S, U 5,. Lembrete. O conectivo 
“ou” indica a união de $, com S}. 
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UNIDADE 10 


С.З Represente no plano cartesiano o conjunto dos pontos 
(x, y) tais que (x + y — 3)(x + 4) « 0. 
Sugestão. ab < 0 => E ao ou du 

b«0 b>0 

СА (Enem) José e Antônio viajarão em seus carros com as 
respectivas famílias para a cidade de Serra Branca. Com 
a intenção de seguir viagem juntos, combinam um 
encontro no marco inicial da rodovia, onde chegarão, de 
modo independente, entre meio-dia e 1 hora da tarde. 
Entretanto, como não querem ficar muito tempo espe- 
rando um pelo outro, combinam que o primeiro que 
chegar ao marco inicial esperará pelo outro, no máximo, 
meia hora; após esse tempo, seguirá viagem sozinho. 
Chamando de x o horário de chegada de José e de y o 
horário de chegada de Antônio, e representando os pares 
(x. y) em um sistema de eixos cartesianos, a região 
ОРОК indicada abaixo corresponde ao conjunto de to- 
das as possibilidades para o par (x, y): 


Chegada de 
Antônio 


1 
(13 h) 


1 Я T 
0 1 Chegada de 
(12 h) (13h) José 





I) Na região indicada, o conjunto de pontos que repre- 
senta o evento “José e Antônio chegam ao marco ini- 
cial exatamente no mesmo horário” corresponde: 

a) à diagonal OQ. 

b) à diagonal PR. 

с) ao lado РО. 

d) ao lado OR. 

€) ao lado OR. 


ID Segundo o combinado, para que José e António 
viajem juntos, é necessário que: 


zn 1 
2 


y-—xs ou quex- у= 


9 


António 








> 
José 


De acordo com o gráfico e nas condições combinadas, as 
chances de José e Antônio viajarem juntos são de: 

a) 0% 

b) 25% 

c) 50% 

d) 75% 

e) 100% 


Capítulo 58 


EQUAÇÃO DA CIRCUNFERÊNCIA 


20000 





1. EQUACAO REDUZIDA DA 
CIRCUNFERÉNCIA 


Seja, no plano cartesiano, uma circunferência À de 
centro Cía, b) e raio А. 





Para obter uma equação dessa circunferência, conside- 
ramos um ponto genérico G(x, y) e impomos que: 


CG=R > Ja- a} + (у 0) = К 


Quadrando ambos os membros dessa igualdade, obtemos 
a equacáo equivalente: 


(к= а)? + (у – Б) = Е 


denominada equação reduzida da circunferência de сеп- 
tro Cía, b) e raio R. 





EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.1 Obter a equação reduzida da circunferência de centro C 
e raio R, nos seguintes casos: 
а) C4, 6 eR = 3 


b) C(0,2)eR= 5 
c) С(-3, DeR= 3 


Resolução 
a) Na equação (x — a) + (y — b} = R?, substituindo 
a, b e R por 4, 6 e 3, respectivamente, obtemos: 


Gee =6P = 9: 


b) Fazendo a = 0,b =2eR = 45 na equação 
(x — a? + (y — by. = Р, obtemos x? + (y — 2) = 5. 


(«а + (0-60 = R 


а= -3 
Jjb=1 
3 
dm 
E 
O паат 


Determinar o centro e o raio da circunferéncia que tem 
por equação: 

a) (x — 6? + (y - 25 = 16 

b) (х +4? + (у – 12 = 3 

16 


с) (+2) + у = 75 


Resolução 

a) Comparando a equação (x — 6)? + (y — 2) = 16 com 
(x = а)? + (y — by = К, temos que: 

ake 

b=2 

R = 165 К = 4 
Assim, o centro da circunferéncia é o ponto C(6, 2) e 
oraioé R = 4. 

b) A equação (x + 4? + (y — 1)? = 3 pode ser escrita na 
forma [x — (—4)P + [y — 1]? = 3. Comparando essa 
equação com (x — a)? + (y — Б)? = К°, temos: 

а= -4 
b=1 
R = 358 = ¿3 
Portanto o centro da сігсипѓегёпсіа é о ponto 
C(-4, D eoraioéR = 43. 
c) Podemos escrever a equação: 


с A үй B 
(x-t 2) + у 25 


sob a forma [x — (C2) + [y — 0P = 5. Compa- 


rando essa equação com (x — a)! + (y - b? = R, 
concluímos que: 


a--2 
b=0 
te 16 — 4 
К? = 35 RR SS 


Logo, o centro e o raio dessa circunferéncia sáo, 


respectivamente, C(—2, 0) e R — +. 
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R.3 Obter a equação reduzida da circunferência À de centro 














. o 2. g eai s 
e C cujo gráfico é J EXERCÍCIOS BÁSICOS E 
ш yA BI Determine a equação reduzida da circunferência de centro 
[an] E C e raio R, nos seguintes casos: 
« 6 a) C4, )eR = 8 
а А a 
= b) CO, eR = 7 
Е 0900-4 Den- -- 
TO a 
Te > ac 3º +)er=1 
e) C(1,8)eR=3 
f €-2.9)eR- 2 
Resolução pc -2 ек = AZ 
A circunferência À passa pelo ponto A(0, 6) e tem centro 4” 3 
C(3, 2). Logo, seu raio R é a distáncia entre A e C: h)C(0,0)eR=1 
R=(0-32+(6-22 = J5 = 5 B.2 Obtenha o centro e raio da circunferência cuja equação 
P 1 д reduzida 6: 
ortanto, temos que: а) œ- 3} + (у – 1)2 = 25 
C(3,2 2 Ж 
af CA wn ID seed 
R25 1% 52}? 
ale) «(pe 2)» 
; = 2 2 
R.4 Рага que valores reais de k a equação A 
(x — 2} + (y — 3} = k representa uma circunferência? d) EAT 0—3) = 16 
Resolução Specs 
Comparando a equação (x — 2? + (y — 3? = k com fx yc 
(x — a)? + (у — b)? = К°, temos: B.3 Encontre a equação reduzida da circunferência de centro 
a=2 C cujo gráfico é: 
b = 13 y^ 
R=k 


Como R? > 0, temos que a equação representa uma 


circunferência de centro C(2, 3) e raio R = dk se, e 
somente se, k > 0. 





R.5 Qual é o conjunto de pontos (х, y) do plano cartesiano tal 
que (x — 2)? + (y — 32 = 0? 
Resolução 
Como (x — 2? > 0 e (y — 3) > 0, temos que: 


(x—-2*4(y-32-0e6(-2*-0 e 
(y-3y =0 .x=2ey=3 


ху 








. А circunferência À representada no gráfico é tangente 


aos eixos coordenados. Determine sua equação reduzida. 
Assim, a equação (x — 2)? + (y — 3) = 0 representa um 








único ponto C(2, 3). y^ 
R.6 Qual é o conjunto dos pontos (x, y) do plano cartesiano 
tal que (x — 2? + (y — 3? = —16? 
Resolução A 
Сото (x — 2? > 0 e (y — 3) > 0, Vx, у, (х, y) C R, 
temos que a igualdade (x — 2)? + (y — 3? = —16é impos- 
sível. Portanto essa equação representa o conjunto vazio. 
Conclusão 
Através dos exercícios R.4, R.5 e R.6, percebemos o 
seguinte: | 
[2] 3 x 
A equação (x — а)? + (y — b} = k nas variáveis 
xe y com (a, b, k} CIR representa: : 
* uma circunferência se, e somente se, k > 0; Para que valores reais de k a equação: 
* um único ponto se, e somente se, k = 0; (х= 12 + (у + 2)2 =3k-4 


* o conjunto vazio se, e somente se, k < 0. presenta uma ciicanterónoias 





В.б Obtenha os valores reais de k para que a equação 
(х + 3)2 + у = 1 – 26: 
а) represente uma circunferéncia; 
b) represente um ponto; 
C) represente o conjunto vazio. 


Exercícios complementares de С. 





2. EQUAÇÃO NORMAL DA 
CIRCUNFERÊNCIA 


Vimos que a equação reduzida da circunferência de 
centro C(a, b) e raio R é: 
Gc а Qc By == 


Eliminando os parênteses dessa equação, obtemos 
X — 2ах + а? + у? — 2Ьу + b? = R, ou ainda: 


ж +y- 2ах — 2Бу +a +b- = 0 


Essa equação é denominada equação normal da 
circunferência. 
Nota 


Multiplicando ambos os membros da equação anterior 
por uma constante real k, k + 0, obtemos uma outra equa- 
cáo da mesma circunferéncia: 


kx? + Ку? — 2kax — 2kby + ka? + kb? — kR2=0 


y 
DE ; 
Jj EXERCICIO RESOLVIDO 
R.7 Qual a equação normal da circunferência de centro 
C(4, 1) e raio 5? 


Resolução 
A equação reduzida da circunferência é: 


(PG = 5 
Eliminando os parênteses dessa equação, obtemos: 
x'— 8x +16 y! 2у+1 = 25 
Assim, a equação normal dessa circunferência é: 
x4y-—8x—2y—-820 


Obtenção do centro e do raio de 
uma circunferéncia a partir de sua 
equação normal 

Dada a equacáo normal de uma circunferéncia À, por 
exemplo, x? + y? + бх — 10у + 18 = 0, podemos deter- 
minar o centro e o raio de À de duas maneiras: por com- 
paração e por redução. 
Por comparação 

Comparando a equação x? + у? + бх — 10у + 18 = 0 
com a equação: 

X + y — 2ax — 2by + a? + b? — R = 0, temos: 


—2a = 6=а = —3 () 
—2b = 1025-75 ap 
а? +b- К? = 18 am 


Substituindo (Т) e (II) em (Ш), obtemos: 
(-3P+S-R=185R=16.0.R=4 
Logo, o centro e o raio da circunferência À são, respecti- 

vamente, C(—3, 5) e R = 4. 


Por reducáo 








Esse método consiste em obter a forma reduzida a | 


partir da equação normal. 

* Agrupamos os termos em x e os termos em y, isolando 
num dos membros da equacáo o termo independente 
(2 + бх) + (y? — 10у) = —18. 

* Somamos a ambos os membros da igualdade um mes- 
mo termo, de modo que o agrupamento em x se trans- 
forme num quadrado perfeito: 

(12 + 6x + 9) + (y? — 10у) = —18 +9 
Note que, se o coeficiente de x° é 1, o termo que deve 
ser somado a ambos os membros é o quadrado da me- 
tade do coeficiente de x. 

* Somamos a ambos os membros da igualdade anterior 
um mesmo termo, de modo que o agrupamento em y se 
transforme num quadrado perfeito: 








(a? + 6х + 9) + (y? — 10у +25) = —18 +9 + 25 
{ Y Y 
pies, —— 
ngay eR 0-5 = 16 


Obtivemos assim a equação reduzida da circunfe- 
rência A. Portanto seu centro e seu raio são, respectiva- 
mente, C(—3, 5) e R = 4. 





Y 
Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.8 Aplicando o método da comparação, obter o centro e o 
raio da circunferência de equação: 
а) 2+ у*— 2х + 8у + 14=0 
b)x + у + бу – 16 = 0 
c) 162 + 16y? + 16x — 8у – 31 = 0 
Resolução 
Devemos comparar cada uma das equações com 


№ + у? – 2ах – 2ру + а? + b?-R=0 
а) Comparando сот А a equacáo 
х + у? — 2x + 8y + 14 = 0, temos: 
—2a = -2>a=1 M 
—2b = 8 >b = —4 (Ш 
а? +b- К? = 14 (Ш) 
Substituindo (I) e (П) em (III), temos: 
12 + (4) – R = 14 К? = 3 
2 R= 43 
Logo, o centro C e o raio R da circunferéncia sáo 
Cü.—4)eR— 43. 
b) Comparando com À a equação 
xX + у? + бу — 16 = 0, temos: 
-2a=0>a=0 (D 
—2b =6>b=-3 M) 
а? + 02 – К? = —16 (Ш) 
Substituindo (I) e (II) em (IIT), temos: 
02+ (—3)2 – Е = —16= К = 25 0. К=з 


Portanto o centro С e o raio А da circunferência são 
C0, —3) eR —35. 


q 
Y 
E 
< 
z 
< 
< 
jo 
= 
ш 
2 
o 
m 
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с) Para poder comparar сот À a equação 
16x? + 16y? + 16x — 8y — 31 = 0, devemos dividir 
por 16 ambos os membros dessa igualdade: 


31 


Aaya ке сы) 
Assim temos: 

-2a = 12a = - а) 

-2 = -5 әһ=- d 

ap^ —R? = -— (ш) 


2 4 16 
gelo ol ac 
О ict en 

36 fl 3 

* 2l D— E e 

. К 1 >R 4 2 


Portanto o centro C e o raio R dessa circunferência são 


i» E „48 
q Tox]: "o 


R.9 Aplicando o método da redução, determinar o centro e o 
raio da circunferência de equação: 
ax+y—2x+8y+14=0 
b)x*-- у + бу – 16=0 
с) 16x? + 16y? + 16x — 8y – 31 = 0 
Resolucáo 
2) Agrupando os termos em x, os termos em y e isolando 

о termo independente, temos: 


(2 — 2x) + (y? + 8y) = —14 
Completando os quadrados perfeitos, obtemos: 


GQ? — 2% + I) + (у + 8у +16) = —14 - 1 + 16 
Quadrado da Quadrado da 
metade do metade do 
coeficiente de x coeficiente de y 


Essa equação pode ser escrita na forma reduzida: 
(x= 12+ (y 4p 23 
Temos que o centro C e o raio R dessa circunferência 
são C(1, -4)eR = 4/3. 
b) Agrupamos os termos em x, os termos em y e isola- 
mos o termo independente (x?) + (y? + 6y) = 16. 


Completando o quadrado perfeito no agrupamento 
em y, temos: 


(х2) + (у*#+ бу+ 9) = 16+9 


d 


Quadrado da metade 
do coeficiente de y 


Assim, a equação reduzida da circunferência é: 
x (y 39-25 


Logo, o centro C e o raio R da circunferéncia sáo 
C(0, 3e R = 5. 


c) Para obter a equação reduzida, convém dividirmos 
por 16 ambos os membros da equacáo: 


х®+у%+х— Э- —— =0 
2 
Agrupamos os termos em x, os termos em y e isola- 
mos o termo independente: 


Completando os quadrados, obtemos: 





1 2—2 1 ) 31 T 1 
24x +|y-- = ++ 
(x te) E 27416 16 ^4 16 
Quadrado da Quadrado da 
metade do metade do 


coeficiente de x coeficiente de y 


Assim, a equação reduzida da circunferência é: 


1% lY «86 
(+53) + (> +) iss 


Portanto o centro C e o raio R da circunferência são: 


R.10 Obter uma equação da circunferência A que passa pelos 
pontos A(2, 1) e B(3, 0), cujo centro C pertence ao eixo 
das abscissas. 


Resolução 

Como o centro C pertence ao eixo das abscissas, temos 
que sua ordenada é zero, ou seja, o centro é da forma 
C(t, 0), conforme a figura abaixo. 


A(2,1) 


B (3, 0) х 


Devemos ter dc, = deg: 
At—2y-(0—1y = J(t—-3y + (0-0) 
Quadramos ambos os membros dessa igualdade: 
t—2y-1-2(-—3» 
@-м+4+1= 22 – 6+9 
7.2024 .1t=2 





Assim, o centro de À é C(2, 0) e o raio é a distáncia entre 
C eA (ou entre C e B): 


R=da= /2-29*(ü-0) =1 


Logo, temos: 


Ta ETE FT 





J EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.7 (Cesgranrio) A equação da circunferência cuja represen- 
tação cartesiana está indicada pela figura abaixo é: 


y^ 





хү 





а) 2 + у? – Зх — 4у = 0 
b) + у + 6х + 8у = 0 
с)? + у + бх – 8у = 0 
д)? + у + 8х — бу = 0 
е)? + у? – 8х + бу = 0 


B.8 (U. E. Londrina-PR) Seja P um ponto do eixo das orde- 
nadas pertencente à reta de equação 2x — 3y — 6 = 0. А 
equação da circunferência de centro em P e tangente ao 
eixo das abcissas é: 
ax +y = 
b)x + у + 4х = 0 
с)? + у + 4у = 0 
Фф № + у 4х = 0 
е) № + у – 4у=0 


B.9 Aplicando o método da comparação, obtenha o centro e 
o raio da circunferência de equação: 
dx+y-2x+4y-4=0 
bx +y + 6+6=0 
c) xX +y- бх – 2у = 0 
d) 36x? + 36у — 36x — 24у — 23 = 0 
e) 2 +3+10x – 2у + 22= 0 
Dxr+y-2y-5=0 
5) 3л? + 3y? — 3х + 6y+3=0 


B.10 Através do método da redução, determine o centro e o 
raio da circunferência de equação: 
ar+y+2r-8y+8=0 
bi+y=6y+4=0 
с) 4? + 4y? + 4х — 8y +1 = 0 
d) x + у + 10x — 20у + 121 = 0 
e)x cy -—12x-0 
f) 2522 + 25 — 10x — 50у +1 = 0 





1 Obtenha uma equação da circunferência A que passa 
pelos pontos A(3, 6) e B(4, —1), cujo centro pertence ao 
eixo das ordenadas. 


B.12 Determine uma equação da circunferência À que passa 
pelos pontos A(0, 5) e B(1, 0), cujo centro pertence à reta 
bissetriz dos quadrantes ímpares. 


B.13 Uma circunferência À passa pelos pontos A(2, 3) e B(3. 2) 
e tem como centro um ponto da reta r: y = 2x — 1. Ob- 
tenha a equação reduzida de A. Sugestão. Um ponto ge- 
nérico da reta r é obtido atribuindo-se um valor genérico 
para x. Por exemplo, fazendo x = a, obtém-se y = 2a — 1. 
Logo, o centro da circunferência é um ponto da forma 
(а, 2а — 1): 


`В.14 (UDESC) Determine a equação normal da circunferên- 
cia que passa pelos pontos A(4, 4), B(6, 0) e C(0, 0). Su- 
gestão. O centro da circunferência é o ponto de encontro 
das mediatrizes dos segmentos AB, AC e BC. Obtenha as 
equações de duas dessas mediatrizes e resolva o sistema 
formado por essas equações, determinando, assim, o 
centro da circunferência. 


Exercícios complementares de C.4 a C.9 


3. RECONHECIMENTO DE UMA 
CIRCUNFERÊNCIA 


Chama-se equação do 2º grau em duas variáveis x 
e y toda equação que pode ser apresentada sob a seguinte 
forma: 
Ax + Ву? + Сху + Dx + Ey c F-0 q 


com (A, B, C, D, E, Е} C IR, sendo que A, B e C não são 
simultaneamente nulos. Para que essa equacáo represente 
uma circunferéncia é necessário e suficiente que sejam 
obedecidas as condições: А = B + 0, C = 0 e a forma 
reduzida da equação, isto é, (x — а)? + (y — b)? = k, apre- 
sente um número positivo como valor de К. 


n ; 
ү EXERCICIO RESOLVIDO 


ЕЛІ Qual das equações a seguir representa uma circunferência? 
a)2x +37 – 2х +4у +1=0 
b)3-y-t3x—6yt8-0 


OE ty —2xy t2x—120 
d)3x + Зу? — бх + 24у + 24 = 0 
Resolução 


a) Não é equação de uma circunferência, pois os coefi- 
cientes de 22 e y? são diferentes. 

b) Não é equação de uma circunferência, pois os coefi- 
cientes x? e y? são diferentes. 

c) Não é equação de uma circunferência, pois o coefi- 
ciente do produto xy é diferente de zero. 

d) É equação de uma circunferência, pois são obedecidas 
as três condições: 


"А = B + 0, ou seja, os coeficientes de х? e y? são 
iguais e náo-nulos, 

* C = 0, ой seja, o coeficiente do produto xy é zero. 

* A forma reduzida da equação 
(x— a)? + (y — b)? = k apresenta o número k posi- 
tivo. Observe: 


Зх? + Зу? — 6x+24y+24=0 

nx Ry! -2xt8yt8-0 

SQ 20 + (у' + 8уу= 8: 

Гоф —2х-+ 1) +(+ 8y + 16) = —8 +1+16 
(= 1р + (у + 42 = 


Como 9 > 0, temos que a equação representa uma 
circunferéncia. 
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D , ‚ 
j EXERCICIOS BASICOS 


`В15 Qual das equações representa uma circunferência? 
а) х? 3y! — бх + 4у — 9 = 0 
b)? +6х—4у+1=0 
0)+y+4xy-2=0 
а) 2 + у? – 2х + 4у +6= 0 
xy +8x=7=0 


В.16 (UFRS) A equação л? + y! + 4x — бу + т = 0 repre- 
senta uma circunferência se, e somente se: 
am>0 
bm<o 


c)m- 13 
d) m > —13 


e)m< 13 





' 
IB А 
Jj EXERCICIOS COMPLEMENTARES #8 


ci (Fesp-SP) A reta r passa pelo centro da circunferência 
x? + (у + 1} = 4 e é paralela à reta 3x — y + 7 = 0. А 





equação da reta r é: 

а)у=3х+1 dy--3x42 
b)y-23x42 e€)y--3x—1 
су)уу=3х—1 


C2 Рага que valor real de k a equação 
(x — 1} + (y — 2 = k — 1 representa uma circunferén- 
cia que passa pela origem do sistema cartesiano? 


Сз (Covest) Determine о maior valor de r de forma que as 
circunferências (x — 1? + (у — 1)2 = 1e 
(x — 3)? + (y — 3) = r° tenham um único ponto de in- 
tersecção. Indique o inteiro mais próximo de 10r. 


(Unisinos-RS) A equação da circunferência com diâme- 
tro AB, sendo A(—1, 3) e B(5, 1) é: 
ar+y=x+3y-6=0 
b) +y + 5х +у- 3 = 0 
с)? + у —4x—4y-2-0 

42 + у + 4+ 4у+4=0 

е) №? +y -2x—-2y-4-20 





.€.5 (UFSE) Considere as circunferências A, dada por 
2 + у = 1, ed, dada рог + y —4x — 4y + 4 = 0. 
A distáncia entre seus centros é: 


945. 9 uS. 


3 
a) 2 


b) 242 


C6 Determine a equação reduzida da reta r que passa pelo 
centro da circunferência A: 2? + у? — 2y - 7 = 0eé 
perpendicular à reta s: x — 2y + 5 = 0. 


d)2 


(UEPA) O lado do quadrado circunscrito à circunferén- 
cia x? + y? — 6x — 4y — 10 = 0 mede: 


a) 46 c) /46. e) 23 
b) 423 d) 24/23 


(Fuvest-SP) O segmento AB é diámetro da circunfe- 
rência de equação x? + y? = 10y. Se A é o ponto (3, 1), 
então B é o ponto: 
a) (3,9) 

b) (3,9) 


c) (0, 10) 
9) (23, 1) 


e) (1,3) 


€9  (Mackenzie-SP) Se Р(х, y) é o ponto de maior ordenada 
do plano tal que x? + y? = x, então x + y vale: 
а) –1 с) 0 е) 1 

1 1 

b) ES d) 7 

cio (Ulbra-RS) Das equações seguintes, indique aquela que 
é equação de circunferência. 
a)r-ky-*2x—-3y-4-0 
b)22+y=x-y+2=0 
с)? +у?+3ху—2х-1=0 
d) Todas são equações de circunferência. 
e) Nenhuma é equação de circunferência. 


(UDESC) Para que a equação x? + y? — 4x + 8y + k — 0 
represente um ponto, devemos ter: 
a) к= 20 с) к= 12 
b)k= 13 а) к = 12 


e) к= 10 





1. POSIÇÕES RELATIVAS ENTRE RETA E 
CIRCUNFERÊNCIA 


No plano, temos três posições relativas possíveis entre 


uma reta r e uma circunferência №: 


s 


A 


sé exterior a ^, sétangenteah, sé secante a ^, 
se e somente se, se esomente se, se e somente se, 
de > R da= R. des <R 


Sendo C(xp, yo) e К o centro e o raio da circunferência 
à, respectivamente, e ax + by + c = 0 a equação geral 
da reta s, vimos no capítulo 56 que a distância dc, é 


calculada por: 


_ laxo + byo + el 


Aa? + b? 


de, 





M 
9 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS З 


Е.Л Qual é a posição da reta s em relação à circunferência X, 


em cada um dos casos a seguir? 
а) з:3х + Ау+4=0 e А: (х – 12 + (у – 22 = 1 


Ъ) з: 100 53 5 = 0 e А: (x - 3? + (у – 12 = 4 


4х 10 
Dye Ep 
c)s:y 3 3 e 
Мх? +у? – 2х + 4у – 20 = 0 
Resolucáo 


а) O centro C e o raio R de À são С(1, 22e R= 1. A 


distáncia entre C e s é: 


.B-rr4-2*4 Ji . 1» „ 


з? + 42 J5 sS 





des 


Temos que dc, > R, pois 3 > 1; logo, a reta s é exte- 
rior à circunferência. 


b) O centro C e o raio R de А são C(3, 1) e = 2. А 
distáncia entre C e s é: 


—1:3-5:1—5| _ |. 26 209 


de = 
> JH (5) 169 13 


Temos que de, = R, pois 2 = 2; logo, a reta s é 
tangente a À. 





с) Para obter o centro C e o raio R de A, vamos aplicar o 
método da redução: 
(x? — 2x) + (y? + 4y) = 20 
2.2 — 2x + 1) + 0? 4y +4) 2 20-144 
td DH Oy +2 = 25 .. C(1,—2)eR =5 
Passamos para a forma geral a equacáo da reta 

s:4x—3y+10=0 

A distáncia entre C e s é: 

Adi = 352410] = 

m I 

120] 20 


AE Rm =4 


25 5 


do = 


Temos que dc, < R, pois 4 < 5; logo, a reta é secante 
à circunferência À. 


Obter as equações das retas paralelas à reta 

t: 4x + Зу — 1 = 0 e tangentes à circunferência À de 
equação (x + 2? + (y — 12 = 4. 

Resolução 

O centro Ce o raio R de À são C(—2, l)e R = 2. 

No plano cartesiano, as equações de todas as retas para- 
lelas a г podem ser colocadas sob a forma 

s: 4x + 3y + k= 0, com k € IR. Note que para qualquer 
valor real de k a reta s tem o mesmo coeficiente angular 
de г, e, portanto, s / t. A reta s é tangente a À se, e so- 
mente se, de, = R: 


gets ay, |= 





„А2 + 32 UU ЖЖ 
“.k-s|=10 
Temos que: 


k-5=10>k=15 ou k-5=-—10>k=-5 


Assim, obtivemos duas retas s e s' paralelas a t e 
tangentes a À. São elas: 


s:4x+3y+15=0 е s!:4x+3y—5=0 


369 
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Graficamente, temos: 





xy 








R.3 Determinar uma equação da reta s que passa pelo ponto 

P(5, 4) e tangencia a circunferéncia 
Ma?d+y?—4xr—6y+3=0 
Resolução 
O ponto P pertence à circunferência A, pois: 
S+42-4:5-6:4+3=0 

Logo, existe uma única reta s que passa por P e é tangente 
ал. 


Vamos obter o centro C e o raio R de A pelo método da 
redução: 


(2 — 4х) + (y? бу) = —3 
‚ (к®—4х +4) + (у2— 6y+9)=-3+4+09 


2. (к—2)#+(у—3)#= 10.7. C(2,3)eR= JIO 


A reta s tangente à circunferência А em P é perpendi- 
cular ao raio no ponto de tangéncia: 





Assim, o coeficiente angular da reta s é o oposto do 
inverso do coeficiente angular da reta CP, ou seja: 


1 
nop 


m,=-= 





uo ds 
DZ 3 
Logo, pela equação fundamental da reta: 


[n] 





Como mep = concluímos que m, = —3. 


Y Ур = m(x — Xp). temos: 


жор 
$ 


эу-4=-3(х—5) 
т, = —3 


^ $:3xty—19-0 


} | / 4 
ү, EXERCÍCIOS BÁSICOS 


В.1 Dê a posição da reta s em relação à circunferência №, em 
cada um dos casos a seguir. ` 
as:ix+y-4=0e hk(x— 2 + (у – 42 = 2 
b)s:2x +у—4=0е X: (х + 5) t (у + 1) 20 
c)s:x—3y- 8-20 е X:x? + y?—4x— 12 = 0 
d) s: 3x — 4y + 15 =0е А: (х — ly + (у – 2) = 
е) :2х-у+1=0е А (х +1) + (у – 42 =9 
f) 5:4х + 3у +8 = 0 ел: х2 + y? + 2х -4y +4 = 0 





В.2 (PUC/Campinas-SP) Considere a circunferência dada 
por x? + y? + 2x + 2y — 7 = 0 e as retas de equação 
y — x + К = 0. Uma dessas retas é tangente à circunfe- 
rência se o valor de k for: 
e) —4,/3- 


а) 342 died 
b)3 d) -24/3 


B.3 Obtenha as equações das retas paralelas à reta 
t: 3x + Ау + 1 = 0 e tangentes à circunferência 
Xx Ty + 2х—2у— 7 = 0. 


B.4 (COVEST) Determine as equações das retas tangentes à 
circunferência de equação x? + y? = 1 e paralelas à reta 
de equação x — y = 0. 


B.5 (FEI-SP) Qual deve ser o raio da circunferência com cen- 
tro no ponto O = (0, 0) para que a reta x — 2y — 10 = 0 
seja tangente a essa circunferência? 

a) 442 c) 20 e) 44/5 


b) 24/5 d) 54/2 


B.6 (Unifor-CE) Uma circunferência À é tal que seu centro 
pertence à bissetriz dos quadrantes pares e à reta de 
equação 2x — y — 6 = 0. Se À é tangente aos eixos 
coordenados, a sua equação é: 

а) х? +y + 4х—-4у+8=0 
b) +y — 4x- 4y +8=0 
с) х? + у*+ 4х-4у+4=0 
а) + у*— 4х + 4у+4=0 
е)? + у? + 4х+4у+4=0 


В.7 (0. Católica de Salvador-BA) A circunferência А tem 
equação x? + y? + 2x — 3 = 0). A reta t é tangente a À no 
ponto (1, 0). A equação de 1 é: 
ajx=1 с)ух+у=1 
by=1 d)3x-y=2 


e) x-y-71 
Exercícios complementares de C.1 a C.4 


2. INTERSECÇÃO DE RETA E 
CIRCUNFERÊNCIA 


O conjunto intersecção de uma reta s com uma circun- 
ferência А, contidas em um mesmo plano, pode ser vazio, 
unitário ou binário. 


—— $9 





sni=9 
(sé exterior a A) 


5ПА= {Т} 
(sé tangente a A) 


sn = {А,В} 
(sé secante a A) 


Em qualquer um dos trés casos, sendo conhecidas as 
equações de 











siax+by+c=0ekx (х – х)? + (у— yo)? = R? 


o conjunto s N À é o conjunto solução do seguinte sistema: 


ax+by+c=0 
(ар) 20 = R? 


Esse sistema: 

* é impossível se, e somente se, s é exterior a À; 

* tem uma única solução se, e somente se, s é tangente 
ал; 

* tem exatamente duas solucóes se, е somente se, s é se- 
cante a À. 


Conclusão sobre a posição relativa 
entre reta e circunferéncia a partir do 
sistema formado por suas equações 


Sejamax+by+c=0e(x-x)+(y—y)=R 
as equações de uma reta s e de uma circunferência À, 
respectivamente. Para resolver o sistema: 


ах+ Бу+с = 0 
(хХ— 20) + (у — o) = R? 


isolamos uma das variáveis na equacáo da reta s e a subs- 

tituímos na equacáo da circunferéncia A. Se com essa 

substituigáo obtivermos: 

* uma equação do 2º grau com discriminante positivo, 
então a reta s é secante à circunferência À; 

* uma equação do 2º grau com discriminante negativo, 
então a reta s é exterior à circunferência A; 

* uma equação do 2º grau com discriminante nulo, en- 
tão a reta s é tangente à circunferência À. 


NS 
iB 2 
ү, EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.4 Obter a intersecção da reta s: x — y + 1 = 0 сота 
circunferência А: (x — 22 + (y — 3) = 2. 
Resolução 
O conjunto s N А é o conjunto solução do sistema: 


3—»1120-5*—3—1 (D 
(х—2)°+(у—3)° = 2 Ш 


Substituindo (I) em (II), obtemos: 


WM>1=2+0 =D 

= 0—3) +(7— 303 = 2 

"n2(y-3922 7. (5—3) = 1 
".y=3=1l00y-3=-1./.y=4o0uy=2 


Substituindo y = 4 em (I), temosx=4—1 .. х = 3. 
Substituindo y = 2 em (I), temosx 22—1 ^. х = I. 
Logo, s NA = [(3, 4), (1, 2)). 


Graficamente, temos: 





xy 





y 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS 


.B.8 Determine a intersecção da reta s com a circunferência À, 
nos seguintes casos: 


ajsx—-y—-3-20e6X(x— 1?+(y- 4? = 20 

b)s:x—-2ytl-20eXx-y!'*4y—-1-20 

с) з: у = 2х + 1е№: (х – 3) + (y —2)?=2 

4) 5: Зх -у=0 ех? + у? – 8х + 2у – 8 = 0 
.B.9 Obtenha a intersecção da circunferência 

X: (x — 3) + (y — 2) = 20 com o eixo das abscissas. 


Sugestão. A equação do eixo das abscissas é y = 0. 


.B.10 Determine a intersecção da circunferência 
Aix? + у? — 10x — 2y + 22 = 0 com o eixo das ordenadas. 


“Bill (Fuvest-SP) Existem dois valores de т para os quais tem 


FAS : Ty-m 
solucáo ünica o sistema . A soma desses 
ж№+у = 4 
dois valores de m 6: 
a)-2 c) 0 e) 24/2 
b) -2,/2 d)2 


(UFPA) А reta de equação x + 2y = 0 intercepta a 
circunferência x? + y? + 2x + 4y — 20 = 0 de centro C, 
nos pontos А e B. Determine: 

a) os pontos A, B e C; 

b) a área do triángulo ABC. 





B13 Calcule o comprimento da corda que a reta 
sx + y — 4 = 0 determina na circunferência 
X: (x — 2} + (y — 1) = 1. Sugestão. Inicialmente, de- 
termine os pontos 4 e B de intersecção da reta s com a 
circunferência À. A distância entre os pontos 4 e Bé o 
comprimento da corda AB. 


 B.14 (UFRS) O eixo das abscissas determina na circunfe- 
rência x? + y? — 6x + 4y — 7 = 0 uma corda de 


comprimento: 
a) 24/5 c) 6 €) 8 
b)5 d)7 


Exercícios complementares 
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5 EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES ЕЕ 
(СЛ (U.F. Santa Maria-RS) Os valores de m, para que a reta 


y = mx + 1 seja tangente à circunferência 
(x — 22 + (y — 2) = 1, são: 


1 4 
а) 287 90е y 
4 
2 As 
b)le2 е) 1е = 
4 
e) Le 


(FEI-SP) Uma das retas tangentes à circunferência 
x? + y? = 9 traçada a partir do ponto (0, 5) tem equação: 
а) 4х + Зу – 15=0 4) 3х —-у= 0 

b) 3х + 4y – 20 = 0 е)х= 0 

с) х+у-1= 0 

Sugestão. Como o centro C e o raio R da circunferência 
são C(0, 0) e R = 3, conclui-se que a reta que passa por 
(0, 5) e tangencia a circunferéncia nào é vertical, e, 
portanto, tem coeficiente angular m. Sendo assim, a 
equação dessa reta é da forma y — 5 = m(x — 0), isto é, 
тх-у+5=0. 


(Fuvest-SP) Uma reta de coeficiente angular m > 0 passa 
pelo ponto (2, 0) e é tangente à circunferéncia inscrita no 
quadrado de vértices (1, 1), (5, 1), (5, 5) e (1, 5). Entào: 


а)0<т< + 


b)m= + 

9l <т<1 
3 

dm-l 


91<т< 3 
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'C4  (Fuvest-SP) Uma circunferência de raio 2, localizada no 
primeiro quadrante, tangencia o eixo x e a reta de equa- 
ção 4x — Зу = 0. Então a abscissa do centro dessa 


circunferência é: - 
a)l с) 3 е) 5 
5) 2 d) 4 


ies (UFRS) O comprimento da corda que a reta r definida 
pela equacáo 2x — y — 0 determina na circunferéncia de 
centro no ponto C(2, 0) e raio r = 2 é: 





a) O d) E 
$2 gen 
ES 


ice (Cefet-RJ) Em um sistema de coordenadas cartesianas 
retangulares, considera-se a circunferéncia de centro 
sobre a reta x — y + 3 = 0 e que passa pelos pontos 
A(—2,4) e B(1, 7). O comprimento da corda que a 
bissetriz dos quadrantes ímpares determina sobre a 
circunferéncia é, em u.c., igual a: 


a)2 d) 3/2 
b) 242 e) 542 
с) 3 


(ITA-SP) Sabendo que o ponto (2, 1) é o ponto médio de 
uma corda AB da circunferência (x — 1)? + y? = 4, então 
a equação da reta que passa por A e B é dada por: 


a)y=2x-3 
b)y-2x-1 
c)y=-x+3 
dy = E =2, 
А 2 
x 
e)y= PY +2. 

















AS CÓNICAS: El E E PARÁBOLA 


1. O QUE É UMA CÓNICA? 2. ELIPSE 


Qualquer figura geométrica obtida pela intersecção de 
um plano а com uma superfície cônica @ de duas folhas FF, = 2c, c > 0, chama-se elipse o conjunto dos 
infinitas é chamada de cônica. Neste capítulo estudare- pontos P de а cuja soma das distâncias PF, e PF, é 
mos as seguintes cônicas: uma constante 2a, 2a > 2c: 


PF, + PF, = 2a 


Fixados dois pontos F, e F, de um plano a, tal que 


GEOMETRIA ANA 


LUIZ ANTONIO & SÉRGIO SCAZUFCA 





Elipse: a não passa pelo ^ Hipérbole: œ não passa 
vértice Ve intercepta to- ^ pelo vértice Ve intercepta 
das as geratrizes de € as duas folhas de C. 
obliquamente ao eixo de 

rotação e. 


PF, + РЕ, = 2a,2a>2c>0 


* Os pontos F, e F, são os focos da elipse; a medida 2c é 
a distáncia focal; e a medida c é a semidistáncia focal. 

* Qualquer segmento de reta cujos extremos são pontos 
da elipse é chamado de corda da elipse. 

* Acorda A,A, que passa pelos focos é chamada de eixo 
maior da elipse e sua medida é 2a. 








B, 
А, A, 
B, 
Parábola: o não passa * O ponto médio C do eixo maior (e também do segmen- 
pelo vértice V e é paralelo to F,F,) é chamado de centro da elipse, sendo A,C e 





a uma geratriz de C. A;C os semi-eixos maiores. 


o 
ш 
a 
< 
О 
> 
= 





* A corda B,B,, que passa por C e é perpendicular ao eixo 
maior, é o eixo menor da elipse. Os segmentos B,C e 
В,С são os semi-eixos menores. Esses semi-eixos têm 
medidas iguais que serão indicadas por b. 

*BF,=BF,=a 

• а2 =? + с? 





B, 


Í E : 


B; 


* O nümero e — a chamado de excentricidade da 


elipse, é tal que 0 < e < 1. 


i 7 
| t us 


R.I Obter uma equação da elipse de focos F¡(—1, 0) e 
Fx(1, 0), cujo eixo maior mede 4 unidades. 
Resolução 

P(x,y) 








A» 





4 


Obtém-se uma equacáo da elipse considerando um ponto 
genérico P (x, y) e impondo que PF, + PF, = 4, ou seja: 





Ax = (71)? + (у = 0): += 0) + (у – 0) =4 
Хаж жу + рву = 4 
Јаруг = 4 – (a 1р y? 








Quadrando ambos os membros, obtemos: 





(С РТУ -4-Ja-iycyy 

SR y -16-84G-1)9*y + 
+= 12+ y” 

n a +2х+ Д =16—8 IP + 
zs af —2х+ d 

S841) y! =16—4х 
2-14 =4-x 


Quadrando ambos os membros, obtemos: 


(2Дх—101+у°)°* =(4— хх? => 

> 4[(x — 1? + у2] = (4 – х)? 

S4 — 2х +1 + у) = 16 – 8х + х2 

n ae BE +4+4у°— 16+ 8€ -x = 0 
7.322 +4у®— 12 = 0 


As trajetórias dos planetas - 


"О astrônomo alemão Johannes Kepler (1571-. 
1650) provou que cada um dos planetas descreve 
uma órbita elíptica em torno do Sol e que este é um 
dos focos da elipse descrita. - 


Plutão, — 


4. «Planeta 





Equação reduzida de uma elipse 


Se uma elipse de centro C(x,, Yo), com eixo maior de 
medida 2a e eixo menor de medida 2b, tem: 
* o eixo maior paralelo ao eixo das abscissas, então sua 
equação pode ser apresentada sob a forma: 


(x—x , Q—»» . 
а? id b? E 


Primeiro caso 








xy 


[2] Xo 


* o eixo maior paralelo ao eixo das ordenadas, então sua 
equação pode ser apresentada sob a forma: 





O > 
E EIA ud 
Segundo caso 
yA 
Yo|- - 
A; 
o ru x 





Essas duas equacóes sáo denominadas equacóes reduzi- 
das das elipses. 


J EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.2 Obter a equação reduzida da elipse © em cada um dos 
seguintes casos: 


a) y b) y 


pl 








E 
Tr 
жү 


4 


Resolução 
a) Temos, pelo gráfico, que: 
* o centro da elipse é o ponto C(5, 4): 
* a medida do semi-eixo maior (metade do eixo 
maior) éa = 5 — 2 = 3; 
* a medida do semi-eixo menor éb = 6 — 4 = 
* o eixo maior é paralelo ao eixo das abscissas. 
Logo, a equação da elipse é dada por: 


(x — xo)? x: (у = уо)? = ў 


a? b? 
em que xy = 5, yọ = 4,а = 3 e b = 2, ou seja: 


(x— A (yc .. 
SUE as E EN 


b) Temos, pelo gráfico, que: 
* o centro da elipse é o ponto C(—4, 3); 
e a medida do semi-eixo maior éa = 7 — 3 = 4; 
e a medida do semi-eixo menor éb = —3 — (—4) = 1; 
* o eixo maior é paralelo ao eixo das ordenadas. 
Logo, a equação da elipse é dada por: 


(x — xo)? (A 
b? SE a? 


em que Xy = —4, у, = 3, b = lea = 4, ou seja: 
(х + 4)? 39 yu 
1 x 16 : 


y] 7 
3 EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.1 Calcule a distância focal, a excentricidade e a medida do 
eixo menor da elipse de focos F, e F;, cujo eixo maior 
mede 2a, em cada um dos seguintes casos: 

a) Е|(7, 2), Е.(13, 2) e 2a = 10 

b) F;(3, 4), Е,(3, 14) e 2a = 26 

Sugestão. a? = b? + œ. 





B.2 


Obtenha a equação reduzida da elipse © em cada um dos 
seguintes casos: 








B.3 Esboce o gráfico da elipse 8 em cada um dos seguintes 


casos: 


agg E OD 1 


16 1 
(x—6y (+ 2y 
АТ" 
XE. A 

Ta E 


Wa page o 
UL Veia 


b) €: =1 


с) é — 





B.4 (EESCUSP-SP) O centro (xp, Yo), a medida do eixo maior 


2a e a medida do eixo menor 2b da elipse 


o. (y Ux = | são dados por: 
a) xo = 4,у, = 16.2026 e 2b — 4 

b) xo = 0, yo = 0, 2a = 4 e 2b=2 

с) х= —2, уу = —3, 2a = 16 e 2b = 4 


d) xo = 1, yọ = 2, 2а = 20 e 2b = 10 
e) xX = 2, yọ = 3, 2a = 8 e 2b = 4 


Exercícios complementares de C.1 a C.4 


3. HIPÉRBOLE 


Fixados dois pontos F, e F, de um plano a tais que 
F,F, = 2с, c > 0, chama-se hipérbole о conjunto 
dos pontos P de a cujas diferenças, em módulo, das 
distâncias PF, e PF, são uma constante 2a, 
0 < 2а < 2c, ou seja: : 


|PF, — РЕ) = 2a 


$ 
z 
3 
15] 
m 
o 
a 
E 
Ro. 
a 
Io 
z 
E 
< 
E 
3 
Es 


GEOMETRIA ANALÍTICA 
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Os pontos T, T € a, tais que TF, — ТЕ, = 2a determi- 
nam um ramo da hipérbole, e os pontos S, 5 € о, tais que 
SF, — SF, = 2a determinam o outro ramo. 

* Os pontos F, e F, são os focos da hipérbole; a medida 2c 
é a distáncia focal; a medida c é a semidistáncia focal. 

* A intersecção da hipérbole com o segmento F,F, é o 
conjunto (A,, А), sendo A, e A; os vértices da hipér- 
bole. O segmento A,A, é chamado de eixo real da hi- 
pérbole e sua medida é 2a. 








о О ponto médio С do eixo real (е também do segmento 
FF, F,F,) é chamado de centro da hipérbole, sendo A,C e 
A;C os semi-eixos reais. 


Chama-se retângulo referência da hipérbole o retân- 
gulo MNPQ de centro C, com MQ e NP perpendicu- 
lares ao eixo real em A, e e A, respectivamente, е 
CN = CQ = с. O segmento В.В, perpendicular a A,A, 
em C, com В, € MNeB, € PO, é o eixo imaginário 
da hipérbole. Os segmentos В,С e В,С são chamados 
de semi-eixos imaginários. Esses semi-eixos têm me- 
didas iguais que serão indicadas por b. 











Quando o retângulo referência é um quadrado, a hipér- 
bole é classificada como equilátera. 
* Asretas MP e NO que contêm as diagonais do retângu- 


lo referência MNPQ são denominadas assíntotas da ` 


hipérbole. A hipérbole aproxima-se indefinidamente 
de cada assíntota, sem jamais tocá-la. 





* O número e = == denominado excentricidade da 


hipérbole, é tal que e > 1. 


In 7 
ү, EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.3 Obter uma equação da hipérbole de focos F,(0, 3) e 
FO, —3), cujo eixo real mede 2 unidades. 


Resolução 


\ 


N 


i N Р(х, y) 
Jet de 

Р. (0, -3) 
Uma equação da hipérbole é obtida considerando-se um 


ponto genérico Р(х, y) e impondo que |PF, — РР, = 2, 
ou seja: 


IJ 0)2 + (у = 3)2 – (07 + [y - (737 | 22 
"x -3y —.бё+(у+Зу = £2 
"x 40у = 3)2 = x24 [2 + (у 3» 
Quadrando ambos os membros, temos: 
UFO) = («2 + FO FIF) 
nx +(у-3у = 
=4+4,/2 + (у +3): + A+ 
Л.у – бу+ 9= 
=4+4 A + (y 3) + Y +6y+ 9 
“HA е +37 =12y+4 
„ж, + (у +3): =3y+1 











Quadrando ambos os membros, obtemos: 


5 и 
TU— ЭТ 5 EXERCÍCIO RESOLVIDO 


№ + (у +3) = (3у + IP R.4 Obter a equação reduzida da hipérbole Ж em cada um 
“PPA 6y +9=9+ 6 +1 dos seguintes casos: 
С. 80—02 — 8 = 0 


Graficamente, temos: 
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Equação reduzida de uma hipérbole 


Se uma hipérbole de centro C (xo, yo), com eixo real de 
medida 2a e eixo imaginário de medida 2b, tem: 
* o eixo real paralelo ao eixo das abscissas, então sua 
equação pode ser apresentada sob a forma: 





Resolução 
a) Temos, pelo gráfico, que: 
* o centro da hipérbole é o ponto C(4, 6): 
* a medida do semi-eixo real éa = 7 — 4 = 3; 
* a semidistância focal ёс = 9 — 4 = 5; 
* a medida b do semi-eixo imaginário é obtida por: 


gg +b n sep 
Sb = 16 7. Б = 4 
* o eixo real ё paralelo ао eixo das abscissas. 
Logo, a equação da hipérbole é dada por: 








q (х= x _ 1007—00) 
m p 


o =1 





* o eixo real paralelo ao eixo das ordenadas, então sua em que x; = 4, y, = 6, а = 3e b = 4, ou seja: 
equação pode ser apresentada sob a forma: ANC шр e Bo 


ye Y do у жя 


Ma. (=) E 1 9 16 
eia BE 


b) Temos, pelo gráfico, que: 
Segundo caso * o centro da hipérbole é o ponto C(—5, 4); 
* a medida do semi-eixo real éa — 5 — 4 — 1; 











Mh e asemidistáncia focal ёс = 7 — 4 = 3; 
*a medida b do semi-eixo imaginário é obtida por: 
e-glb.osy-pep 
Yo 
2bi=8 .b=242 
* o eixo real é paralelo ao eixo das ordenadas. 
Logo, a equação da hipérbole é dada por: 
O ex 
1 a? b? 
o X; z em que xy = —5, W=4a=leb=2/, ou seja: 
Essas duas equações são denominadas “equações redu- A e (SE a 1 
zidas das hipérboles”. 1 8 











A hipérbole e a lei de Boyle 


No estudo dos gases, o cientista britânico Robert 
Boyle constatou que, mantendo-se constante a tem- 
peratura de uma certa quantidade de gás, a pressão 
уе о volume x desse gás variam de modo inversa- 
mente proporcionais, isto é: 


ух= к ои y = (К representa um valor numé- 
rico constante) 
O gráfico de y em função de x é um ramo de uma 
hipérbole equilátera. 


UNIDADE 10 


A Pressão 














KI. 
x 
o k X Volume 
х 
Жар, 
Robert Boyle (1627-1691). 

1 

n 
EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.5 Calcule a distância focal, a excentricidade e a medida do 
eixo imaginário da hipérbole de focos Р, е F», cujo eixo 
real mede 2a, em cada um dos seguintes casos: 

a) Fi(5, 0), F(15,0)e 2a = 6 

b) F(1, 1), FMI, 13)e 2a = 2 

Sugestão. c? = а? + b2. 
B, 
I 








B.6 Obtenha a equação reduzida da hipérbole 9 em cada um 
dos seguintes casos: 





a)y. b) y 
„% 

pes 
с» 2 
А, 

v auos 
+ 1 

x =3 x 








B.7 Esboceo gráfico da hipérbole 9 em cada um dos seguin- 


tes casos: 
QUEM ium _ 
25 6 9 1 


x? 
0+1 2 =1 


„(®=—2# — у 
ionem 36 
4) 


1) 2: y! — — - 





=1 


B.8 (UNIR) Hipérbole equilátera é toda aquela em que o eixo 
real tem a mesma medida do eixo imaginário. Qual das 
equações abaixo tem como gráfico uma hipérbole equi- 


látera? 
у= +2 =] e)x?-y?=1 


Exercícios complementares de C.5 a C.8 


4. PARÁBOLA 


Dados um ponto F e uma reta r de um plano, 
F € r, chama-se parábola o conjunto dos pontos 
desse plano eqüidistantes de r e F. 
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P r 





PE= PP" 
(P'éa projegáo ortogonal de Psobre r.) 











* O ponto F e a reta r são o foco e a diretriz da parábola, 
respectivamente. 

* Areta e que passa por F e é perpendicular à diretriz é o 
eixo de simetria da parábola. 

* O ponto V, intersecção da parábola com o eixo e, é o 
vértice da parábola. 


* A distância p do foco à diretriz é chamada de parâ- 
metro da parábola. 

* A distáncia entre o vértice V e o foco F é metade do 
parámetro p, pois V pertence à parábola e, portanto, V 
eqüidista de F e r. 











ү, EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.5 Obter uma equação da parábola de foco F(3, 5), cuja di- 
retrizé r: y — 3 — 0. 
Resolução 





Uma equação da parábola é obtida considerando-se um 
ponto genérico G(x, y) e impondo que GF = Gr, ou seja: 


Ka-3y*G-sy = Dxty-3b 
(x3) + (у— 5) JOE 


LARIOS = [иЗ] 
Quadramos ambos os membros dessa igualdade: 
(x—3* *(-5* Y = dy-3* 
~ Q- 3) + (3—5 = (у – 3) 
cv 6+ SF — 10y-F25.— y* = бу Y 
х2 — 6х – 4у + 25 = 0 


Graficamente, temos: 











ol 3 x 
* Para obter o ponto de intersecção da parábola com o 
eixo Oy, basta substituirmos por zero a variável x da 
equação: 
x=0 = 0—6-0—4y -25-0 
25 


4 


* Note que, se atribuirmos o valor zero à variável y da 
equação da parábola: 
у=0 > x-6x-4:0+25=0 
"nox*t— 6x25 = 0 
obtemos uma equação do 2º grau com discriminante 


negativo (А = —64). Isso significa que a parábola não 
tem ponto em comum com o eixo Ox. 


Equação reduzida da parábola 


Se uma parábola de vértice V(x;, Yo) e parámetro p tem: 

* a diretriz paralela ao eixo Ox e a concavidade voltada 
para o sentido positivo do eixo Oy (concavidade volta- 
da para cima), então sua equação é: 


(x — х)? = 2p(y — Yo) 


Primeiro caso 








* a diretriz paralela ao eixo Ox e a concavidade voltada 
para o sentido negativo do eixo Oy (concavidade volta- 
da para baixo), então sua equação é: 


(х — х)? = —2p(y — у) 


Segundo caso 








of X; x 
* a diretriz paralela ao eixo Oy e a concavidade voltada 


para o sentido positivo do eixo Ox (concavidade volta- 
da para a direita), então sua equação é: 


(у — X9? = 2px — x) 


Terceiro caso 
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* a diretriz paralela ao eixo Oy е a concavidade voltada 
para o sentido negativo do eixo Ox (concavidade volta- 
da para a esquerda), então sua equação é: 


O= y) = —2p(x — 3) 


Quarto caso 








ol х 


Essas quatro equações são denominadas equações 
reduzidas das parábolas. 





Y 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.6 Obter a equação reduzida da parábola Фет cada um dos 
casos seguintes, sendo F, V e r o foco, o vértice e a dire- 
triz de cada uma, respectivamente. 

а) y с) 

r 




















ol 3 
Resolução 
a) O vértice da parábola é o ponto V(15, 12). 
A distância do foco F à diretriz r é o parâmetro p, ou 
seja, Fr = p. 
Como a distância do vértice à diretriz é metade do 
parâmetro, temos: 


ор к e 

Vr 2 12—9 2 P 6 

A diretriz é paralela ao eixo Ox e a concavidade da 
parábola é voltada para cima. 


Assim, a equação da parábola é dada por: 


(x — xo? = 2p(y — yo), em que x, = 15, 
ж = 12ep = 6, isto ё, (x — 15)? = 12(y — 12) 


b) O vértice V da parábola é o ponto V(3, 6). 
A distáncia do foco F à diretriz r é o parámetro p, ou 
seja, Fr — p. 
Como a distáncia do vértice à diretriz é metade do 
parámetro, temos: $ 
pe хх = р Е x 
Wary 2% 6 zP 4 
A diretriz é paralela ao eixo Ox e a concavidade da 
parábola é voltada para baixo. 
Assim, a equação da parábola é dada por: 


(x — xy = —2p(y — yo), em que x, = 3, 
»= бер = 4, isto é, (x — 3? = —8(y — 6) 


c) Como a diretriz é paralela ao eixo Oy, temos que a 
ordenada y, do vértice V é a mesma do foco F, ou seja, 
yy = 8, e a abscissa xy de V é a mesma do ponto médio 
do segmento de extremos (—5, 0) e (— 1, 0), ou seja, 

=s үз 


хү= —— = —3.Assim, o vértice ёо ponto 


V(—3, 8). 
O parámetro p é a distáncia entre o foco e a diretriz: 


PEC Sie pid 


A concavidade da parábola é voltada para a direita. 
Portanto, a equação da parábola é dada por: 


(у — yo? = 2p(x — xp), sendo xy = —3, yo = 8e 
p = 4, ou seja, (y — 8? = 8(x + 3) 


d) O vértice V é o ponto V(0, 0). 
A distância do vértice ao foco é metade do parámetro 
p, ou seja, VF = = S3- E “+ p= ó. 
A diretriz é paralela ao eixo Oy e a concavidade da pa- 
rábola é voltada para a esquerda. 


Logo, a equação da parábola é dada por: 


(y Y? = —2p(x — хо) tal que x, = 0, y = 0e 
p = 6, ou seja, y? = —12x 


Aviões supersônicos 


As ondas sonoras de choque provocadas por um 
avião supersônico formam as superficies de dois co- 
nes que se estendem da extremidade dianteira e da 
cauda do avião. 

As ondas de choque, ao interceptar o solo, deter- 
minam duas curvas cônicas (no exemplo da figura, 
duas parábolas), ao longo das quais é possível ouvir 
os estampidos. 








M 
EE | л А 
j EXERCÍCIOS BÁSICOS ШЕШИНЕ 


B.9 Calcule o valor do parâmetro p da parábola de foco F e 
diretriz r em cada um dos seguintes casos: 
a) F(1,3) e r: 3x + 4y + 1070 
b) F(6,4) e r:y-2=0 
c) F(-2,3) e r: 5x + 12y=0 
d) F(2,5) e r:x+4=0 


B.10 Obtenha a equação reduzida da parábola em cada um dos 
seguintes casos, em que F, V e r representam o foco, o 


vértice e a diretriz, respectivamente: 
a) yA d) 





v 
2 т 
cU" AR 
О 5 x 








B.11 Esboce o gráfico da parábola ® em cada um dos seguin- 
tes casos: 
а) Ф:(х — 32 = 4(y - 1) 
b) P:(y – 22 = —6(x + 1) 
с) P:(x +5)? = —X(y — 4) 
d) P:(y — 5? = 8x 


B.12 Obtenha o vértice V, o parámetro p, o foco F, e a equacáo 
da diretriz r da parábola P em cada um dos casos: 
a) Ф (y – 2? = 12(x — 1) 
b) P (x + 1? = 4(y — 2) 
с) Ф (x — 2» = —8y 
d) Ф (у – 32 = —x—4 


Exercícios complementares de C.9 a C.12- 


q 
) 5 
4 EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


C.i Obtenha o centro C, a medida do eixo maior 2a, a medi- 
da do eixo menor 2b, a distância focal 2c, os focos F, e F, 
e a excentricidade e da elipse € em cada um dos casos: 

(=D. (yX3Y - 

EDS + Sa 

b) &:9(x — 3P} + 4(y-- 1? = 36 Sugestão. Divida por 

36 ambos os membros. 
с) €: 31 + 2y=6 


a) E: 1 


С.2 (UEB) Determine a excentricidade da elipse cuja equa- 
cio é 4 + y + 2у – 3 = 0). 
Sugestáo. Obtenha a equacáo reduzida dessa elipse. 
Para isso, agrupe os termos em y e adicione uma mesma 
constante a esse agrupamento e ao segundo membro da 
igualdade, de modo a transformar o agrupamento em y 
num trinómio quadrado perfeito. 


C.3 А equação de uma elipse € é: 
9 +2у%#—2х+4у+1=0 


Escreva essa equacáo sob a forma reduzida e calcule а 
excentricidade de 8. 


C.4 Encontre uma equação da elipse que passa pelo ponto 
Q(6, 5), cujo eixo maior АА, é tal que AI, 2) e 
Ax(11, 2). 





C.5 Obtenha o centro C, a medida do eixo real 2a, a medida 
do eixo imaginário 2b, a distância focal 2c, os focos F, 
e F, e a excentricidade e da hipérbole 7C em cada um dos 
casos: 


LESS | =D . 
а) X: Go O Еул ы Г 1 
b) A: Ay — 5? — 5(x — 2 = 20 Sugestão. Divida 
por 20 ambos os membros. 
с) 0: 502 – у = 5 


С.6 (UFPI) О centro da hipérbole de equação 
x? — 4x — 4у = 0 ёо ponto: 
a) (1,0) 
b) (0, 0) 
c) (2, 0) 
d) (22, 4) 
e) (4, 4) 
Sugestão. Obtenha a equação reduzida da hipérbole. 
Para isso, agrupe os termos em x e adicione uma mesma 
constante a esse agrupamento e ao segundo membro da 
igualdade, de modo a transformar o agrupamento em x 
num trinômio quadrado perfeito. 


© 


€.7 (PUC-SP) A equação de uma das assíntotas da hipérbole 


x y? ; 
16 a lt 
а)у=2х—1 

b) y = 4х 

с) у= х 

4) у= 2х +1 

е) y = 2х 


Sugestáo. As assíntotas da hipérbole contém as diago- 
nais do retângulo referência. Esboce o gráfico e obtenha 
dois pontos, ou um ponto e o coeficiente angular, de cada 
assíntota. 
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UNIDADE 10 


cs. (UMC-SP) Determine a equação reduzida da hipérbole 
que passa pelo ponto P(6, 4./3 ) e tem focos F,(—5, 0) 


e FAS, 0). 
С.9 (UFRO) O foco da parábola de equação y = x? + 2x — 8 

é o ponto: 

a) F(-1, —9) 

35 

Dra.) 

c) F(1, 3) 

d) F(0, 0) 


э +) 


Sugestão. Obtenha a equação reduzida da parábola. Para 
isso, agrupe os termos em x e adicione uma mesma cons- 
tante a esse agrupamento e ao primeiro membro da igual- 
dade, de modo a transformar o agrupamento em x num 
trinômio quadrado perfeito. 


CÃO (Faap-SP) Obtenha os pontos de intersecção da reta 
т: у = x + 4 com a parábola 9: y = x? — 2x. 
Sugestão. O conjunto r N Ф є o conjunto solução do 
y=x+4 


sistema A 
ЭЕ Ду 


.€.11 (UFMG) A reta de equação y = 3x + a tem um único 
ponto em comum com a parábola de equação 
у =x? + x + 2. О valor de a é: 

а) —2 с) 0 е) 2 

b)=1 d)1 


ca 


(Fuvest-SP) Para que a parábola y = 2x? + mx + 5 não 
intercepte a reta y = 3, devemos ter: 

a) -4<m<4 

bm<-3oum>4 

с) т> 5 оит < –5 

д) т = –5 оит = 5 

e)mzo 


(FGV-SP) Dadas a parábola cuja equação é 

у = x? — 4x + 8, а reta f tangente à parábola e a reta 
т: y = 2x — 12, paralela a t, podemos dizer que a reta t 
intercepta o eixo O y no ponto: 

2) (0,3) 

b) (0, —4) 

c) (0, —1) 

d) (0, —2) 

e) (0, 2) 





aL. NB. 5 
Copítulo 61 = 
XL 
LUGAR GEOMÉTRICO (L.G.) 2 
өөөөөөөөөөөөөө eooo < 
í 
1. CONCEITUACAO b) O L.G. dos pontos de um plano a que distam 5 cm de E 
um ponto O, O € a, é uma circunferência À de centro [| 
Lugar geométrico (L.G.) é qualquer conjunto de pon- O eraio R = 5 cm. z 
tos, podendo até mesmo ser o conjunto vazio. a O 
= ш 
2. DETERMINACAO DE UM LUGAR (6) 
GEOMETRICO 
Um L.G. é determinado por uma propriedade p se, e 
somente se: 


I. todos os pontos do L.G. satisfazem a propriedade p; 


E e Note que: 
П. somente os pontos do L.G. satisfazem a proprieda- 


* todos os pontos de À distam 5 cm do ponto O; 


de p. e nenhum outro ponto do plano o dista 5 cm do 

Exemplos ponto O. 

а) O L.G. dos pontos de um plano а que equidistam de c) O L.G. dos pontos de um plano o equidistantes de 
dois pontos distintos A e B de a é a mediatriz r do seg- uma reta r de a e de um ponto F de o, F É r, é uma 
mento AB. parábola 99. 

s ? 
A 7 A 
Fe 
Mé o ponto médio de AB. H 
Note que: Note que: 
* todos os pontos de r equidistam de A e B; * todos os pontos de Ф distam igualmente de Fe г; 
* nenhum outro ponto do plano о equidista de A e B. * nenhum outro ponto do plano о equidista de Fe г. 


Lugares geométricos: assim na Terra como no céu 


Os meridianos e os paralelos são linhas imaginárias que de- 
marcam a superfície da Terra. Os paralelos estão em planos per- 
pendiculares ao eixo de rotação do nosso planeta e os meridia- 
nos estão em planos que contêm esse eixo. Em geometria, es- 
sas linhas são estudadas como lugares geométricos. 

Os astrônomos estabelecem lugares geométricos também 
no céu. Imagine que a Terra seja uma pequena esfera cujo centro 
coincide com o centro de uma imensa esfera, chamada pelos as- 
trônomos de esfera celeste. A superfície da esfera celeste tam- 
bém é dividida por linhas imaginárias: os paralelos celestes, que 
estão em planos perpendiculares ao eixo de rotação da Terra; e 
os meridianos celestes, que estão em planos que contêm esse 
eixo. Essas linhas são usadas para dar a localização de estrelas: 
o que é latitude na Terra, na esfera celeste recebe o nome de 
declinação; e o que é longitude na Terra, na esfera celeste é as- 
censão reta. 
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3. 


EQUAÇÃO DE UM LUGAR 
GEOMÉTRICO NO PLANO 
CARTESIANO 


Se um lugar geométrico do plano cartesiano é determi- 
nado por uma propriedade p que indica uma igualdade, 
então a equação desse L.G. é obtida do seguinte modo: 

* considera-se um ponto genérico Q(x, y) de coordenadas 
variáveis x e y; 

e impõe-se ao ponto Q(x, y) a condição р, obtendo assim 
a equação do L.G. 


Is т 
5 EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


RI 


RA 


Obter uma equacáo do L.G. dos pontos do plano cartesi- 
ano que equidistam dos pontos A(2, 4) e B(0, 1). 
Resolução 
* Seja Q(x, y) um ponto genérico do plano cartesiano. 
* Para que o ponto Q(x, y) pertença ao L.G., devemos 
impor: 
QA = OB 
dee 2 G4 
= GF +01? 
Quadrando ambos os membros dessa igualdade, temos: 
A+ (у 45 = (х— 00 + Y 
*. *—-4х+4+у@—8у+ 16 = ж + – 2у+ 1 
4х + 6y — 19 = 0 
Assim, o L.G. é a reta de equação 4х + бу — 19 = 0. 
Descrever o L.G. dos pontos do plano cartesiano que 
distam do ponto A(3, 2) o triplo da distância ao ponto 
B(—1, 0). 
Resolução 
* Seja O(x, y) um ponto genérico do plano cartesiano. 
* Para que o ponto Q(x, y) pertença ao L.G., devemos 
impor: 
QA = ЗОВ 
Да 3) *0-2* = 
= 3./(х + 1)? +(y— 0)? 
Quadrando ambos os membros dessa igualdade, obte- 
mos: 
nu + (у = 2? =9[(x+ 12+(y— 02] 
.X —6x 94 y —4y4+4=9(2+2x+1+y) 
*. ?— 6х+9 + у%*—4у+Е4 = 90 + 182+ 9+ 97 
©. 802 +8y+24x+4y-4=0 


arpa 2 — А 


B.2 


B3 


Assim, o L.G. é a circunferência de centro 


iue 1 34/5; 
с(-3. - i )enion - 22. 
Obter uma equação do lugar geométrico dos pontos equi- 
distantes das retas r: 2x+y=—1=0es:1+2y+3=0. 
Resolucáo 
* Seja Q(x, y) um ponto genérico do plano cartesiano. 
* Para que o ponto Q(x, y) pertenga ao L.G., devemos 

impor: 





Qr- Qs Pe+y=11 — ¿+ 2y33] 
JFE Л? +2? 


. рх+у= Це |+ 2у +3] 
Então, temos que: 


2х+у-1=х+2у+3 7. 
Dr-Fy = 1 2 =8) 2. 


х-у 4 = 0 оп 
3х + 3у +2 = 0 


Logo, o L.G. ё constituído pelo par de retas 
tix>y—4=0eu:3x+3y+2=0. 
Graficamente, temos: 











As retas / e и contêm as bissetrizes dos ângulos formados 
pelas retas r e s. 


EXERCÍCIOS BÁSICOS 


Obtenha uma equação do L.G. dos pontos do plano car- 
tesiano, equidistantes dos pontos A(1, 4) e B(—1, 2). 


Dados os pontos A(2, 0) e B(1, 0), obtenha uma equacáo 
do L.G. dos pontos Q do plano cartesiano tal que 
(QA) — (ОВ) = 


(U.F.Uberlándia-MG/Paies) Em um plano cartesiano a, 
Q = (x, y) é um ponto arbitrário e P = (1, 0) é um ponto 
fixo. Denotamos por d(A, B) a distância entre quaisquer 
dois pontos A e B pertencentes a о. Considere o conjunto 
C= {Q E a tal que AB. + d(G, О) = d(Q. P)), em que 
С = (0,0) é a origem de a. Então: 


a) C é a parábola de equação y = —xº — s 


b) C é a parábola de equação y = x? + 2. 


cue geil 
с) C é a reta de equação y = 7% 7 
d) C é a circunferência de centro em (1, 0) e raio 1. 
е) C é a circunferência de centro em (— 1, 0) e raio JE. 


В.4 


В.5 


В.6 


B.7 


B.8 


(Fuvest-SP) Num plano são dados os pontos A = (— 1, 0) 
e B = (1.0). Qual o lugar geométrico dos pontos Р(х, y) 
desse plano tais que (АР)? — (BP)? = 4? 


(Fuvest-SP) Determine a equação do lugar geométrico 
dos pontos do plano cartesiano cuja distância à origem é 
o dobro da distância ao ponto (1, 1). 


Represente no plano cartesiano o L.G. dos pontos que 
distam 6 unidades da reta г: 4x + Зу — 12 = 0. 


Encontre uma equação do L.G. dos pontos equidistantes 
das retas r:3x— y +2 = Оез: Зх +у — 1 = 0. 


Dados a reta r:x — 3 = 0 e o ponto A(0, 1), obtenha uma 
equação do L.G. dos pontos do plano cartesiano que dis- 
tam da reta r o dobro da distância ao ponto A. 


EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


(UFF-RJ) Identifique, justificando, o lugar geométrico 
dos pontos do plano definido pela equação 

x — y! — Ах + 8у = 12. 

Sugestão. Agrupando os termos em x e os termos em y, 
obtém-se (a? — 4x) — (y? — 8y) = 12. Adicionando ou 
subtraindo constantes a ambos os membros da equação, 
transforme cada um dos agrupamentos em trinômios 
quadrados perfeitos. 


Sendo A(1, 0) e B(0, 2), represente graficamente no pla- 
no cartesiano o L.G. dos pontos Q(x, y) tal que o triângu- 
lo ABQ tenha área igual a 3 unidades. 


Qual é o L.G. dos pontos médios de todas as cordas de 
comprimento 8 na circunferência А: x? + (y — 1} = 25? 
Dé uma equação desse L.G. 


(ga OL.G. dos pontos do plano cartesiano cuja soma das dis- 
tâncias aos pontos A(1, 2) e B(1, —2) é sempre igual a 6 
intercepta o eixo das abscissas nos pontos: 

a) (2,0) e (2, 0) 
b) (—4, 0) e (4, 0) 


с) (1+ 43, 0)e(1— 43,0) 
d) (1+ 45, 0)e(1— /5, 0) 


1 AT, 

e(-z- 9) e( 3. 0) 

cs. (Mackenzie-SP) Um segmento de reta de comprimento 
8 movimenta-se no plano mantendo suas extremidades P 
e Q apoiadas nos eixos Ox e Oy, respectivamente. Entre 
os pontos do lugar geométrico descrito pelo ponto médio 
de PQ, o de maior ordenada possui abscissa: 
a)-2 с)0 e)2 
b)-1 d)1 


C6 (Fuvest-SP) Qual a equação do lugar geométrico dos 
pontos equidistantes da reta y = O e da circunferência 
2>+(y-2?=1? 
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“Capítulo 62 
OS NÚMEROS COMPLEXOS 


COCC0 CO CCC CC COCO 0000 


1. O QUE EXISTE ALÉM DOS NÚMEROS 
REAIS? — UMA INTRODUÇÃO 
HISTÓRICA 


Gerônimo Cardano, médico e matemático italiano, 
publicou em 1545, em sua obra Ars magna, a resolução 
de equações do tipo x? + px + q = 0. Essa resolução, 
relata Cardano, foi apresentada a ele por Nicolo Tartáglia. 


z 
o 
E 
5 
uu 
5 
2 
o 
s 
5 
a 
я 
а 





Gerónimo Cardano 
(1501-1576). 


Nicolo Tartáglia 
(cerca de 1500-1557). 


O método proposto por Tartáglia consiste em substi- 
tuir a variável x por u — v tal que o produto uv seja um 
terço do coeficiente de x da equação. Cardano, resolven- 
do equações cúbicas através desse método, deparou-se 
com raízes quadradas de números negativos, que até 
então não eram aceitas pelos matemáticos. Vamos per- 
correr o mesmo caminho feito por Cardano para perceber 
algo surpreendente. Resolvamos a seguinte equação: 


*—6+4=0 


Substituindo x por u — v de modo que o produto uv seja 
igual a um terço do coeficiente de x, que é —2, obtém-se 
0 sistema 


к DE - 
ou seja, 


uy = —2 


из — Зи?у + 3uy? — v? — би + бу+4 = 0 
uy = —2 


Fazendo uv = —2 na primeira equação e isolando v na 
segunda, obtém-se: 


B-3+4=0 q) 


=-= qm 





Substituindo (II) em (I) chega-se à equação 
u^ + 4 + 8 = 0, cuja resolução é feita através da 
mudança de variável и? = г, ou seja: 


P+4+8=051= — " 
—4:34-—16 
2 





Sap) = 


Nesse momento, Cardano concluiu: como não existe 
raiz quadrada de número negativo, temos que não exis- 
tem и nem v e, conseqüentemente, não existe x, pois 

= и — v. Porém, espantosamente ele verificou que o 
número real 2 é raiz da equação x? — 6x + 4 = 0, pois 
2-6:2+4=0. 

Essa constatação levou Cardano a considerar a exis- 
tência de novos números, como, por exemplo, /— 16 . 

Nessa mesma época, outro grande matemático italiano, 
Rafael Bombelli (cerca de 1526-1573), teve o que cha- 
mou de “idéia louca”, operando com expressões que 
envolviam raízes quadradas de números negativos. Bom- 
belli admitiu, por exemplo, a identidade: 


2+ 4-1 42-4-1 =4 


dando assim subsídios para o início da construção de um 
novo conjunto: o conjunto dos números complexos. 


2. A UNIDADE IMAGINÁRIA (i) 


Para ampliar o conceito de número de modo que a 
radiciação seja sempre possível, definimos o número i, 
não-real, denominado unidade imaginária, que satisfaz 
a seguinte condição: 


3. NÚMERO COMPLEXO 
Definição 


Número complexo é todo número da forma 
a + bi tal que a e b são números reais quaisquer e i 


é a unidade imaginária. 


A expressão a + bi, (a, b) CIR, é denominada forma 
algébrica do número complexo, em que a e b são, 


respectivamente, a parte real e a parte imaginária do 
complexo. 
Exemplos 
a) 6 — 3i é um número complexo com 
parte real 6 
ё 
parte imaginária —3 
Todo número complexo cuja parte imaginária é dife- 
rente de zero é chamado de número imaginário. O 
número 6 — 3i é imaginário. 
b) 5i é um número complexo com 
parte real O 


e 
parte imaginária 5 


Todo número complexo cuja parte real é zero e a parte 
imaginária é diferente de zero é chamado de número 
imaginário puro. O número 5i é imaginário puro. 
parte real 8 
с) 8 é um número complexo com 4 e 
parte imaginária O 
Todo número complexo cuja parte imaginária é zero é 
chamado de número real. O número 8 é real. Observe, 


portanto, que todo número real a é também complexo, 
pois pode ser escrito como a + Oi. 


Denotamos por С o conjunto dos números complexos, 
isto é: 


C= (a + bi| (a,b) C IR) 


Me 
|) , 
ү, EXERCÍCIOS RESOLVIDOS mm 


ЕЛ Obter x, x € IR, de modo que o número complexo 
5 + (xº — 9)i seja real. 
Resolução 
O número 5 + (x? — 9)i é real se, e somente se, 
3» 9-0 s. 2=0 S. p= +9, 
Logo, o número é real se, e somente se, x = 3 ou x = —3. 
R.2 Determinar x, x € IR, para que o número complexo 
(x? — 25) + (x — 5)i seja imaginário puro. 
Resolução 
O número (x? — 25) + (x — 5)i é imaginário puro se, e 


жер =0 , r = +5 
somente se, 


x-5*0 x*5 
Logo, x = —5. 
Assim, o número é imaginário puro se, e somente se, 
x=—5. 


4. IGUALDADE ENTRE NÚMEROS 
COMPLEXOS 


Sendo a + bie с + di, com (a, b, c, d) CIR, define-se: 


abi cedi D 3 


ў А 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO Ü 


Е.З Obter os números reais x e y de modo que 
x+2y+4i=11 + (9х — y)i. 


Resolução 
x+2y+4i=11 + (9— у) © 
sty =l . fx+2y= 11 (0 
9х-у= 4 `` l18x-2y=8 qm 


Somamos membro a membro (I) e (II): 

19x = 192x- 1. 

Substituindo x = 1 em (I), temos 1 + 2y = 11 .'. у = 5. 
Logo, os reais x e y são x = ley = 5. 


5. NÚMEROS COMPLEXOS 
CONJUGADOS 


Definição 


O conjugado de um número complexo z = a + bi, 
(a, b} C IR, é o número z (lê-se “conjugado de z”) 
tal quez = a — bi. 


Exemplos 
a) O conjugado de z = 3 + 2i éz = 3 — 2i. 
b) O conjugado de z = 6 — 3i éz = 6 + 3i. 
с) O conjugado de z = 8i éz = — 8i. 
d) O conjugado de z = 6éz = 6. 


J EXERCÍCIO RESOLVIDO 





R4 Demonstrar quez = z, Vz, z € €. 


Resolução 
Seja z = a + bi com (a, b) CR. 


Z-atbi-a-bi-a-bi-z 


(c.q.d.) 


6. ADIÇÃO DE NÚMEROS COMPLEXOS 


Sendo z; = a + bi e z, = c + di, (a, b, c, d) CIR, 
define-se: 


zi ^ z-—(a-c)- (b + а)і 


Exemplos 

a) Sendo z; = 4 + 2i e z, = 3 + 6i, tem-se que 
z^z-(At3)* (2 + 6) = 7 + 8i. 

b) Sendo 2, = 3 + 4i e z, = — 91, tem-se que 
z +z = (3 +0) + (4 – 9) = 3 — Si. 
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Propriedades da adição de números 
complexos 


[Ал | | Associativa 


Gi +) tza = z + (a +z), V {zzz} cc 








Comutativa 


а +@=® Hza МСС 





Elemento neutro 


Existe e, e EC, talquez+e=e+2=z,V2EC 


O número e é denominado elemento neutro da adição 
de números complexos e e = 0 + Oi. 





Para cada número complexo z existe o número 
complexo w tal que z + w = w +z = 0 + 0i. 


Os números z = a + bi e w = —a — bi são denomi- 
nados números opostos. Indicamos esse fato por 
Ww =, —z ou por z = =w. 


Exemplo 
O oposto de z = 6 — 3i é —z = —6 + 3i. 


7. SUBTRAÇÃO DE NÚMEROS 
COMPLEXOS 
Sendo т = a + bi ez, = c + di, (a, b, c, d} C R, 
define-se z; — z; = zı +(—22) ,ou seja: 
237 ъ=, + (о) = (at bi) +H(=c-— di) = 
= (a — c) + (b — d) 
Exemplo 
Sendo z; = —8 + ie z, = 4 — 10i, tem-se que: 


Zi —2;—z + (2) = (8 +1) + (+4 + 10i) = 
= (28 — 4) + (1 + 10у = -12+ li 








Y 
8 y 
j EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.S Determinar o número complexo z = 2 + yi, y € IR, tal 
quez=z + 8i. 
Resolução 
24 yi 22-— yit 8i /.2+ур= 2 + (y + 8i 
CSOy-—ytf822y-8..y-4 


Logo, o número z éz = 2 + 4i. 


R.6 Determinar os números reais x e y tais que 
(Qx + 2i) + (3 + yl) ^5 + Ti. 
Resolução 
Qx 2i) G-y)-7547i 
Л 0х+3) + Q4 yi 5 +71 
. [2х+3 = 5 х= 1 
ya m. =i E =3 
Logo, os reais xe y siox=1ey= 5. 


N 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS us 
Bi (U. Taubaté-SP) Determine o valor real de k, de modo 


quez = + = i + i seja imaginário puro. 
a) -4 с) 0 е) 1 
b) -1 qu 

2 


B.2 (UFRS) Sendo m € IR, o número complexo 
z = (m — 3) + (m? — 9)i será um número real náo-nulo 


para: 
a) m= —3 d)m=3 
b)m< —3 0um > 3 em>0 


с) -3 <т<3 


B.3 Encontre os números reais x e у de modo que: 
а) 21 y t (x y) 9 7 8i 
0) 2-8 + (у + 2х) = 1+1 





eyes + (3x + у) = 6 + 2yi 
3-2 
B4 Dados: =8 + 6i, z = —4 +2i, z 79 iez, = —3i, 
calcule: 
a) z tz e)z +z 
5а +2 + 23 f)n-Z 
C) z = Z d+ 
4у&—-— (8 + д) h)z-—ztz 


B.5 Encontre os números reais x e y de modo que: 
а) (3x + 4yi) + (5 + 6i) = 11 + 18i 
b) (2x + 3yi) + (y + xi) = 6 + 13i 
8. MULTIPLICAÇÃO DE NÚMEROS 
COMPLEXOS 


Sendo z; = a + bi e z = с di, (a, b, c, d) C IR, 
define-se: 


2 = (ac — bd) + (ad + bc)i 


Exemplos 
a) Sendo z; = 4 + 2i e z, = 3 + Si, tem-se que: 


а& = (4+3—2-5)+(4-5+2 +3) = 2- 26i 


b) Sendo z; = —3iez, = 6 + 2i, tem-se que: 
zz-l[0-6—(-3):2] + [0*2--(-3)- 6]i = 
= 6 — 18i 


Você deve estar assustado com essa estranha definição 
de multiplicação. Porém, sua origem é extremamente 
simples. 


Ao definir a adição e a multiplicação em C, pretende- 
se que estas sejam extensões dos conceitos de adição e 
multiplicação em IR e que as propriedades associativa, 
comutativa, elemento neutro, elemento oposto, elemento 
inverso e distributiva sejam preservadas. Ora, para que 
isso ocorra deve-se ter: 


La “а 
(a + bite + di) = ac + adi + bei + bdi? = 
м 











ac + adi + bci — bd = (ac — bd) + (ad + bc)i 


Propriedades da multiplicacao de 
nümeros complexos 


Associativa 





(2,20)24 = zi (2223), V [zi 25.23) C € 





mz] Comutativa 


Zi = ZZi М5 cc 





(мз | Elemento neutro 


Existe и, u € С, tal que zu = uz = z, Vz E C 


O número u é denominado elemento neutro da multi- 
plicação de números complexos e u = 1 + Oi. 





Elemento inverso 


Para cada número complexo z, z # 0 + 01, existe 
o número complexo v tal que zv = vz = 1 + Oi. 


Os números z e v são chamados de números inversos. 


O inverso de z é indicado por z^! ou por L 

Exemplo 

meii he 
4+2i] 


(No exercício R.11 vamos obter a forma algébrica desse 
inverso.) 


[M5] Distributivas 


210021 23) = 2:22 + 2123, Vininbcce 
(а +) = Xon + ш, У, z} CO 


О inverso dez = 4 + 2i é indicado porz! = 








Cálculo do produto de números 
complexos através de propriedades 


Para efetuarmos a multiplicação de dois números 
complexos z =a + biez =c + di, (a, b, c, d] C IR, 
podemos simplesmente aplicar as propriedades opera- 
tórias, evitando assim a definição, que é confusa e de 
difícil memorização. 

Exemplos 

a) Para calcular o produto do complexo z, = 3 + 2i por 
2 = 5 + 4i, aplicamos a propriedade distributiva e, a 
seguir, as comutativas da multiplicação e da adição: 


G+ DO PA= 154 1214 10i +82 = 
A 
= 15 + 121+ 10i- 8 =7 + 2i 
b) Analogamente, efetuamos o produto de z, = —4i 
porz =2-— 6i: 


—4i(2 — 6i) = —8i + 24? = —8i — 24 
EA 


М 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R7 Sejam os números complexos z, = 3 + 2i, z; = 4, 
Za = 5i, z, = 6 — 2i. Calcular: 


а) 2125 

b) zz 

C) zz 

d) zz + zu 
€) 254 — ш 
Resolução 


а) zz = (3 + 214 = 12 + 8i 
b) zz = (3 + 2i)5i = 15i + 10? — —10 + 15i 
€) zz = (3 + 2i(6 — 2i) = 18 — 6i + 12i — 42 = 
=18 — 6i + 12i - 4 = 22 + 6i 
d)zztu-4:5it6-—2i-20i*6—2i—64 18i 
€) zz — zz = Si(6 — 2i) — 43 + 2i) = 
= 30i — 10i? — 12 — 8i = 30i + 10— 12— 8i = 
= —2 + 22i 


R.8 Determinar o número z = х + yi, (x, y] C R, tal que 
zit2z—-4-i. 
Resolução 


(х yDi-- 2(x— у) = 4— i 

c. xi + yi? +2x—2yi=4=i 
Ло (Cy +20) + (х – 2y)i=4 —i 
s [Fl A. y F 00 
ADS =-1 a = —] dap 
Substituímos (I) em (II): 
xa d cu 
305 5 0053, 
Fazendo x = 3 em (I), temos y -2:3—4—y—2. 
Logo, z = 3 + 2i. 





4x+8=-1 
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18 а А 
3 EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B6 Sejam os números complexos 
z =6,% = 3i 3 = 5 — Ti, z= 8 + 3i. Calcule: 
a) az C) 223 е) zz, + Zi, 
b) 2,23 d) z;z, Í) 2523 


B.7 (UFPA) Qual o valor de m, т € IR, para que o produto 
(2 + mi)(3 + i) seja um número imaginário puro? 





а) 5 b)6 с) 7 9) 8 е) 10 
В8 (PUC-MG) O número complexo г tal que 

52 +2 = 12 + 16i é igual a: 

а) =2 121 ol+2i е)3+{ 

b)2 — 3i d)2 + 4i 


Sugestão. Substitua o número complexo z por x + yi, em 
que x e y são números reais. 





Determine o número complexo z = x + yi, (x, y) CIR, 


tal que: 
a) 3z + 27 = 10 — 5i c)z +22 7 z(1 * 2i) 
b)zi + 5z = 22 





9. DIVISÃO DE NÚMEROS COMPLEXOS 
Definição 


O quociente de um complexo z por um complexo 
não-nulo w é o número complexo k se, e somente se, 


kw = z. Indica-se esse quociente por = ou porz : м. 
Assim, temos: 


#5. —-kekw-z 
w 





Exemplo 
Observando que (3 + 2i)(1 + i) = 1 + 5i, pode-se 
" ASE 7 
concluir que Tti 3-421 


Propriedade da divisão de números 
complexos 


Para obter o quociente de dois números complexos, 
aplicaremos a propriedade a seguir. 


Sendo z, w e c números complexos tais que w + O 


С 
е с = 0, tem-se © ce 
w wc 


Isto é, multiplicando o numerador e o denominador da 


fração a por um mesmo número diferente de zero, 


obtém-se uma fração equivalente a ia 
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5 EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R9 Sejamz, =2ez=3+ 5i. Efetuar z, : zz 
Resolução 





1 2 


VE тг 


Multiplicando о numerador е o denominador pelo conju- 
gado do denominador, temos que: 





jo mA y o Ei 2 
SU a O nha SEM 
_ 28-5) _ 2-5) _ 3—5: 
3? — (51)? 34 17 
з 5i 
Ipgaiu ny > > 


R.10 Sejamz, = 1 + 2iez, = 1 — i. Efetuar z; : 22. 
Resolução 





Multiplicando o numerador e o denominador pelo conju- 
gado do denominador, temos que: 





а лон AO, oo 
Du indere I-i ri 
ENIMS аш 

n-g 5 19 


R.11 Determinar o inverso do número complexo z = 4 + 2i. 


Resolução 
1 
4+2i 
Multiplicando por 4 — 2i o numerador e o denominador 





Ash 2 
z 





1 i =l; 
de Ir obtemos a forma algébrica de z7!: 
Ae 104 - 2i) Г RA MO 
(4 + 21)(4 — 2i) 42 — 22р 20 
Lost ч ви 





20 20 5 10* 





) 1 А 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS ШЦ 


B.10 Dados z; = 3 + 2i, z = 4 — i, z = i è z4 = 5, efetue: 


a) zı : z2 е) 37,: 22; 

Da:z f) (a +2): = а) 
2:2 g) Ga +z) : (5 — 4) 
9) 5:2, 


B.11 (FEI-SP) О resultado da ехргеѕѕӣо complexa 
1 P 3 ES 


nx a > 
al-i )2+i e) 34- 3i 
bici d2-i 


B.12 Determine o inverso de cada um dos seguintes números 








complexos: 
a) z —2-3i е) = =i 
bz-4-i BD az 
c)z,=6-=2i g)z = 31 
dz-21l-i 
B.13 (Fuvest-SP) Sabendo que а é um número real e que a 
Cem ere E +i 
parte imaginária do número complexo ES é zero, 
e)4 
quei = E. 3 
10. POTÉNCIAS DE NÚMEROS 
COMPLEXOS COM EXPOENTES 


INTEIROS 


Sendo w um número complexo qualquer, definem-se: 
І. м = 
IL w=w 
Ш. w"— w:w*w*..*w, Мп Є 2, п 22 
E ES 


n fatores 


IV. w=- ow*0VneZ 











Exemplos 

а) =1:1:1:1= 0:000) = 
= EDEN =1 

ed 1 Eq 

b) 2i) Qiy 01:21-21:21  T6F 
sd 

16-116 
Nota 


Como já dissemos no capítulo 1, nào há unanimidade 
entre os matemáticos quanto á adocáo do valor 1 para a 
potência 0º. 


Propriedades das potências de 
números complexos 


Através da definição de potência e das propriedades da 
multiplicação, demonstra-se que: 


га oe 
в) 
ET e. 
fra |) (wy) = иу" 
[єў ЈЕ 


рага quaisquer complexos w e v e quaisquer inteiros m e 
n, obedecidas as condicóes de existéncia. 


WS Wm ME 








M 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO e 


R.12 Calcular (1 + 5)'º. 


Resolução 
a+ go (140 = 1 + 2 + 2р = 
= И +21-4р = (20 = 25. 5 = 
= 320 + і = 3201) + і = 320—1) = 32i 


Potências de ¡ 


Teorema 


Existem quatro e somente quatro valores para 
potências de і com expoentes inteiros. São eles: 


p=] 
pred 
P=-1 


P-c-i 


Demonstracáo 
Calculemos a poténcia i" com n inteiro. 
Primeira parte: п = 4 
Dividindo n por 4, obtemos um quociente inteiro q e 
um resto 7, r inteiro e 0 < r < 4, isto é, n= 4q + r. 
Assim, temos que 
pojattLje.p-(m.i-,y.ri-l-.i-i-. 
Como r é inteiro e 0 « r « 4, temos que i" é um dos 
quatro valores, i", i!, i? ou i*. 
Segunda parte: n < 0 


n= (17 


Note que i^! = I Multiplicamos o numerador e o de- 
nominador dessa fração por —i: 


mud. m (DO ou A 


i (En) =p 





Assim, temos que і" = (—¿)" = (— 1)" * i". Comon < 0, 
temos que —n > 0; logo, i^" é um dos quatro valores, 
i—-1li-ii-c-lei--i,e,portanto, (- 1)" + i^" 
também assume esses quatro valores. 


(c.q.d.) 
Conseqüéncia 
Para o cálculo da potência i" com n inteiro e n = 4, 


divide-se n por 4, obtendo-se resto inteiro r. Tem-se 
então i" = і”, 
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D L 
j EXERCÍCIO RESOLVIDO e 


R.13 Calcular: 
a) po 


Resolução 


9 | 4 
2 2 


Л == 1 


b) 253 е) Te dii? 


Pos 4 
1 13 


лей = 


9 72 4 
Qr s 


Rm aem др 
П 


i-i) — 








y 
y] MP 
EXERCÍCIOS BÁSICOS In 


B.14 Calcule: 
a) i? c) iie e) i 
т b) P^ d) ici" 
В.15 Calcule: 
а) (3 + i} b) (2 — Si? 
B16 (UEMA) O número complexo (1 — i)"? é igual a: 
a) 64 c) —64 е) —64 + i 
b) 64i d) —64 —i 


Sugestáo. Veja exercício R.12. 


В.17 (FGV-SP) Sendo i а unidade imaginária, о valor de 
( iti J ^ 
пуз E 
a) 1 Eil 
b)i d) —i 





Jj EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES К 


(UFSC) Determine o valor de x para que o produto 
(12 — 2i)[18 + (x — 2)i] seja um número real. 


tas (U. F. Viçosa-MG) Os números complexos z e w são tais 
quew + iz = —2— iez + iw = 5 + 2i. Então z e w são, 


respectivamente: 

a) —2 + 2ie3i d) -2 — 2i e -3i 
b)2 t 2ie —3i e) —2 — 2be 3i 
c)2 t 2ie3i 


СЗ Para que valor real de a os números complexos 


z=1+2ew= + + ai são inversos entre si? 


C4 Sendoz = 1 + xi, x Є IR, obtenha x tal que z = 2z7 !. 


cs. (FEI-SP) Se + = 1 + i, então o número complexo z é: 


Ву ор 91+} 
у e) =1 +21 
011—1 


€.6 Determine x, х € IR, de modo que o número = LU 





seja imaginário puro. 


СЛ Obtenha x, x € IR, de modo que o número 


o dé is 
PET. seja real. 





EN (Fuvest-SP) Ache os valores reais de x de modo que a 





parte real do número complexo z = = = - seja negati- 


va (i é a unidade imaginária). 


Gs (UFC) Se i representa o námero complexo cujo quadra- 
do é igual a — 1, determine o valor numérico da soma 
ТЕРЕНА РЕЧ РВЕ 


C.10 (Fatec-SP) Determine a forma algébrica do número 


{3 +41 


complexo z = Т m 





em que л é natural e i é a unidade 
imaginária. 


С.1А1 (U. E. Londrina-PR) Seja o número complexo 
z= x + yi, no qual (x, y) C R. Sez- (1 —1)=(1 + i}, 


entáo: 
ax=y dx+y=0 
b)x-y-22 е) y =2x 


с) х у= 1 


REPRESENTAÇÃO GEOMÉTRICA E FORMA 


TRIGONOMETRICA DE UM N Jh 








1. PLANO DE ARGAND-GAUSS 


A cada número complexo z = x + yi vamos associar o 
ponto do plano cartesiano determinado pelo par ordenado 
de números reais (x, y). Essa associação é biunívoca, isto 
é, cada número complexo está associado a um único pon- 
to do plano cartesiano e cada ponto desse plano está asso- 
ciado a um único número complexo: 





Através dessa associação, representa-se geometrica- 
mente o conjunto C pelo plano cartesiano, que é chamado 
de plano de Argand-Gauss, em homenagem aos mate- 
máticos que o criaram. No plano de Argand-Gauss o eixo 
das abscissas é chamado de eixo real (Re) e o das orde- 
nadas é denominado eixo imaginário (Im). Cada ponto 
P(x, y) desse plano é a imagem ou afixo do número com- 
plexo x + yi. 


M 
15 , 
j EXERCÍCIO RESOLVIDO a 


R.l Representar no plano de Argand-Gauss as imagens dos 
o números complexos: 


=3 +21 
= —5- 8i 
=== 
=1- 4 
ds 
4-2 
m=4i 
z= -3i 
Resolução 


AOS nümeros 21, Za, 23, Zi Zs Za Z7 € Za ASSOCIAMOS OS 
pontos determinados pelos pares ordenados de números 
reais (3, 2), (—5, 8), (—4, — D), (1, —4), (3, 0), (=2, 0), 
(0, 4) e (0, —3), respectivamente. 





ERO COMPLEXO 





Assim, temos: 


Im (eixo imaginário) ^ 


N 
t 
© 


= эю о ь пу а э 
N 
E 


' EA 
i iz. 
-6-5-4-3-8-1 1 23 4 5 6 Re(eixoreal) 
23 2 

-2+ 
—34Zs, 
cx sia 
-5 24 





2. MÓDULO DE UM NÜMERO 
COMPLEXO 
Definição 


O módulo de um número complexo 
z=x+yi (x, y) CIR, é a distância do ponto (x, y) 
ao ponto (0, 0) do plano de Argand-Gauss. 


Im 





z=x+yi> p = Д = v+ y 


) 
Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS m 
R.2 Calcular o módulo de cada um dos seguintes números 





complexos: , 
a)z —3- 4i €) z, — 4i 
b)z = —5 + 12i d)z,--5 
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Resolucáo 
а) || = /3°+4° = 4/25 = 5 
Ыы = A-5 + 122 = „169 = 13 
Ola = 40 +42 = 4 
d) |а = 1/52 +0 = 5 
RI Representar no plano de Argand-Gauss o lugar geomé- 
trico das imagens dos números complexos z tais que 
E -3i| 22. 
Resolução 
O lugar geométrico é o conjunio formado pelas ima- 


gens dos números complexos z que satisfazem a equa- 
ção. Fazendo z = x + vi com (x, y] CIR, temos que: 


k-3]=2>b+yi-3]=2 


Ak-0o-3]22. FO- = 2 
Satbb(y-3)-24 





que é uma equação da circunferência de centro (0, 3) e 
raio 2. 
Im 


Re 


Propriedades do módulo de um 
número complexo 


Sendo z, гу e z números complexos quaisquer, e n um 
número inteiro, tem-se que: 








Za Ы 


|z|” = |27], para todo n se z = 0 ou 
рага n > 0sez =0 


7) uso 

0297 == 

(03) taz = 4-1 

(54) | o 2,550 
tos 





Sy 


' EXERCÍCIOS RESOLVIDOS кш 


R.4 Demonstrar a propriedade D.2, isto é, zz = |с], para 
qualquer número complexo z. 


o 


Resolução 
Sejaz = х + yi, com (x, y) CIR. 
z= (x + y) - у) = +y = 


= (d+) =p 


RS. Calcular: 
a) |(3 + 456 — 120] 


» 1421] 





3— 4i 
c) |Q + i| 
Resolucáo 
a) Por D.3, temos que 
|6 +406 —12)]=3+4]-|p-12]j= ` 
= „32+ 42 /5#+(—12)# = 5:13 = 65 








1+2i|_ |1 +23 
b) Por D.4, temos que | 34 |- Bai = 
О i 
AB? (ay 5 


c) Por D.5, temos que |(2 + i| = р += 


= (BAR) = (45) = 5% = 625 





ү, EXERCÍCIOS BÁSICOS ЗН 


B.l Represente no plano de Argand-Gauss as imagens dos 
seguintes números complexos: 


а) = —3- 4i е) = 6i 
ba=-5-i fzz-4 
с)з=4—4[ gn--2i 
d)z-72-5i h) zs = 4i 


B.2 Que figura é o lugar geométrico das imagens dos núme- 
ros complexos z tais que z = zi? 
Sugestão. Substitua o número complexo z por x + yi, em 
que x e y são números reais. 


B3 Represente no plano de Argand-Gauss o lugar geo- 
métrico das imagens dos números complexos z tais que 
@=9. 


B.4 (Cesgranrio) O lugar geométrico das imagens dos com- 
plexos z tais que z? é real é: 
a) um par de retas paralelas. 
b) um par de retas concorrentes. 


c) uma reta. 
d) uma circunferência. 
e) uma parábola, 

B.5 Calcule o módulo de cada um dos seguintes números 
complexos: 
a3)2 =6- 8i f)z--3 
b)z-1-2i ga=1-=i 
9a-43 +i hasi 
dz--3447i D g=1 
e)z = 6i Di zio =i 


B.6 (U.F. Viçosa-MG) O lugar geométrico das imagens dos 
números complexos z tais que |z — 1 + 2i| = 5 é: 
a) uma reta que passa pela origem (0, 0). 
b) uma reta que não passa pela origem (0, 0). 
c) um ponto. 
d) uma parábola. 
€) uma circunferência. 


B. Calcule: 


a) |8 — 201+ 2] e) |(5 + 1207] 











5» | d | 8 (+) 
a оу 
à) IVZ + 4 





3. ARGUMENTO DE UM NÜMERO 
COMPLEXO 


Dado um námero com- Im 
plexo não-nulo z = a + bi, 
(a, b) CIR, consideremos 
no plano de Argand-Gauss 
os pontos O(0, 0), P(a, b) 
e o ángulo cujos lados são 
o semi-eixo positivo Ox e o 
a semi-reta OP. 


P (a, b) 


Re 


Medindo o ángulo PÓx, no sentido anti-horário, a par- 
tir do semi-eixo positivo Ox, obtém-se a medida Ф, com 
0 € ф < 21 ou 0? < ф < 360°, que denominamos argu- 
mento do námero complexo z. 


E 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.6 Determinar o argumento de cada um dos seguintes nú- 
meros complexos: 





a) z = 31 с)з=5 
Б) 2 = —31 d)z--5 
Resolução 

8) z, 7 3i 





Logo, q; = 90º ou q, = 5 


bz == 





Logo, q; = 270º ou q, = + rad. 


с)з=5 
Im 


Como a semi-reta OP coincide com o semi-eixo posi- 
tivo Ox e como 0° < q < 360º, devemos ter q; = 0º. 
0° ou q; = O rad. 


Logo, q; = 
d)z=—5 





Logo, q, = 180º ou Фф; = T rad. 


Cálculo do argumento de um número 
complexo 


Vimos que, se a imagem do número complexo perten- 
ce a um dos eixos coordenados, então é muito simples o 
cálculo do argumento. Vejamos como se determina o ar- 
gumento quando a imagem do número complexo não per- 
tence a nenhum dos eixos coordenados. 


Primeiro caso 
Sejaz= a + Ьі, сота > дер > 0. Aimagem P(a, b) 
de z é um ponto do primeiro quadrante. 


Im. 





A distáncia OP — p é o módulo do complexo, isto é: 


p= la? + b? (D 
cos q = а) 
No triángulo OMP, temos p 
=» 
seno = т ш) 


As igualdades (1), (II) e (III) determinam о argumen- 
to de z. 


Para os demais casos, а < 0e b >0;a<0eb < 0; 
е а> Оер « 0, chega-se ao mesmo resultado. Verifique! 
Nota 


Essas igualdades também podem ser usadas quando a 
imagem do número complexo não nulo pertence a um dos 
eixos. 
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1 
D 4 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO # 


R.7 Determinar o módulo e o argumento de cada um dos se- 
guintes números complexos: 


а) = /3 +i 





b)z272-2i 
Resolução 


с Bei ete з. 


\ 


Parte imaginária: b. = 1 
Temos: 


р = JEFE р = (4/3) +12 = 2 
cos p = а 43 


соз Ф 


1 


seno = оф с» 


ә |= о | 


Eixo dos senos 





— 
Eixo dos 
CO-senos 


Logo, p = 2 e q = 30°. 


Parte real: a = 2 


5)2=2- 21 ДОНА 
Parte imaginária: b = —2 


Temos: 





p= а +02 әр = 2+0=2) =2/2 


A 2 
a eU = 
cos ф = — ича => ue ES AS 
ЕЕЕ E A 2 
b ES 
sen ọ = — seno = — A 
р ET 2 
Eixo dos senos 


45? (arco auxiliar) 





—— 
Eixo dos 
co-senos 


Ф = 360° – 45° = 315° 


Logo, р = 242 еф = 315º. 





J EXERCÍCIOS BÁSICOS sec 


B.8 Determine o argumento de cada um dos seguintes núme- 
ros complexos: 
a)z-8 
bz-—-i 


оа = 7 
d)z, = 5i 


B.9 Sabendo que o argumento de um número complexo z é 
$ determine o argumento de cada um dos seguintes 


nümeros: 

az b) =z E) or 

B.10 Dado que o argumento de um número complexo z é 
220º, determine o argumento de cada um dos seguintes 
números: 
az b) =z e)-z 

B.11 Determine o módulo e o argumento de cada um dos se- 
guintes números complexos: 


а)ш = —1+/3ї 
b)a-1-i 
c) z = -3 —3i 


d)z4 = 24/3 -2i 
e)z = -42 + Ji 


MS 
du=7+5 





4. FORMA TRIGONOMÉTRICA DE UM 
NÚMERO COMPLEXO 


Para todo número complexo não-nulo z = a + bi, 
(a, b) CIR, de módulo p e argumento q, temos que: 


cos q = een 


p sen p 


= 
І 


Assim, podemos escrever o número z = а + bi sob а for- 
maz = p cos ф + (p sen ọ)i ou, ainda: 


z=p(cosp+isenç) 


que é chamada de forma trigonométrica ou forma po- 
lar do número complexo z. 


15 z 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO #8 


R.8 Dara forma trigonométrica de cada um dos seguintes nú- 
meros complexos: 





ady=3+i c)z--3i 
Da=-1+i 
Resolução 


e Parte real: a = 3 
Parte imaginária: b = 1 


Temos: 
p = JEFE >p = (3/42 = 2 
cos q = £ aoro 

p 2 

= 
snp = LL seno — E 
p LE" 

Eixo dos senos A 











Logo, a forma trigonométrica de z, é: 
т = 2(cos 30º + i sen 30º) 


ou 


a {сов = + i sen +) 


Partereal:a = —1 


b)z--l-i > Жр 
Parte imaginária: b = 1 


р = /2+b >p = /(—1#+1° = 42 


cos q = Er 

“К 2 > 
‚5. 
Р 


sen ọ = 

йе muris esum. 

> 2 : 
nah ch. eame 
2n 2 





— 
Eixo dos 
co-senos 





Logo, a forma trigonométrica de z, é: 


Za = 4/2 (cos135? + i sen 135º) 


ou 


Зл А Зл 
a 42 (cos 2E + i sen =) 


J EXERCÍCIOS BÁSICOS M 


BIZ Dê a forma trigonométrica de cada um dos seguintes nú- 


с) = —3i 
Сото z; é um imaginário puro, temos que sua ima- 
gem pertence ao eixo imaginário e, nesse caso, pode- 
mos obter facilmente o módulo e o argumento de z, 
graficamente, sendo desnecessárias as “fórmulas”. 


Im 


9-270? X 


\ Je Re 





-3іфР 


O módulo de г; = —3i é a distância do ponto P à ori- 
gem O do sistema, isto é, p — 3. 
Logo, a forma trigonométrica de z4 é: 


Za = 3(cos 270° + i sen 270º) ou 


ъ= cos 200 + isen =) 


2 2 
Nota 
Pode-se representar um número complexo não-nulo z 
também sob a seguinte forma: 


z= p(cos q + i sen q), com q € [0, 2n[ 
eq É [0°, 360°[ 


Por exemplo, z = 8(cos 390º + i sen 390º). 

Essa forma de apresentação é denominada forma trigo- 

nométrica secundária. e a medida q é um argumento 

secundário de z. 

Para que não haja confusão de linguagem, convenciona- 

mos que: 

* ao usar a expressão “argumento de um número com- 
plexo”, estamos nos referindo à medida q no intervalo 
[0°, 360º[ ou no intervalo [0, 2x [; 

* ao usar a expressão “forma trigonométrica de um nú- 
mero complexo”, estamos nos referindo à forma 
= p(cos p + i sen q), com 0° <q < 360° ou 
0x «2n. 





meros complexos: 


aa--43 -i e)5--3443i 
b)az-1-i f) z = — 4 

с) 2 = 3i 7-2 

da —2 h) а= 5 + Si 


B13 Obtenha a forma algébrica de cada um dos seguintes nú- 


meros complexos: 
а) zı = 2(cos 60º + i sen 60º) 


b)z- 1(cos Bn. + isen +) 


2 2 
C) = = 8(соз 30º + i sen 30º) 

7 3 7 
d)z,— 10(cos = + isen E) 


e) z; = 5(cos O + i sen 0) 
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`В.14 (Cesgranrio) Um complexo z possui módulo igual a 2 e 


argumento 3 Sendoz o conjugado de z, a forma algé- 
brica do complexoz é: 

a) 1 — U/3 с B3 +i е) 2(/3 - i) 
BS —i di-c-43i 


B.15 (U.E. Londrina-PR) Seja z um número complexo de mó- 
dulo 2 e argumento 120*. O conjugado de z é: 


a) 2— 2/3 c)-1-i/3 e) 1+ 1/3 
b) 2+ 21/3 d) —1 +i/3 


'B.16 Determine o menor valor inteiro positivo de n, de modo 


que o número z = s(cos Ne + sen Am) seja real. 


'B.17 Encontre o menor valor inteiro positivo de n, de modo 


x nn Р пт A 
que o número z = a(cos SE + i sen =) seja ima- 


ginário puro. 





5. MULTIPLICAÇÃO DE NÚMEROS 
COMPLEXOS NA FORMA 
TRIGONOMÉTRICA 


Teorema 


Sez- p(cos q + і sen ф)е 
w = В(соѕ а + i sen о) são as formas trigonométri- 
cas dos complexos z e w, então: 


zw = рВ[соѕ(ф + a) + i ѕеп(ф + a)] 


Demonstracáo 


zw = p(cos q + i sen q) * B(cos a + ¿sen a) = 

= pf(cos ф + i sen p)(cos a + i sen a) = 

= pf(cos p cos a + i sena cos ф + i sen cos a + 
+ i? sen ọ sen а) = pB[cos p cos a — sen ф sena + 
+ (sen p cos а + sena cos q) i] = 

= рВ[соѕ (p + а) + i sen (Ф + a)] 


(c.q.d.) 


М 
IB 7 
J EXERCÍCIO RESOLVIDO =S 
R.9 São dados os números complexos: 


= 3(cos 15º + i sen 15º) 
ez, = 4(cos 45º + i sen 45º) 





zu 


Calcular 212). 
Resolução 


ZiZa = 3(cos 15° + i sen 15º) + 4(cos 45º + i sen 45°) = 
= 12 [cos (15° + 45º) + i sen (15° + 459] = 


= 12 (cos 60º + i sen 60°) = d+ + CA = 
= 6+ 6/3 i 


6. DIVISAO DE NÜMEROS COMPLEXOS 
NA FORMA TRIGONOMÉTRICA 


Teorema 


Sez = p(cos ф + iseng)e 
w = B(cos a. + i sen о) são as formas trigonométricas 





dos complexos z e w, então: 
= = goes = а) + і ѕеп(ф — a)] 

Demonstracáo 

S ази 

w ww 

= p(cos p + sen ф) Blcosa—isena) _ 

p? 
— p(cos p + i sen ф) * B[cos(—a) + i sen (—a)] 


В? i 
= de [cos (p — a) + i sen (ọ — а)] = 


= T [cos (Ф — a) + i sen (p — o)] 


(c.q.d.) 


iE 
Jj EXERCÍCIO RESOLVIDO 
R.10 São dados os complexos z, = 12(cos 40º + i sen 40º) e 





z = 2(cos 10° + i sen 10º). Calcular CA, 


Za 
Resolução 
а 2 22 s (40º — 10º) + i sen (40º — 10º)] 
© 2 
T E = 6(cos 30º + i sen 30°) 
2 
y E +2) эү EL egy «di 
22 2 2 Za 


8 
Ĵĵ EXERCÍCIOS BÁSICOS MIES 


B.18 São dados os números complexos: 


1 = cos E +isen 4) 


6 6 
= 21 у 21 
а= сов ZE + ¡sen 3 Je 
x ; x 
z = 4 3 + ¡sen +) 
Calcule: 
а) 2122 e) z dí 8) 192 
b)zz d) 223 f EI 


`В.19 São dados os números complexos: 
zı = 15(cos 70º + i sen 70º), 
Za = 3(соѕ 10º + i sen 10º) 
ez; = cos 40º + i sen 40º 


Obtenha a forma algébrica dos seguintes números com- 


plexos: 
a b) EL a E 
22 


2 
с) E 
Za 23 


з 


B20 Represente no plano de Argand-Gauss o número + em 


quë z= EC 50º + i sen 50º). 





7. POTENCIAÇÃO EM C 


Dado o número complexo z = p(cos ф + i sen q), 
temos que: 


2 =7'7= 
=p(cos q + i sen q) * p(cos e + i sen q) = 
= p*(cos 29 + i sen 29) 


2 =2-2= 
= pº(cos 2 + i sen 29) * p(cos q + isen q) = 
= pí(cos 3p + i sen 39) 


dE rc 

= pí(cos 3 + i sen 39) * p(cos e + ¡sen q) = 
= p*(cos 4p + i sen 4o) 

etc. 


Observe que cada resultado apresenta o módulo p ele- 
vado ao expoente de z e o argumento q multiplicado por 
esse expoente, Essas constatações podem ser generaliza- 
das através do teorema a seguir, demonstrado pelo mate- 
mático francês Abraham de Moivre (1667-1754). 


Teorema 


Sez = p(cos q + ¡sen q) é a forma trigonométri- 
ca do número complexo z e n é um inteiro, então: 


z" = p'(cos пф + і sen ng) 


q 
D 
Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS [mu 


R.11 Sendo т = 2 (cos 30º + i sen 30º), calcular z". 


Resolução 
Temos: 


210 = 2' [cos (10 * 30º) + i sen (10 - 30º)] 
*. zl? = 1.024 (cos 300° + i sen 300º) 
, 1 4/3 ) 
qo = 1024 — — +2 
ET Loi 2 2 
7. 209—512 — 512481 


‚ 320 
R.12 Calcular (- e + Ax) E 
Resolução 
Em primeiro lugar, vamos obter a forma trigonométrica 
do número complexo: 


Parte real: a = = E 


1 „Ві 2 


Parte imaginária: b = 


43. 
2 


Temos que: 


р= үа +02 => 


dI HE 





cos ọ = A 
P > 
seno = D 
p 
= 
2 1 
E 
=» “ p= 120° 
PEN 
sng = 2-23. 


Assim, 2 = 1(соѕ 120° + i sen 120º) 

7. 220 = 120 (cos 2.400? + i sen 2.400). 

Reduzindo 2.400? à primeira volta positiva, obte- 
mos 240º. 

Logo, temos: 


2º = 1(соѕ 240° + i sen 240º) 
1 ñ 
= (=> = == 


me. 


A 
2 2 


NE IE 
.g = – 


s 7 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS — 


B.21 Sendo z = a(cos T +isen х) calcule 2“. 


4 4 
B.22 Calcule: 
а) (43 + io с) (1+ 0° 
iui Bi 100 A 42: рі 10 
ms +5) о] 


B.23 (Fuvest-SP) Dado o número complexo z = 43 +i, 


qual é o menor valor inteiro positivo n para o qual z" é 
um nümero real? 


a)2 b)4 c)6 d)8 e) 10 
Sugestáo. Represente o número z na forma trigonomé- 
trica. 


`В.24 Obtenha o menor valor de n, inteiro e positivo, de modo 
que o número (—./2 + „/2i)" seja imaginário puro. 


Sites SS 





Li 


8. RADICIAÇÃO EM C 
Definição 
Sejam z e w números complexos e n um número 
inteiro positivo, tal que: q 
ил = 2 


Nessas condições, o número w é uma raiz n-ésima 
de z. 
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UNIDADE 11 


IB à 

5 EXERCÍCIOS RESOLVIDOS m= 

R.13 Mostrar que o número w = 1 + i é uma raiz quarta de 
z—-—4. 


Resolução 
Devemos mostrar que w* = z. Temos: 


w=(1+0*=[0 +12 = 
-[P42-:1-i- fP- + 2-1? = 
=4P=-4=z 





Logo, 1 + i é uma raiz quarta de —4. 


R.lá Calcular as raízes cúbicas de 1. 
Resolução 
Seja w = p(cos q + i sen q) a forma trigonométrica de 
uma das raízes cúbicas de 1. Devemos ter: 
wi=1 
7. pí(cos 3p + i sen 3) = 1 (cos 0 + i sen 0) 
А o ЕЁ 
7 13ф = 0+: 2л, КЄ 7, 





р = 
fa M tm ez 


Como 0 < q < 2л, atribuímos a К os valores inteiros 
0,1e2: 

k=05e=Gk=15 = 21, 
An 


UR IE 


Assim, as raízes cúbicas de 1 são os números: 
мо = 1 (cos 0 + isen0) = 1; 











wi = (eos E +isen ZE) --5 E za e 
w = 1 (cos п + ¿sen 2) -2 23 
| y 
| 4 
j EXERCÍCIOS BÁSICOS Pi 


B.25 Determine os números complexos z tais que z* = 1. 
Sugestão. Faça z = p(cos q + i sen q) e 
1 = 1(cos 0 + i sen 0). 


B.26 Mostre que o número w = 1 + i é uma das raízes quintas 
dez= —4 — 4i. 


'B.27. Calcule as raízes sextas de 1. Sugestão. Exercício R.14. 





(Fesp-SP) As raízes imaginárias da esquação 84° + 1 = 0 





são: 

a+ dt E, 
d+ 93 222, 
oT i 





9. RESOLUÇÃO DE EQUAÇÕES DO 
2º GRAU EMC 


Quando estudamos as equações do 2º grau no conjunto 
universo IR, demos o conjunto vàzio (Ø) como solução 
para equações com discriminantes negativos. Porém no 
conjunto universo С tais equações possuem conjunto so- 
lução não-vazio, pois em C é possível extrair raízes qua- 
dradas de números negativos. 


J EXERCÍCIO RESOLVIDO 


R.15 Resolver em € a equação x? + 2x + 5 = 0). 
Resolução 
Temos que А = 22 4+ 1: 5 = —16. 
As raízes quadradas de — 16 são 4i e —4i. Logo, temos: 





=2 5 4i 
2 
4$-2(-1-*2i, —1 — 2i) 


х= ".x--lt2ioix--1-2i 


Y 
E BÁSICO m 


B.29 Resolva em € as equações: 
а) х?— 6x- 10-0 
bx+2x+5=0 





с)2х?+2х+5=0 
4) х2 — 8х+17=0 


Е 


os complementares C.16 e C.17 » 





| ‚ 
J EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


(U. E. Londrina-PR) Seja o número complexo 
[342 

dee A imagem de z no plano complexo é um 

ponto que pertence ao: 

a) eixo imaginário. 

b) eixo real. 

c) 2º quadrante. 





z= 


d) 3° quadrante. 
e) 4° quadrante. 





(U. E. Londrina-PR) Um número complexo z é tal que 
2iz + z+ z = 3 — 4i. Nessas condições, a imagem de z 
no plano de Gauss é um ponto que pertence ao: 

a) eixo real. d) terceiro quadrante. 

b) eixo imaginário. e) segundo quadrante. 
c) quarto quadrante. 


(FEI-SP) O módulo do número complexo (1 + i)? é: 


a) J2 c) -3 e)0 
zo 
b) 1 a+ 


mum (Mackenzie-SP) A solução da equação 
ld] + z — 18 + 6i = 0 é um complexo z de módulo: 
a)6 b)8 c) 18 d) 12 e) 10 





Represente no plano de Argand-Gauss o lugar geométri- 
co das imagens dos nümeros complexos z tais que 
== ld. 


/€.6 Obtenha o módulo e o argumento do número complexo 


z, em que: / 

а)=(1+й' Sugestão. z = [(1 + 0°}. 
_3+5i 

uit =D 


ЄЛ (UFRS) Considere z, = —3 + 2i e z3 = 4 + i. A repre- 
sentação trigonométrica de z, + z, é: 


T а T 
a) cosg +12) 


О ну 
b) (cos + isen) 


Зп > Зп 
с) cos л +1 зеп dE) 


TIE S Tr 
d) 4 (cos TE +i sen ZE) 


Tu =) 





e) | cos F + isen 4 
.€.8 (Unicamp-SP) Um triângulo equilátero, inscrito em uma 
circunferéncia de centro na origem, tem como um de 
seus vértices o ponto do plano associado ao número 
complexo Vei Ti 
a) Que números complexos estão associados aos outros 
dois vértices do mesmo triângulo? Faça a figura desse 
triângulo. 
b) Qual a medida do lado desse triângulo? 


C.9 (UNIR) Considere o número complexo z = 1 + yi, em 
que y é um número real e i a unidade imaginária. Se 
w = z — z, em que z é o conjugado de z, e a forma trigo- 
nométrica de w é 2(cos $ + ¡sen х) , então y é igual a: 

c)2 

d)3 


a)-1 
b)1 


е) 4 


Č.10 (Vunesp) Seja L о afixo do número complexo 
a= JB + i em um sistema de coordenadas cartesianas 
хОу. Determine o número complexo b, de módulo igual 
a 1, cujo afixo M pertence ao quarto quadrante e é tal que 
o ângulo LÓM é reto. 


.C.11. (Fuvest-SP) Dentre os números complexos z = a + bi, 


não-nulos, que têm argumento igual a u aquele cuja 


4 
representação geométrica está sobre a parábola y = x? é: 
alti o) =1+1 e) =/2 +21 
bl-i d) J2 +21 





(U. E. Londrina-PR) Sez — 2(cos E +isen х) „então 


4 4 
o conjugado de z? é igual a: 

a) J2 — i2 d) 2 +21 
b) —42 — i2 e) —4i 
9-42 Ei 

Sugestão: г? = z • г. 





(Unifor-CE) Sendo и = р(соѕ а + i sen о), 
у = 3(cos 60° + i sen 60?) e w = 2(cos 30° + i sen 30º) 


u " 
tal que E — w, conclui-se que: 


а)и= 6 
b)u-6-i 


ce)u-6-i 
d) u = 6i 


e)u--6 


-C.14 (Fuvest-SP) Mostre que o número complexo 
z = cos 48° + ¡sen 48º é raiz da equação 21" + 2° + 1 = 0. 


.C.15 (U.F. Santa Maria-RS) A soma das raízes cúbicas do nú- 
mero complexo z — 8i é: 


a) —4i с) 0 e) 4i 
b) -24/3 i d) 24/5 i 
.C.16 (PUC-MG) Uma solução da equação 2:2 — 3z + 2 = 0 

é igual a: 

[eS TN: 
dq 4! Qt gel 

Ds EA MANR 
PrE т 
es 


2 2 
.C.17 (PUC-MG) Em C, o conjunto solução da equação 


px 2 9 
1 5 3| = 0é dado por: 
TI X 
6 35 19 B 
" E шы “| 
6 1. 6 1 
TERETE ij 
3 O 8 6. 
o(h+£i 2 E 
3 LEO, = e 
{+++ L) 
6 6 
off +в, 5 si) 
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1. CONCEITUAÇÃO 


Polinômio na variável x é toda expressão P(x) da 
forma: 


A оа OUS 


emque fin är- 1, An —2 > Ap 4) C Ce 
опет... ОЕМ. 


* Рага indicar que Р(х) representa а expressáo 
ах", 109-1 qa, 7 UA. Fay T ас escreve- 
SS PO — aux cb, A did, A sc 
+ арх + ay (о símbolo = deve ser lido: “é idéntico a"). 

* Cada uma das parcelas 


s -2 
aiin x А A 


é um termo ou monómio do polinômio, sendo a, o ter- 

mo independente da variável x. 

* Os nümeros a,, а, — 1, Ay — 2 «»-, Ay, Ag SÃO OS coeficientes 
do polinômio. Se todos esses coeficientes forem iguais 
a zero, o polinômio é chamado de identicamente nulo. 
Indica-se que um polinômio P(x) é identicamente nulo 
рог Р(х) = 0. 


* O grau de um polinômio não identicamente nulo é o 
maior expoente da variável dentre os termos de coefi- 
cientes não-nulos. Indica-se o grau de um polinômio 
P(x) por ӘР (lê-se: del P). 


* Atribuindo-se um valor complexo а à variável x, о 
“resultado da expressão obtida é chamado de valor nu- 
mérico do polinômio para x = o. Indica-se esse valor 
numérico por Р(о). 
Exemplos 
а) A expressão 5х* — Зх? + 2x? — 4x + 7 é um poli- 
nômio de grau 5 em que: 
e 5, —3, 2, —4 e 7 são seus coeficientes; 
* xésua variável; 
• 5x^, —3x3, 2х2, —4x e 7 são seus termos ou seus 
monómios; 


* 7 é seu termo independente. 
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b) A expressão 2itº + 1? + 31 + 6, que pode ser escrita 
sob a forma 2/5 + Or* + t° + 01? + 3t + 6, é um polinó- 
mio de grau 5 em que: 

* 2i, 0, 1, 0, 3e 6 sào seus coeficientes; 

* t é sua variável; 

e 20°, Ot*, 1º, 01°, 3t e 6 são seus termos ou seus 
monômios; 

e 6 ё о seu termo independente. 

с) О nümero 7 ё um polinómio de grau zero, pois pode 
ser representado por 7x?. Todo nümero é chamado de 


polinómio constante. 1 


d) As expressões 5x-? + 2x7! + Ax - 2e3x* + 5x? 
não são polinômios, pois em cada uma delas há pelo menos 
um expoente da variável que não é um número natural. 


y 
b 2 
j EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R. Рага que valor complexo de a o polinômio 
(a? — 1)x? + (a — 1)x + 0 é identicamente nulo? 


Resolução 
Indicando esse polinômio por P(x), temos que: 


Bess 
Pa -oe[* ic) 
a-1=0 
¿LAR rud 
а= 1 
Logo, a = 1. 


R.2 Para que valores complexos de т o polinômio 
Р(х) = (т? — 1)xº + 2x? — 5 possui grau 3? 


Resolucáo 


9P-3em-1s20 
J0P-3e6m*lems*-l 


Assim, o polinômio P(x) possui grau 3 para todo número 
complexo m, m * 1 em + — 1. 


Е.З Indicando por Р(х) o polinômio 2x? + x? — Зх, calcular 
P(5). 
Resolução 
O símbolo P(5) indica o valor numérico do polinômio 
para x = 5. Assim, temos: 
P(5y—2- SHA 3 45 
Г.Р) = 2 + 125 + 25 — 15 ^. P(5) = 260 


Os polinômios e os sistemas de numeração 


O nosso sistema de numeração utiliza a base 10, isto é, 10 unidades formam 1 dezena, 10 dezenas formam 1 
centena etc. Assim, por exemplo, o número 6.472 pode ser representado sob a forma de uma decomposição 
polinomial: 

67105-5407 10257 то r210 


5e quisermos escrever o nümero 6.472 em outra base, por exemplo, a base 5, devemos obter os nümeros 
а ар, аһ, --., а, do com (n, n — 1, n — 2, ..., 1,0) C IN, tais que: 


6:400 = a Sa gene а cn Ca, = Sao! 

Para a obtenção dos números a» an- |, а, >, ..., а, еа, basta dividir 6.472 por 5, cujo quociente deve também. 
ser dividido por 5 e o novo quociente ainda deve ser dividido por 5, e assim por diante até se obter um quociente 
menor que 5, isto é: 

6.472 | 5 
resto — 2 1.294 | 5 


resto — 4 258| 5 
pesto 5 51| 5 
resto=> 1 0485 


resto= O 2 + último quociente 
Tomando-se o último quociente e os restos na ordem inversa em que foram obtidos, os valores 2, O, 1, 5, 4 e 
2 são, respectivamente, Iguais aos números a,, à, - 1, а, _ >, ..., а, € dy, е, portanto, podemos escrever: 
6.4?22:= 2 <55-+40.5%+ 1-55-+45=3°++4+5%+2-.50 
ou, ainda, 6.472 = 2015423. 


O que fizemos acima foi representar na base 5 o número 6.472 dado na base 10. O número 201542; deve ser 
lido como: dois, zero, um, três, quatro, dois, na base 5. 





2. IDENTIDADE DE POLINÔMIOS 
^ EXERCÍCIOS BÁSICOS * 








Definição 
B.1 al das expressões seguintes é polinômio na variável x? 
eru B Os polinômios a,x" + a, ух" + a, 5x"? + 
NE é кее а ер AD RD É, de e Е 
Б) В(х) = Mx + 202—1 + bo, na variável x, são idênticos se, e somente se: 
99) mx 1 a—b,VjjelNe0sjsn 
d) рд) = x? Indicamos que dois polinômios P(x) e Q(x) são idénti- 
3x 1 cos por P(x) = Q(x); caso não sejam idênticos, indicamos 
e) Ex) = 62 + E + 3 por Р(х) $ Q(x). 
B.2 Determine o grau de cada um dos polinómios: Y 
a) A(x) = 5х3 + 82 +x- 1 4 
а ае ' EXERCÍCIO RESOLVIDO # 
c) Са) =4 R.4 Рага que valores complexos de m e n os polinômios 
d) р(х) 20 


(т2 —– Dxi+2x+5e 


B.3 Рага que valores complexos de k o polinômio 8 + (m — 3y? + (т — п)х+ 5 
= (026 — 4 = i 2 
Е ив дуз OS EA na variável x são idênticos? 
B.4 Obtenha os valores de m, m € С, para que o polinômio Resolução { { 
Р(х) = (m? — 4)x5 + 335 + 222 — 4 tenha grau 5. Indicando esses polinômios por Р(х) e Q(x), respectiva- 
mente, temos: 


B.5 Para que valor de k o polinômio т?—1 38 
Р(х) = (2 — 1) + (К + 1)x + 2k + 2 é identicamente Р(х) = Ох) 64 т-3 = 0 
nulo? CT ME 
B.6  Indicando o polinômio x5 + x° + 222 — x + 1 por Р(х). m=360m=-3 
calcule: z --PO)=00)=>3m= 3 
а) PQ) b) P(-1) с) Р(0) d) P(i) "cu 





Temos, então, т = 3en = 1. 
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M 
| 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS mss 


"Dados os polinômios Р(х) = 3x* + 2x6 — xe 
Q(x) = (m + n)x* + 2 + (m — 2n)? — x, determine as 
constantes m e n, sabendo que P(x) = Q(x). 





B.8. Para que valores de a, b e c os polinômios 
Р(х) = (а + bc)? —2xx-t5xtle 
Q(x) = (a + by? + (b + с)х + 1 são idênticos? 





3. ОРЕРАСОЕ$ COM POLINÓMIOS 


Vamos fazer agora uma revisão através de alguns 
exercícios resolvidos. 


1 
m A 
ү, EXERCÍCIOS RESOLVIDOS M 


RS Sendo P(x)=3x'+2x+x—le 
Q(x) = 5x* + 3x + 7, calcular: 
а) Р(х) + О(х) 
b) Р(х) — Qx) 
Resolução 
a) O polinômio soma é obtido adicionando-se os monô- 
mios semelhantes nas parcelas, isto é: 


Р(х) + Q(x) = 3x! + 5x* + 2xº + x + 
+3x— 1 +7= 8t + 2x? 4x t6 





b) O polinômio diferença é obtido subtraindo-se dos mo- 
nômios de P(x) os respectivos monômios semelhantes 
de Q(x), isto é: 


Р(х) – Q(x) = 3x* — 5x* + 29 + 
uox ay =] == Dt Des 


Sendo Р(х) = 53? — 3x + 2 e Q(x) = 4x — 6, calcular: 
a) 3P(x) 
b) Р(х), QG) 
Resolução 
Aplicando a propriedade distribuitva, temos: 
a) 3P(x) = 3(5х? — 3x + 2) = 15 — 9x +6 
b) Р(х) © Q(x) = (5x2 — 3x + 2)(4x — 6) = 
= 20xº — 30xº — 12x! + 18x + 8х — 12 = 
= 20 — 42x? + 26x — 12 


R.7 Através do método da chave, obter o quociente Q(x) e o 
resto R(x) da divisáo de: 
E(x) = 236 + 4х* + 48 + 9x? + Зх + 1 рогр(х) 23 +2 
Resolucáo 
1º) Dividimos o monómio de mais alto grau de E(x) pelo 
monômio de mais alto grau de D(x): 

225 + Ах*+ 4 +902 + 3x+1]2+2 

2 

2?) Subtraímos do dividendo o polinómio 
2002 + 2у= 2x5 4 


255 + Ax* + 46 + 9х2 + 3х +1 
2х5 +4 


Aa 
2x 





Primeiro 


SD 40 - 09 + 9? + Зх +1 
resto parcial 
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' EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.9 


B.10 


B.11 


3*) Dividimos o monómio de mais alto grau do primeiro 
resto parcial pelo monómio de mais alto grau de D(x): 


22140 +40 4-9x? + 3x 1 
2x +4x 


xr 
2x3 + 4x? 





t+ О 92 + 3x + 1 


4º) Subtraímos do primeiro resto parcial o polinômio 
402002 + 2)= 4х* + 8х2: 








2х5 + 4х* + 4x? - 9x*-E Зх x42 
2x5 + 43 2х% + 4x? 
= 4х* + 0х3 + 9х2 + 3х +1 
4x* + 8x2 
a HERI 
Segundo тг 
resto parcial 


5º) Dividimos o monómio de mais alto grau do segundo 
resto parcial pelo monómio de mais alto grau de D(x): 


235 + d + Ax? + 9x2 Bm + x9 
2x5 +42 29 + 4х?° + 1 
4х* + 8x? i 





123571 


6º) Subtraímos do segundo resto parcial o polinômio 
1(4+2=xX +2: 


235 + 4x1 + 43593? + 3х + 1 ?+2 
2x5 + 42? 2х? + 4x +1 
4x* + 0x3 +91? +3x+1 
4x* + 8x2 


SÍ AE cp 

х +2 
Ci ai «s—Restofinal 

Temos, então, Q(x) = 2x? + 4x? + 1 е R(x) = 3x — 1. 





Dados os polinômios A(x) = 6x? + 2x? — 3x, 

B(x) = 4x? + 5х — 1 e C(x) = 9x — 2, calcule: 

a) AQ) + Во) e) [CF 

b) А(х) — B(x) f) 24(x) — 3B(x) 

с) 4A(x) g)AQ) * C(x) + BG) 
d) B(x) * Cœ) 


Considere os polinômios A(x) = 2x? + ax + b, 
В(х) = 4х+ 2,С(ху=х+Ье 

D(x) = 88 + (17 + Ь)х? + 3x — a. Determine as cons- 
tantes а e b sabendo que A(x) * B(x) + Cœ) = Р(х). 


Se dois polinômios P(x) e Q(x) têm o mesmo grau n e 
P(x) + Q(x) é não-nulo, então: 

a) o polinômio P(x) + Q(x) tem grau n. 

b) o polinômio P(x) + Q(x) tem grau menor que n. 

c) o polinômio P(x) + Q(x) tem grau menor ou igual a n. 
d) o polinómio P(x) — Q(x) é identicamente nulo. 

€) o polinómio P(x) — Q(x) tem grau 1. 


В.12 Dois polinômios Р(х) e Q(x) são tais quedP=3e 
00 = 8. Qual é o grau do polinômio Р(х) - О(х)? 
Lembrete. O símbolo 9P deve ser lido “del P" e repre- 
senta o grau do polinómio P. 


B.13 Através do método da chave, obtenha o quociente Q(x) e 
o resto R(x) da divisão de E(x) por D(x) nos seguintes 
casos: 

а) E(x) = 33$ — 13xº + 8x! + 1317 — 8x? + 23x — 12; 
Р(х) = х? = 5x + 6 
b) E(x) = 28 + 6x* + x? 4x +2; 
Р(х) =x + 31? — 4x +2 
с) E(x) =x*— 1; Р(х) = х — 1 
d) E(x) = 8х5 + 26x* + 17x? + 10x? + 10x — 3; 
Р(х) = 2х* — 3х3 = х? +1 
е) E(x) = 9х6 — 4x — x? + 6x + 12; 
Р(х) = 3х? + 2x1? + 3х + 2 
f Е(х) = 25 + 1; р(х) =х +1 





Exercícios complementares de С.З a С.Б 


Propriedade fundamental da divisão 
de polinômios 


Sejam os polinômios P(x), D(x), Q(x) e R(x), com 
ӘР > QD e ƏR < дО (ou R = 0). Os polinômios Q(x) 
e R(x) são, respectivamente, o quociente e o resto da 
divisão de P(x) por D(x) se, e somente se, 

Р(х) = О(х) * Р(х) + Rx). 


Р(х) [р(х) F К 
ко) QG) е Р(х) = О(х) * Р(х) + R(x) 
| МЧ 
ү, EXERCÍCIOS RESOLVIDOS NI 


R.8 Dividindo um polinômio Р(х) por 2x* — 1, obtém-se o 
| quociente 4x + 2 e o resto x? + 3. Determinar Р(х). 
Resolução 
Multiplicando-se o quociente pelo divisor e adicionan- 
do-se ao resultado o resto da divisão, obtém-se o divi- 
dendo. Assim, temos: 


Р(х) [2-1 

RES AE, 

=) P())-(4x-42)03-—1) +2 +3 
Pl) = 8xt — 4x +43 2 +02 +3 = 
= 844 + 49 +22 — 45 + 1 


R.9 Dividindo o polinômio Р(х) = бл? + 4х2 + 2x — 1 pelo 
polinômio D(x), obtém-se o quociente Q(x) = 3х + 2e 
o resto R(x) = 11x + 5. Determinar Р(х). 
Resolução 
O grau do polinômio quociente, 1, é a diferença entre os 
graus dos polinômios dividendo, 3, e divisor, 9D. Assim, 
temos 3 — др = 1; logo; др = 2. Sabendo que o grau 
de Р(х) é 2, podemos escrever D(x) = ax? + bx + c. 


Multiplicando o quociente pelo divisor e adicionando ao 
resultado o resto da divisão. obtém-se o polinômio divi- 
dendo, isto é: 


P(x)| D(x) 

R(x) Q(x) 

„©? AUD pem 

= (3x + Da? + bx + c) + 11х+5 

S e + 20-1 = 

= Заҳ? + Зра? + 3cx + 2a + 2bx +20 + Mx +5 
2260 T 4S2 20-1 = 

= Зах + (3b + 2a)x? + (3c + 2b + 11)x + 2c +5 


= Р(х) = О(х) * Р(х) + Ra) - 


За = 6 
+2а = 
е аР ЕЗЕТ ЕЕЕ 
3c*2b411 = 2 
2045 = =1 
Finalmente, temos D(x) = 22° + Ox — 3, ou seja, 
р(х) = 22 — 3. 
\ 
Ј - 
EXERCÍCIOS BÁSICOS 


В.14 (UFF-RJ) Ao se dividir o polinômio Р(х) por 
D(x) = x — 2 obteve-se quociente 
Q(x) = х? + 2x? + x + 1 e resto 8. Determine Р(х). 
Nota. Em exames vestibulares, alguns examinadores, 
com o objetivo de simplificar a notação, indicam que 
dois polinômios P(x) e Q(x) são idênticos simplesmente 
por P(x) = Q(x), em vez de P(x) = Q(x). 


B.15 (UEB) Em uma divisão, o dividendo é um polinômio do 
8º grau e o divisor é um polinômio do 5º grau. Pode-se 
afirmar que: 

a) o quociente é um polinômio do 4º grau. 
b) o quociente é um polinômio do 2º grau. 
c) o resto pode ser um polinômio do 5º grau. 
d) o maior grau possível para o resto é 4. 

e) a divisão não pode ser exata. 


B.16 (UEPA) Dividindo o polinômio 
Р(х) = х? — 4x? + 7x — 3 pelo polinômio Р(х), obtemos 
o quociente x — 1 e o resto 2x — 1. O valor de D(2) é: 
a) —4 с) 0 е) 2 
by-2 d)1 


Ж: ati ME 
idu = ч 





tares C.6 





4. RAIZ OU ZERO DE UM POLINÓMIO 
Definição 
Uma constante complexa k é raiz ou zero de um 
polinômio P(x) se, e somente se: 
P(k) = 0 


Exemplo 
O número 2 é raiz do polinômio: 


Р(х) = 2 — 52 + 3х +6 
pois Р(2) =2?—5-22+3-2+6=0. 
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5 EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.10 Determinar as raízes do polinômio Р(х) = 2x? — x — 1. 





Resolução 
Basta resolvermos a equação P(x) = 0, ou seja: 
2x = = 1-0 

Temos: 
А = (2194 2-(=1)=9 
Sc MA — ES 
x 2-2 => х 4 
vix ОЙ > 

Assim, as raízes de P(x) são 1 e zx. 


2 


R.11 Provar que, se a soma dos coeficientes de um polinômio 
P(x) é igual a zero, então o número 1 é raiz do polinômio. 
Resolução 
Seja Р(х) =a,x"+a 1х" + a, 20774... + agtal 
quem t а, + а„-›+.. + а= 0. 

Calculando P(1), temos: 
Р(1) =а, "+a, 11+ 
"psa" 157? - а; 
+ P(D)=4, +4, 1 0-9. а 
Por hipótese, temos que a soma dos coeficientes de P(x) 
é zero. Logo, P(1) = 0, isto é, 1 é raiz de Р(х). 
(c.q.d.) 


R.12 Provar que, se o termo independente de um polinómio 
P(x) é igual a zero, entáo zero é raiz de P(x). 
Resolugáo 
Seja Р(х) = арта, x Ira 5x" n + ax + 0. 
Temos que: 
Р(0) а Оа Оа 2 ES 
+а 0+0 .'. Р(0) = 0 


Ou seja, zero é raiz de Р(х). (c.q.d.) 


y) , 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS MIN 


B.17 Determine as raízes de cada um dos seguintes polinómios: 
а) Р(х) = 3х2 – 2х = 1 
Ъ) Р(х) = х2 +1 
с) Р(х) = (х2 — 9x? + 1) 
d) Р(х) = х3 — 52 + 6x 
е) Р(х) = + 2х +2 
f) Р(х) = (12 — 7х + 1278 
B.18 Se a soma dos coeficientes de um polinómio é igual а 
zero, entáo podemos afirmar que: 
a) o polinômio é identicamente nulo. 
b) o polinómio tem grau par. 
с) o polinômio tem grau ímpar. 
d) uma das raízes do polinómio é 1. 
e) o termo independente do polinômio é zero. 


5. FRAÇÃO POLINOMIAL 


Lefinição 


Chama-se fração polinomial toda expressão do 
P(x) 
Q(x) 


complexos de variável complexa, com Q(x) = 0. 


tipo 





+ em que Р(х) e Q(x) são polinômios 





Exemplos 


EE a E 
x 


-—— 
a cy 


a) 


b) 


Fracóes polinomiais idénticas 




















Definição 
Duas frações polinomiais p 59. são 
idênticas se, e somente se: 
Pl) . 500 
QU) TE Yk,k EC, 
com Q(k) * 0e T(k) 40 
Indicamos que as gn БС e TS são idên- 
y Р(х) _ SQ) 
ticas por QG) ^ TO) e, caso contrário, por 
P(x) S(x) 
Q(x) T(x) ` 
Exemplos 
GTD T E aal 
ae qum SEER ,comx + 3 


ахі . Зх+5. 
Yi” bed 


^.a-3eb-5 





Sar+b=3x+5 


E 
ү EXERCÍCIO RESOLVIDO (stmt 


R.13 Determinar as constantes a e b de modo que: 














ae Чї b__3x+1 
х1 ZWI *—1 
Resolução 
а(х+1) + b(x— 1) Sat 1 
G- Dx +1) x51 
atat bsb . 5х+ 1 
3—1 Pul 
. (atb)xda-b = 5xt1 
5 г seam 
Н pa D 
“da-b=1 (Mm 


Somando membro a membro (I) e (II), obtemos: 
2a=6..a=3 


Substituindo a = 3 em (1), obtemos3 +b = 5 .'. b —2. 





о 
i ү А 
Jj EXERCÍCIOS BÁSICOS : 


A Ta 
B.19 Determine as constantes a e b na identidade: 


a b ШИ ME 
x—3 х +3 poen) 








B.20 Obtenha as constantes a, b e c na identidade: 


— Ben = 
PX 


a b c 
31 x х+1 











“Exercício complementar С.8 — 





+ 
| z 
ү, EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


C.1 (Mackenzie-SP) Seja o polinômio Р(х) = 2x* — х? + 1. 


O valor de P(i*) é: 
aji+3 exc e) 2i 
b)i- 3 d)i 


C.2 (Vunesp) Para que valores reais de a, b e c as funções 
polinomiais f e g, definidas por f(x) = X? + xX + xe 
g(x) =x + (a + b)? + (b + сух + a — b — с, são 
idénticas? 


C.3 (Fuvest-SP) Um polinômio Р(х) = л? + ax? + bx + c sa- 
tisfaz as seguintes condições: P(1) = 0; P(—x) + P(x) — 0, 
qualquer que seja x real. Qual o valor de P(2)? 


a)2 b)3 c)4 d) 5 e)6 


TA (U. E. Londrina-PR) Sendo f, g e h polinômios de graus 
4, 6 e 3, respectivamente, o grau de ( f + g) * h será: 
а) 9 b) 10 с)12 | d)18 e) 30 


€.5 (FEI-SP) A soma de dois polinômios Р(х) + О(х) é um 
polinômio de grau 6, e a diferença P(x) — Q(x) é um 
polinómio de grau 4. É válido afirmar-se que: 
a) a diferença Q(x) — P(x) tem grau 6. 
b) P(x) e Q(x) têm o mesmo grau. 
с) Р(х) tem grau 5. 
d) Q(x) tem grau 4. 
€) P(x) tem grau 4. 


С.6 (U.F. Santa Maria-RS) Na divisão do polinômio 
Р(х) = 2x5 + ахі + 4x? + 9x? + 3x + 1 pelo polinômio 
Q(x) = bx? + 4х2 + 1, obtiveram-se o quociente 
H(x) = х? + 2 e o resto R(x) = 3x + c, emquea,bec 


são números reais. Então o valor de Ha +b+c)é: 
a)l b)2 с) 3 d)4 е) 5 

C7 (ITA-SP) Dividindo o polinômio Р(х) = 33 + x? + x + 1 
pelo polinômio Q(x), obtemos o quociente S(x) = 1 + x 
eo resto R(x) = x + 1. O polinômio Q(x) satisfaz: 


а) Q2) = 0 c) Q(0) + 0 e) nda. 
b) Q(3) = 0 d) Q(1) +0 


C.8 (PUC-SP) Os valores de A e B tais que 








itx 4 b oic respectivamente: 
xam x L-g Е 
а) 2е1 с)1е2 e)le3 
b)3e2 d)2e3 
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“Capítulo 65 


GENERALIDA 





"ve 


1. TEOREMA DO RESTO 


Seja a uma constante qualquer. 
O resto da divisáo de um polinómio P(x) por 
x — a é igual a P(a). 


Demonstração 


Sejam Q(x) e R(x) o quociente e o resto da divisão de 

P(x) por x — a, respectivamente, ou seja: 
Р(х) = (x= а) + О(х) + R() @) 

com ðR < 1 ou R(x) = 0 
Note, portanto, que R(x) é um polinômio constante. 
Fazendo R(x) = R, a sentença (I) pode ser escrita como 
Р(х) = (x — a) О(х) +R. 

Calculando P(a), obtemos: 


Pía) = (a — a)  Q(a) - R -. Pla) = 


Logo, o resto R da divisão é igual a P(a). 
(c.q.d.) 


n А 
ү RESOLVIDOS ШИН 


RI Calcular o resto da divisão do polinômio 
P(x)e3x*— 5x! —'3 pora — 2. 
Resolução 
O teorema do resto nos garante que o resto R da divisão 
ае Р(х) por x — 2 é igual a P(2). Assim, temos: 

R=P()=3-2%-5:2-3 ". R=25 

R.2 Calcular o resto da divisão do polinômio 
Р(х) = 225 + 6x? + 3 — Ll porx +1. 
Resolução 
Observando que x + 1 = х — (—1), temos, pelo teorema 
do resto, que o resto R da divisão do polinômio P(x) por 
x + 1é P(—1). Assim, temos: 

R-2P(-1-22:(-1P*6:(-1? +3- (-1)— 1 
“+ R=0 


Note que, como o resto é zero, P(x) é divisível porx + 1. 


R3 О resto da divisão do polinômio 
Р(х) = 3x? — (За + 1)х + a por x — 3 é igual a 8. 
Calcular o valor de a. 


Resolução 
O resto 8 da divisão de P(x) por x — 3 é igual a P(3), ou 
seja: 

8=P(3)..8=3:3-(3a+1):3+a 


Logo, 8 =27 — 9a —3 +a .. 8а = 16 “.a=2. 


DES SOBRE A DIVISÃO DE UM 
POLINÓMIO POR UM BINÓMI 


00000000000000 


O DO 1° GRAU 





R.4 Determinar o polinômio P(x) do 2º grau que dividido por 


х= 1,х – 2 е х — 3 apresenta restos iguais a 4, 7 e 14, 
respectivamente. 

Resolução 

Sendo P(x) = ax? + bx + c, pelo teorema do resto, 
temos: 


PW)=45a+tbtc=4 
PQ)=7=>4a+2b+c=7 
P(3) = 142 9a + 3b +c = 14 


asp fere 
Escalonando o sistema 4 4a + 2b + c = 
9a t 3b tc 


E A 
4a+2b+c=7+ ~ 
9a 3b c + 
qb. 

~ атои 
0a—6b—8c = —22 
atbtc-4(n) 

—10a—2b-—3c = —9 (Ш 
Оа+0Ь+с = 5 (Ш 


tor 
e q 
rs 


temos: 


Wo wow 
P = 
4 


Substituindo с = 5 em (П), temos: 
-2b—-3:52-—9-b--—3 
Substituindo b = —3 ec = 5 em (I), temos: 
a-3+5=4>a=2 


Logo, Р(х) = 2х2 — 3x + 5. 


D ] 2 
Ĵĵ EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.1 Calcule o resto da divisão de Р(х) por D(x) nos seguintes 
casos: 
a) P(x) = 
b) Р(х) = 33 + бу? — 5x 


3 — 22 +1;D() =x—2 
10; р(х) =х +1 











324— 88 +22 1; D() = x— > 


d) Р(х) = 5% — 3! + 6x — 4; р(х) x +1 
е) Р(х) = 72° + 68 + 9x — 2; р(х) =x 
B.2 (U.E. Londrina-PR) Se o resto da divisáo do polinómio 
Р(х) = х — 4 — kx — 75 por (x — 5) é 10, o valor de k é: 
а) –5 b) —4 с) 5 96 е) 8 
B.3 (Unicap-PE) Efetuando a divisão do polinômio 
Р(х) = 4x? + 2x? — mx + 5 pelo binômio Q(x) = x + 2, 
foi obtido um resto, R(x) = 1. Qual é o valor de m? 


c) P(x) = 


B.4 (Faap-SP) Dividindo-se x? + kx + 2 por (x — 1) e por 
(x + 1) são encontrados restos iguais entre si. O valor de 


ké: 

a) O 

5)-1 

су 05 

d) 1,5 

e) impossível de determinar com os dados. 


B.5 Qual é o polinômio do 2° grau que dividido por 
x—2,x —3ex — 4 apresenta restos 3, 10 e 21, respec- 
tivamente? 

B.6 Determine o polinômio do 2º grau que dividido por x, 


x— lex + l apresenta restos iguais a — 1, 0 e 4, respec- 
tivamente. 


Exercícios complementares C.1 e C.2 
2. TEOREMA DE D'ALEMBERT 


Seja a uma constante qualquer. 
Um polinômio P(x) é divisível por x — a se, e 
somente se, a é raiz de P(x). 


Demonstração 

Por definição de raiz de 
um polinômio, temos que 
a é raiz de P(x) se, e so- 
mente se, P(a) = 0. Mas, 
pelo teorema do resto, 
P(a) é o resto R da divisão 
de P(x) por x — a. Conclu- 
ímos assim que: 


a é raiz de Р(х) R=0 


`. aé raiz de Р(х) © Р(х) 
é divisível por x — a 


Jean le Rond d'Alembert 
(1717-1783), matemático francés. 
Cientista mais influente da França 
em sua época, D'Alembert foi um 
dos que abriram caminho para a 
Revolução Francesa. 


(c.q.d.) 


ч 
m x 
5 EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.5 Mostrar que Р(х) = x5 — Зх? + 3x? — 4x — 12 é divisível 
porx — 2. 
Resolução 
Basta mostrar que P(2) é igual a zero. Temos: 
PQ)=2-3:2+3-2-4-2-12 
“ РО) = 32 — 24 + 12 – 8 – 12 .. Р(2) = 0 


Logo, Р(х) é divisível por x — 2. 


R.6 Determinar a de modo que o polinómio 

Р(х) = 3x? — 7x + 2 seja divisível por x — a. 
Resolução 

Pelo teorema de О” Alembert, Р(х) é divisível por x — a 


se, e somente se, P(a) = 0. Assim, temos: 
38 —-7J%a+2=0.A=(-7)-4:3:2=25 
15495 В 1 
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RJ 


Para que valores de л, л € IN, o polinômio 

Р(х) = x" + 1 é divisível por x + 1? 

“Resolução 

Pelo teorema de D' Alembert, Р(х) é divisível por x + 1 
se, e somente se, P(—1) = 0. Assim, devemos ter: 


(D"+1=0 .(=1"=-1 


Sendo n € IN, temos que essa igualdade ocorre se, e so- 
mente se, n é ímpar. 

Logo. Р(х) = х" + 1 é divisível por x + 1 se, e somente 
se, n é um número natural ímpar. 





EXERCÍCIOS BÁSICOS 


В.7 (U. Taubaté-SP) O valor de b para o qual o polinômio 
Р(х) = 15x!5 + Бх? + 1 é divisível por x — 1 é: 
a) —16 b) 16 c) 15 d) 32 e) 64 

B.8  (Unaerp-SP) Se Р(х) = 3x* — 5x? + бх + a é divisível 
por x — 2, entáo os valores de a e de P(2), sáo, respecti- 
vamente: 
а) -16e —2 c) 16e —2 e) —16e zero 
b) -16e2 d) 16e2 

B.9 Para que valores de n, n € IN*, o polinômio 


Р(х) = х" — 1 é divisível por x — 1? 


Exercícios complementares de C.3 a C.5 


3. DISPOSITIVO DE BRIOT-RUFFINI PARA 
A DIVISÃO DE UM POLINÓMIO Р(х) 
PORx- a 


Para a obtenção do quociente e do resto da divisão de 
um polinômio P(x) por x — a, em que a é uma constante 
qualquer, podemos usar o método da chave. Porém, com 
o objetivo de facilitar essa operação, vamos apresentar 
um dispositivo prático conhecido como “dispositivo de 
Briot-Ruffini”. 

O dispositivo que apresentaremos pode ser compreen- 
dido com o auxílio da propriedade fundamental da divi- 
são. Sejam, respectivamente, O(x) e R(x) o quociente e o 
resto da divisão de E(x) = e,x* + ex + ex? +ex + e 
porx — a. 

Q(x) deve ser um polinômio do 3º grau; e R(x) deve ser 
um polinómio constante. Ou seja: 


Q(x) = quà + qx? + qux + ду е К(х) = К 


Devemos ter: 
E(x)-—(x—a):QQ)*R 
ettar + ext ex em 
= (х— aque + qax? + qx qu) + R 
«ex'rortrextextas 
= qua + qua? + qua? + qox — aqua? — аду? — афх — aqu + R 
“ext d ey) dex ex em 
= qux + (qa — ag)? + (q; — aqu)x? + (gy — аау)х — aqu + R 
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Logo, obtemos: 


43 = e, 

Ф — aq; = €, Ф = ез + aq; 
qı — dd; = 65 4 = €, + aq; 
qo — аа, = €, ду = е + aq, 
—aqy + К = e => R = еу + аф 


Os valores 43, q5, 91, Gp К podem ser calculados rapi- 
damente, executando-se os passos descritos a seguir. 


Primeiro passo 





es ag; + ез 





—Á € 
а; 4 
Segundo passo 
a | es ез e, e € 
| e aq; + e, аф +e, 
Р AA 
qa q а 


Terceiro passo 











€ 
Quarto passo 
a | es e e; e ео 
| €, ад te, а + е, ag, +е а + eg 
A A AR AA E 
4 9 а fo R 
& j 





Pode-se generalizar esse método para qualquer polinó- 
mio E(x) com grau maior ou igual a 1. 





M 
m , 
Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS uns 


R.8 Através do dispositivo prático de Briot-Ruffini, obter о 
quociente O(x) e o resto R da divisão de 
Elx) = За? — 2xº+ 3x2 + 1 porx—2. 


Resolução 

Podemos escrever 

E(x) = 3х5 — 2xº + 0x? + 3x? + Ox + 1. Assim, pelo 
dispositivo prático de Briot-Ruffini, temos: 


























і 
CO 
O; 

e Tet 
ЕХ 3j =2 0 3 0 1 

| i 

3 4 8 19 38 77 
B | 
Q0: Y 


Logo, Q(x) = 3x* + 4? + 8x? + 19x + 38e = 77. 
R.9 Obter o quociente Q(x) e o resto R da divisão de 
Р(х) = 2x6 + 3x* + x — 4рогх + 1. 


Resolução 
Podemos escrever 
Р(х) = 2x5 + 0х5 + 3x5 + 08 + 0x2 + x — 4 
ex + 1 = х — (-1). Assim, pelo dispositivo prático de 
Briot-Ruffini, temos: 
IM) 0 3 0 0 1 —4 
zm» `5 = „5 4:00 








Logo, Q(x) == 2x5 — 2x*+ 55 — 5x + 5x—4e 
R=0. 


B eeek 
EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.10 Através do dispositivo prático de Briot-Ruffini, obtenha 
o quociente Q(x) e o resto R da divisão de E(x) por D(x), 
nos seguintes casos: 

а) Бо) = 60 + 18 + x:— 2 000) =x —/2 
b) Е(х) = 2х5 +4 — 3x + 15 р(х) =x + 1 
с) Е(х) = SX + 2x?—=x + 3;р(х) =x — 3 

1 


ада) = нр) rx 





е) Eœ) = х%— 1; П(х)=х—1 


B.11 Transforme o polinômio Р(х) = х5 — 1 em um produto 
de dois polinómios, sendo um deles do 1? grau. 
Sugestáo. Observe que P(1) — 0 e, portanto, P(x) é divi- 
sível por x — 1. 


B.12 Dado o polinômio Р(х) = x? + 1, transforme-o em um 
produto de dois polinômios, sendo um deles do 6º grau. 


` Exercício complementar C.6 - 


4. DIVISÃO DE UM POLINÔMIO P(x) 
POR kx — a 
Ao dividir um polinômio P(x) pelo binômio kx — a, 
onde k e a são constantes, com k + 0, obtemos o quoci- 
ente Q(x) e o resto R, ou seja: 


Р(х) = (kx — a): Об) + R 


Podemos escrever essa sentença sob a forma: 


Р(ху= is m 


г. Р(х) = s = 


<)-om+r 
2.) к-00) +в 


Assim, observamos que o quociente e o resto da divisão 


de P(x) por x — © são, respectivamente, k * Q(x) е R. 
B k 


Logo, podemos estabelecer o seguinte: 


Para a obtenção do quociente Q(x) e do resto R da 
divisão de P(x) por kx — a, podemos: 


1º) dividir Р(х) por x — v obtendo o quociente 
Ох) = k * О(х) e o resto R; 


2º) dividir Q,(x) por k, obtendo assim 
O; 29. = 00). 


N 
Ё 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS HE 


R.10 Dividir o polinômio P(x) = 16x* — 8x? — 10x + 1 por 
2x — 3 
Resolução 
Temos que 2x — 3 = 4% == 2) 
Inicialmente, dividimos P(x) por x — E е o quociente 
obtido dividimos por 2. 
Efetuando a divisão de P(x) por x — > temos: 





Assim, o quociente Q,(x) e o resto R, da divisão de Р(х) 


por x — - são: 
Ox) = 16 + 24x? + 28x + 32e R, = 49 
Logo, o quociente Q(x) e o resto R da divisão de P(x) 
por 2x — 3 são: 
00) = 28. = 82 + 121? + 14x + 16е 
Е = В = 49 
R.11 Dividir o polinômio Р(х) = x5 — 2x* + xX — 6x — 2 por 
2, Wy. 
Resolução 


Temos que 2 — x= —(x — 2). 

Inicialmente, dividimos P(x) por x — 2, e o quociente 
obtido dividimos por — 1. 

Efetuando a divisão de P(x) por x — 2, temos: 


2 La ad O .=& 2 
1 0 1 ж EI 





Assim, o quociente Q,(x) e o resto R, da divisão de Р(х) 
por x — 2 são: 


ОО) =x1+x12+2x-2eR,=-6 
Logo, o quociente O (x) e o resto R da divisão de P(x) por 





2 — xsáo: 
Q(x) = ш =- y ape 
R=R,=-6 
IB М 
EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.13 Utilizando o dispositivo prático de Briot-Ruffini, obte- 
nha o quociente Q(x) e o resto R da divisão de E(x) por 
D(x) nos seguintes casos: 
a) E(x) = х? — 3 + 2 — 1; D()=3x-— 3 
b) E(x) = 68 + 2x + 2; Dx) = 2х — 1 
c) Ex) = — 1; р(х) = 
d) E(x) =2 +3 х + 2; Dx) 82x — 4 
e) Ex) = 32275 202 —x 1; р(х) 52x + 1 
f) Ex) = 48 — 228 + x — 5; р(х) = 1 — 2x 
B.14 Dividindo um polinômio P(x) por x — 3, obtém-se o quo- 


ciente Q(x) = 6x? + 8x — 1 e o resto R = 5. Obtenha o 
quociente O (x) e o resto №, da divisão de Р(х) por 2x — 6. 


gi 
e 





Extensão do teorema do resto 


Teorema 


Sejam k e a constantes quaisquer, сот К O. 
O resto da divisão de um polinômio P(x) por 


Ex é iguala P (E) 


Demonstracáo 


Sejam Q(x) e R(x) o quociente e o resto da divisáo de 
P(x) por kx — a, respectivamente, ou seja: 


Р(х) = (kx — a) * Qo) + К(х) M 
com дА < 1 ou R(x) = 0. 


Note, portanto, que R(x) é um polinómio constante. Fa- 


zendo R(x) = R, a sentença (1) pode ser escrita como: 
Р(х) = (kx — a): O(x) + Е 
Calculando 18 





Ы obtemos: 


TO 


Logo, o resto da divisão é igual a P (2 ) 
(c.q.d.) 
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Ay 
D 7 
5 EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.12 Calcular o resto da divisão do polinômio 
Р(х) = 2х*—3х+ 1por2y—1 
Resolução 
A raiz do binômio 2x — 1 é +. 
Pela extensão do teorema do resto, temos que o resto R 


da divisão de P(x) por 2x — 1 é A+) ou seja: 


eei) 0 x) 


R.13 Obter o resto da divisão do polinômio 
Р(х) = 6x! + 8х5 + 3x! — 2x + 9 por 5x. 
Resolução 
A raiz do polinômio 5x é 0. 
Pela extensão do teorema do resto, temos que o resto R 
da divisão de P(x) por 5x é P(0), ou seja: 


R=P(0)=6-01+8-05+3-01-2-0+9 
Л R=P(0)=9 





9 
| " 5 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.15 Calcule o resto da divisão de P(x) por D(x) nos seguintes 
casos: 
PO) = 9% —3 FED) = 3%] 
b) Р(х) = 166 — 2х — 3 р(х) 22x + 1 
с) Р(х) = 40 -L — x+ 1; Da) 2x —3 
а) Р(х) = 166 — х + х; Dx) = 1—2х 
е) Р(х) =x +3 + 33 — 3; D(x) = бх 
B.16 Obtenha o polinómio do 2? grau que, dividido por 5x, 


3x — Le 2 — x, apresenta restos iguais a 1, 3 e 43, respec- 
tivamente. 


ed 


Exercício complementar C.8 


Extensão do teorema de D'Alembert 


Teorema 


Sejam К e a constantes quaisquer, com k + 0. 
Um polinômio P(x) é divisível por kx — a, se, e 


somente se, P (E) = 0). 


у 
) 2 

ү, EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

R.14 Mostrar que Р(х) = 339 — 4x? + 4x — 1 é divisível por 
3x— 1. 
Resolução 
A raiz do binômio 3x — 1 é +. 
Para mostrar que P(x) é divisível por 3x — 1, basta veri- 


ficarmosque (+) =0. 











Temos: 
3) 5) -43] +d7) 
(4) =3 E E 5 4-0 
ЕЕЕ 
"(:-9-3**-3 


LE 


Logo. P(x) é divisível por 3x — 1. 


R.15 Determinar a de modo que o polinómio 
Р(х) = 3? — ax? + (a +1)х + 2 seja divisível por 2x + 1. 


Resolução 
A raiz do binômio 2x + 1 é -+ 
P(x) é divisível por 2x + 1 se, e somente se, 


(3) 


Assim, temos: 


ES) 4] nen 


Multiplicando рог 8 ambos os membros dessa igual- 
dade, obtemos: 


—1725 — 4a—4:t 16720 
5 -6a = = л а= TL 


y 
WS E 
EXERCÍCIOS BÁSICOS M 


B.17 Determine a constante a de modo que o polinômio 
Р(х) = 9» + (a + 1) — ax + 1 seja divisível por 
3x— 1. 





B.18 (UFSC) Sendo a e b dois números tais que o polinômio 
Р(х) = 2х% + ах? + bx — 6 é divisível por (х + 3) e por 
(2x + 1), determine a e b. 





| Exercício complementar C; 


5. DIVISÃO DE UM POLINÓMIO Р(х) 
POR (x — а)(х — b) 


Teorema 


Sejam a e b constantes quaisquer, com a + b. Um 
polinômio Р(х) é divisível por x — a e por x — b se, 
e somente se, P(x) é divisível pelo produto 
“= а= b). 


Atenção! O polinômio Р(х) = (x — 3)(x + 5) é divisível 
porx — 3, mas não é divisível por (x — 3)(x — 3). Por causa 
de situações como essa é que esse teorema exige a + b. 


im 7 
o RESOLVIDOS SEEE 


R.16 Para que valores de m e n o polinômio 
Р(х) = х? — mx + me — 2x? + 10x — 12 é divisível por 
(%* — 2X = 3)? 
Resolução 
Pelo teorema anterior, temos que P(x) é divisível por 
(x — 2)(x — 3) se, e somente se, P(x) é divisível por 
x — 2e porx — 3. Assim, pelo teorema de D' Alembert, 
devemos ter: 
PQ)20—2-—m-2'^n:2—2-2:410:2— 12-0 
eP(3-0—523-—m-3'ctn-3-—2-3 -10:3—12-0 
+. J32—- 16m+8n-8+20-12 = 0 
17 (243 – 81m + 27n— 1830-12 = 0 
. |[16т – 8п = 32 
77 [81 = 27n = 243 
. ]2т-п=4 (1) 
CIm-n=9 ap 


Subtraímos membro a membro (1) e (II): 
—m=-53>m=5 


Substituindo т = 5 em (D, temos2+5—n=4=>n=6. 
Logo, т = 5ел = 6. 

R.17 Obter os valores de a e b, sabendo que о polinômio 
Р(х) = х? + ax? + bx — 18 € divisível por D(x) = x — 9. 
Resolução 
O polinômio D(x) pode ser escrito sob a forma: 

Р(х) = (x — 3)(х + 3) 


Pelo teorema anterior, temos que Р(х) é divisível por 

(x — 3)(x + 3) se, e somente se, P(x) é divisível por 

X—3eporx +3. 

Assim, pelo teorema de D'Alembert, podemos afirmar 

que: 

PB)=0>3%+a:*+b-3-18=0e 

Р(—3) = 0—(-3Pta*(-3* + b-(-3)— 18-0 

. |27 *9a-3b —18 =0 

U[-2749a-3b-18 = 0 

. [9a+3b = -9 (5 

``|9а—3Ь = 45 (ш 

Somamos membro a membro (Т) e (II), 18а = 36 > a = 2. 

Substituindo a — 2 em (I), obtemos: 
9:2+3b=-9=>b=-9 

Logo, a =2eb = —9. 


M 
in р 4 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.19 (Acafe-SP) Determine p + q para que o polinômio 
Р(х) = 2x* + 3 + px + qx — 3 seja divisível por 
(x-10-:(-—3) 

a) —23 с) —42 
b)4 d)-4 


e) —19 


B.20 Determine os valores das constantes a e b, sabendo que o 
polinômio Р(х) = x5 + ах? + x? + bx + b é divisível por 
ecc. 


B.21 O polinômio Р(х) = 2 + + (a + 2)? + bx + 6é di- 
visível por x? + x — 6. Encontre os valores das constan- 
tesa e b. Sugestão. Fatore o polinômio x? + x — 6. 








complementar C.10 





M 
J EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 


С.1 Sabendo que o resto da divisão do polinômio 
Р(х) 235 — 5х +7 porx — a é igual a 1, obtenha o valor 


da constante a. 

Сов (Е. M. Santa Casa-SP) Dividindo ит polinómio f por 
8 = (x — 1)(x + 2), obtém-se resto 2x — 1. O resto da 
divisão de f por x + 2 é: 

а) з с) =3 ejx—1 
b)1 d) -5 


Sugestão. Indique o quociente da divisão por Q(x) e 
aplique a propriedade fundamental da divisão de polinô- 
mios. 


С.З (U. F. Uberlándia-MG) O resto da divisão de 
A+ 5 + 9 + 13x? +... + 797177 porx — 1 é: 
a) 39.500 c) 95.200 e) 108.200 
b) 79.800 d) 102.300 


С.А (UFMG) Considere o polinômio 

f(x) = 2º + 3 + ax + b, em que a e b são números 
reais. Se f(x) + 1 é divisível por x + 1 ef(x) — 1 é divi- 
sível por x — 1, pode-se afirmar que os valores de a e b 
são, respectivamente: 

a)0e3 c) -Ce—4 
b) -2e—3 d)-le-—2 
Sugestão. Se E(x) = f(x) + 1 e H(x) = f(x) — 1, tem-se 
que E(—1) = 0e H(1) = 0. 


e) 0e =3 


e (Fuvest-SP) Seja p(x) um polinômio divisível por x — 3. 
Dividindo р(х) por x — 1 obtemos quociente g(x) e resto 
r — 10. O resto da divisão de q(x) por x — 3 é: 
а) —5 с) 0 е) 5 
b) 8 d)3 


C.6 Usando o dispositivo prático de Briot-Ruffini, mostre 
que o polinómio na variável x: 
2) 3? — a? pode ser fatorado sob a forma 
(x — a) + ax + a?). 
b) x? + а? pode ser fatorado sob a forma 
(x + ax — ax + а). 


C7 Dividindo o polinômio 4x? + 6? + ax — b por2x — 1, 
obtém-se resto 2 e um quociente com termo independen- 
te igual a 5. Determine as constantes a e b. 


сз o polinômio х? — x? — x + 1 é a soma do quociente com 
o resto da divisão do polinômio 
Р(х) = 3x — 4x? + ax? + bx + 1 por 3x— 1. Determine 
o resto da divisão de P(x) por 2x + 1. 


€.9 (Faap-SP) Um estudante fatorou a expressão 
27x — 9xº + ax — 2 como o produto de dois polinômios 
em que um deles era 2x — 3. Calcule o valor da constante a. 


С.10 Dividindo um polinômio Р(х) por x — 2, obtém-se resto 7; 
dividindo Р(х) por x + 2, obtém-se resto —33. Qual é o 
resto da divisão de P(x) por x? — 4? Sugestão. P(2) = 7, 
Р(—2) = —33 е Р(х) = (02 — 4) - Q(x) + ax - b. 


Resto 
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1. DEFINIÇÃO 


Equação polinomial é toda equação que pode ser 
apresentada sob a forma: 
ax -- a, x! Ha? +... +а=0, emque 
Р(х) = aX! ca, WA a, 2 Porta 


é um polinômio de grau л, n = 1. 


* Uma equação polinomial pode ser também denomina- 
da equação algébrica. 

* O grau do polinômio P(x) é também o grau da equa- 
ção polinomial P(x) = 0. 

* As raízes do polinômio P(x) são também as raízes da 
equação polinomial P(x) = 0. 

* No universo dos números complexos, o conjunto for- 
mado pelas raízes da equação polinomial Р(х) = 0 é o 
conjunto solução (S) ou conjunto verdade (V) da 
equação. 

* a, é chamado de coeficiente dominante de P(x). 


Exemplos 

a) 2x — 6 = 0 é uma equação polinomial do 1º grau na 
variável x, cuja raiz é 3. O conjunto solução dessa equa- 
çãoé 5 = (3). 

b) A equação 3? — 3x + 8 = 2x + 2 pode ser apresen- 
tada sob a forma x? — 5x + 6 = 0 e, portanto, é uma equa- 
ção polinomial do 2º grau na variável x. Suas raízes são 2 
e 3 e, por isso, seu conjunto solução é S = (2, 3). 

с)? — L? + x — 2 = 0 é uma equação polinomial do 
3º grau na variável x. Para determinarmos suas raízes 
complexas podemos fatorar o primeiro membro, ou seja, 
x(x-2)*(x-2)202(x-2) + 1) =0. 





Pela propriedade do produto nulo, concluímos que: 
x—-2=0=x=2 ou 
2+1=053=—10.x 





ioux i 





Assim, as raízes da equação são 2, i e —i. Temos, então, 
como conjunto solução 5 = (2, i, —i). 


N 
у ў 
Jj EXERCICIO RESOLVIDO 


ЕЛ Uma das raízes da equação polinomial 
x — 6x? + 11х — 6 = 0 é o número 1. Obter as outras 
raízes em €. 
Resolução 
Temos que 1 é raiz do polinômio 
Р(х) =x — бх? + 11x— 6, ou seja, P(1) = 0 


Capítulo 66 - 
POLINOMIAIS 


x "à б 
өөөөөөөөөөөө 


Pelo teorema de D' Alembert, Р(х) é divisível por x — 1. 
Portanto P (x) pode ser escrito como: 


Р(х) = (х — 1) - Об) 
Para obter Q(x). basta dividirmos P(x) por x — 1. Por 
Briot-Ruffini, temos: 


1 1 —6 11 -ý 


Logo, Q(x) = х? — 5x + 6 e, portanto, 

Р(х) = (x — 1)(? — 5x + 6б). 

Assim, a equação x? — 6x? + 11x — 6 = 0 é equivalente 
a(x— D? — 5x + 6)=0. 

Pela propriedade do produto nulo, obtemos: 


x-1=0=>x=1 ou 


202 —5х+6= 054 = (5) – 4.1:6= 1 
а 1. х= 300х= 2 


Concluímos assim que, além da raiz 1, a equação tem 
como raízes os námeros 3 e 2. 


D j 1 Á 
EXERCÍCIOS BÁSICOS 


В.1 Resolva, em С, a equação Р(х) = 0, dada uma de suas 
raízes r, em cada um dos seguintes casos: 
а) а – 2х2 – 13х – 10 = 0ег= 5 


528-3 42-12 0er 3 





B.2 (E.E. Mauá-SP) Resolver em € a equacáo 
xX — 2x? + 2x + а = 0), na variável x, sabendo que o nú- 
mero 1 é uma de suas raízes. 


B.3 Resolva, em С, a equação Р(х) = 0, dadas duas de suas 
raízes гу e r,, em cada um dos seguintes casos: 
а) х^ — 5i + 333 + 15x — 18 = 0, com zr, 22er; = 3 
b) 36 — 16 + 119 + 22? — 8x = 0, com r, = —1 
en=4 3 





2. TEOREMA FUNDAMENTAL DA 
ALGEBRA 


O estudo das equações polinomiais é alicerçado no 
teorema fundamental da álgebra, cujo enunciado é: 


Toda equação polinomial admite pelo menos uma 
raiz complexa. 


A demonstracáo desse teorema foi a tese de doutora- 
mento de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) no ano de 
1798. Embora outros matemáticos já tivessem tentado 
essa demonstração, Gauss foi o primeiro a realizá-la com 
perfeição. 

Admitiremos o teorema fundamental da álgebra sem 
demonstração. 


3. TEOREMA DA DECOMPOSIÇÃO 


Uma conseqüéncia imediata do teorema fundamental da 
álgebra é o teorema da decomposição, que nos garante: 


Todo polinômio de grau n, n = 1: 

Р(х) = ахта, XV a qua 
pode ser fatorado sob a forma: 

P(x) = а — n) то) sr, 


em que 7, 75, 73, ..., 7, SãO todas as raízes de Р(х). 


Demonstração 

Seja.P(x) = 4, +а р а. PA qo 10 
um polinômio de grau п, n = 1. 

Pelo teorema fundamental da álgebra, P(x) admite 
uma raiz complexa r,. Logo, podemos escrever: 


Р(х) = (х= л) ОО) m 


em que Q, (x) tem grau n — 1. 

Se n — 1 2 1, então, pelo teorema fundamental da 
álgebra, О, (x) admite uma raiz complexa r, e podemos 
escrever Q; (x) = (x — r) - Q(x). (ID 
Substituindo (II) em (Т), tem-se: 


Р(х) = (x — nx — n) * О„(х) 
Repetindo esse procedimento n vezes, obtém-se: 
P(x) = (x — n) — rola r) *—(-0)* О) 


Por definição de identidade de polinômios, temos que o 
coeficiente dominante a, de P(x) deve ser igual a Q,(x). 
Logo P(x) = а(х — ry(x — rx a (x= n). 


(c.q.d.) 


y 
D К 
Jj EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.2 Fatoraro polinômio Р(х) = 2x? — 7x + 3 como o produto 
de uma constante por polinómios do 1? grau. 


Resolução 
As raízes de Р(х) são dadas por 2x? — 7x + 3 = 0. 
Temos: 

s=(-03-4:2:3=25 ^, х= 1558 


"x-30oüx- 
Pelo teorema da decomposição, obtemos: 


P()226— d(x -i) 
R.3 Duas das raízes do polinômio 
Р(х) =x — 4 — х2 + 16x — 12 são 2 e 3. Fatorar o 
polinómio P(x) como produto de uma constante por 
polinômios do 1º grau. 


Resolucáo 

Temos que 2 e 3 são raízes do polinômio 

Р(х) = х^ — 48 — x? + 16x — 12, ou seja, Р(2) = 0 
еР(3) = 0. 

Pelo teorema de D' Alembert, Р(х) é divisível por x — 2 
e por x — 3. Portanto Р(х) é divisível por (x — 2)(x — 3). 
Assim, P(x) pode ser escrito sob a forma 

Р(х) = (х - 2) (x - 3) Q(x). 





SE, 
Ох) 
Para obtermos О|(х), dividimos Р(х) por x — 2: 
211 = =l 16 —12 
| 1 =) = 6 0 


Logo, Q(x) = 9 — 2? — 5x + 6. 
Para obter O,(x), dividimos Q,(x) por x — 3: 

| 1 2 E 6 

Imt 1 2 0 

Logo, Q(x) = x? + x — 2. 
Concluímos, entào, que o polinómio P(x) pode ser escri- 
to como Р(х) = (x — 2)(х — 3)(8 + x —2). 
Portanto, as raízes do polinómio sáo as mesmas da equa- 
ção (x — 2)(x — 3)? + x — 2) = 0. 
Pela propriedade do produto nulo, temos que: 





x-2=0>x=2;0ux-3=0=x=3;ou 

*+x-2=0>A=1*-4:1(-2)=9 

-1+ J9 
2 


05 = “«x=loux=—2 


Pelo teorema da decomposição, obtemos: 
Р(х) = (x — 2)(х — 3x — D(x + 2) 


Matemática ajuda a controlar epidemias 


O departamento de informática médica da USP 
usa modelos de equações para prever os casos de 
doença infecciosa e as estratégias de contra-ataque; 
assim foi possível diminuir os números da rubéola no 
estado. 

O Estado de S.Paulo, 1º out. 1994, 

Para ler o texto na íntegra consulte o site Estadão na escola 
(www.estadao-escola.com.br), clicando em “Pesquisa”, “Temas 
transversais” e “Saúde e sexualidade” com as palavras-chave 
“matemática” e “epidemias”. 


Y 
ү, EXERCÍCIOS BÁSICOS mu 


B.4 Fatore o polinômio P(x) como o produto de uma cons- 
tante por polinômios do 1º grau, em cada um dos seguin- 
tes casos: — 

a) Р(х) = 32 — 5x +2 
b) Р(х) = 39 — 4? + Зх 
с) Р(х) = х? — 4x? — х + 4, sabendo que P(1) = 0 





В.5 (UFSE)Se —2 é raiz do polinômio 
f = 2x5 + x! — 8x — 4, então a forma fatorada de f é: 
a) (x — 22x + Dix — 4) 
b) (x — 2)(2х — Dx + 4) 
с) (х + 2) + DOx — 1) 
d) (x + 2)(х DOx— 1) 
е) (x + 2x — 2)(2x + 1) 
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B.6 Райо que o polinômio 
Р(х) = 3x* — 25x* + 59x? — 47x + 10 satisfaz a condi- 
ção P(1) = P(2) = 0, represente P(x) como o produto de 
uma constante por polinômios do primeiro grau. 


Exercício complementar C.2 


Conseqüéncia do teorema da 
decomposição 
Consideremos a equação polinomial de grau n, na 

variável x: 

CE d, O be о. ва = 0 
Pelo teorema da decomposição, essa equação pode ser 
apresentada sob a forma: 

ARE = TRE nn) A = 0 
Temos, então, que г, г, 73, ..., г, São todas as raízes dessa 
equação. 


Assim sendo, podemos concluir o seguinte: 


Uma equação polinomial de grau n admite exata- 
mente n raízes complexas, não necessariamente dis- 
tintas entre si. 


Multiplicidade de uma raiz 


Seja a equação polinomial de grau n, variável x e raí- 
ZES ry, T», Py css Pt 


ax — rx — ry(x м) «(x —-5n)70 


e Se uma raiz r; comparece uma única vez dentre os fato- 
res do primeiro membro, então », é chamada de raiz 
simples da equação. 

* Se uma raiz r; comparece К vezes, К > 1, dentre os fa- 
tores do primeiro membro, então », é chamada de raiz 
de multiplicidade k da equação. 


Exemplo 


A equação (x — 2)'(x — 5)(x — 4)? = 0 pode ser escrita 
como: 


(x — 2)x 


Assim, temos que: 





2)x — 2x — 5)(х — 4x — 4) = 0 


* araiz 2 tem multiplicidade 3, ou podemos dizer ainda 
que 2 é raiz tripla da equação; 

* o nümero 5 é raiz simples da equação; 

* araiz 4 tem multiplicidade 2, ou podemos dizer ainda 
que 4 é raiz dupla da equacáo. 


"ng 
D Я 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.4 Construir a equação polinomial Р(х) = 0 com conjunto 
solução 5 = [—1,6.7) tal que — 1 é raiz simples, 6 é raiz 
dupla, 7 é raiz tripla e o coeficiente dominante de Р(х) é 9. 
Resolução 
Toda equação polinomial P(x) = 0 de grau n pode ser 
escrita sob a forma: 


ax пух — п) т). te n)=0 


R6 


em que a, é o coeficiente dominante de P(x) e 

Tis Fas P5, 2 Г, SãO todas as raízes de Р(х). 

Esse problema exige que: 

* o coeficiente dominante de P(x) seja 9; 

* —1 seja raiz simples, ou seja, x + 1 deve comparecer 
uma única vez na decomposição de P(x); 

* 6 seja raiz dupla, ou seja, x — 6 deve comparecer exa- 
tamente duas vezes na decomposição de P(x); 

* 7 seja raiz tripla, ou seja, x — 7 deve comparecer exa- 
tamente três vezes na decomposição de P(x). 


Nessas condições, temos que: 
Р(х) = Ax + Dx — 6)(x — 6)(х — 7)(х — 7)(х — 7) 
Logo, a equação polinomial pedida é: 
9(x + DE — 6)(х — 7) = 0 
Sabendo que 3 é uma raiz dupla da equação 


x*— 12x? + 53x? — 102x + 72 = 0, obter as outras raízes 
em C. 

Resolução 

Pelo teorema da decomposição, a equação proposta pode 
ser escrita como: 


Q(x) 
SA 
(x3) —3)(x — ri) em 
po Ses ae 
Ох) 


em que г, e г, são as outras raízes, além da raiz 3. 
Dividindo Р(х) = x* — 12:3 + 53x? — 102x + 72 por 
x — 3, obtemos Q,(x). E, dividindo Q,(x) por x — 3, 
obtemos Q;(x). 

Por Briot-Ruffini, temos: 


3 | 1 -12 53 -10 72 
| 1 -9 26 —24 0 
ЈО) m 3-9 + 26x — 24 e 





З 1 —9 26 2% 
1 —6 8 0 
7.00) =x – 6х +8 


Assim, a equação proposta pode ser escrita como 
(x — 3)x — 3x? — 6x + 8) = 0. 
Pela propriedade do produto nulo, obtemos: 


x-3=0>5x=3;00%-6+8=0= 
>A=(-6-4:1:8=4 
х= sea С. х=4оах=2 

2 + 
Logo, além da raiz dupla 3, a equação admite as raízes 
simples 4 e 2. 


Mostrar que o número 1 é raiz tripla da equação 

25 ЗА 6 — 10:2-r-0r—3 —0. 

Resolução 

Para que 1 seja raiz tripla da equação proposta, temos, 
pelo teorema da decomposição, que essa equação deve 
ser equivalente a: 


0.0) 
00) 
M; 
(х= (х= 1)(х = 1)(х— n)x- 7) = 0 





0,0) 


em que r, e r; são raízes da equação, distintas de 1. 
Assim, devemos ter que: 
L o polinômio 
Р(х) = 3654 — 
pora — 1; 
П. o quociente О, (x), de Р(х) por x — 1, também é 
divisível por x — 1; 
Ш. o quociente О, (х), de О, (х) por x — 1, também ё 
divisível por x — 1; 
IV. o quociente О, (х), de O,(x) por x — 1, não é divi- 
sível por x — 1. 


10x? + 9x — 3 é divisível 


Vamos às constatações: 
I. Aplicando Briot-Ruffini: 


ССС OU е 
EN D XE 





Logo, P(x) é divisível por x — 1; portanto temos: 
P(X)m(x—ly(x*—2» + 4x2 — 6x + 3) 


a 
0,0) 
П. Aplicando Briot-Ruffini: 





| Т - 3 909 
Logo, Q, (x) é divisível por x — 1; portanto temos: 


Oi(x) = (x — I)? — х2 + 3x — 3) 


Q) 
Ш. Aplicando Briot-Ruffini: 


Logo, Q;(x) é divisível por x — 1; portanto temos: 
Ох) = (x — 1)(x? + 3) 


Rs 
0,6) 
IV. Pelo teorema de D' Alembert, temos que 
Ox) = x? + 3 não é divisível por x — 1, pois 
01) * 0. і 
Assim, o polinómio Р(х) é tal que: 
ion (х= DG - De - 002 + 3) 
*. Pr) m (x — 1ў0Ў? + 3) 


com x? + 3 não divisível por x — 1. 


Logo, 1 é raiz tripla de P(x). (eq) 


y 
b z А 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.7 · Construa a equação polinomial Р(х) = 0 cujo conjunto 
solução é S = (— 1, 1, 2, —2}, sendo —1 e 1 raízes sim- 
ples, 2 uma raiz dupla, —2 uma raiz tripla e sendo P(x) 
um polinômio de coeficiente dominante igual a 7. 


B.8 (Fesp-PE) Se f(x) = 2x* + ал? + bx? + cx + d é uma 
função polinomial, cujas raízes são 2, 3, 5 e 6, podemos 


afirmar que f(8) é igual a: 
a) 120 c) 360 е) 1 
50 . 29) 240 


Sugestáo. Conhecendo as raízes e o coeficiente domi- 
nante do polinómio, podemos representá-lo na forma 
fatorada. 


B.9 Sabendo que —1 é raiz dupla da equação 
х + 222 + 2x? +2x+ 1 = 0, obtenha as outras raízes 
em C. 


B.10 (U.E. Londrina-PR) Se o polinómio 
X + (k— 4) — 8x + 4k, k € IR, admite a raiz 2 com 
multiplicidade 2, então a outra raiz é: 
a)l cji 
b)0 d)-2 


e) -3 


B.11 Mostre que: 
a) 5 é raiz dupla da equação 
ac 0:953 E36 — 
b) 2 é raiz tripla da equação 
Pt Ib?—92:2— 


10x + 25 = 0; 


12x 48-0 





4. RAÍZES IMAGINÁRIAS 


Vamos estudar agora um teorema que diz respeito às 
raízes imaginárias de uma equação polinomial de coefici- 
entes reais. Lembre-se de que número imaginário é todo 
número complexo z não real, isto é, z = a + bi com 
a€iReb€IR*. 


Teorema 


Se o número imaginário z = a + bi, a € Ке 
b € IR*, é raiz de uma equação polinomial P(x) — 0 
com coeficientes reais, então o conjugado de z, 
z = а — bi, também é raiz dessa equação. 


Demonstração 

Seja Р(х) = a,x" Жах" + a, t+. + ау 
um polinômio com coeficientes reais tal que o número 
imaginário z = a + bi a € IR e b € IR*, seja raiz da 
equação P(x) = 


Temos que P(z) = 0, ou seja: 


aga, to! ta az? uc ay-0 0 


Se dois complexos são iguais, então seus conjugados são 
iguais. Por isso, podemos concluir da sentença (Т) que: 





aba gU Ей 4.4 a—70 


Pelas propriedades do conjugado de um complexo, po- 
demos escrever: 





a е E etude; .tay-0 
Era +... ta=0 
Bc cri cp Da 
а) a, (0 ам oz)" 7^ +... Hag 0 
РО) 





DS SUY 





ou seja, z é raiz da equação P(x) = 0. (cad) 


Conseqüéncias 

* Se um nümero imaginário z é raiz de multiplicidade k 
de uma equação polinomial de coeficientes reais, então 
o conjugado de z também é raiz de multiplicidade k 
dessa equação. 
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* O número de raízes imaginárias de uma equação poli- 
nomial de coeficientes reais é necessariamente par. 

* Se uma equação polinomial de coeficientes reais tem 
grau ímpar, então essa equação admite pelo menos uma 
raiz real. 


yy 
\ў 7 
ү, EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


R.7 Qual é o menor grau possível de uma equação polino- 
mial P(x) = 0 de coeficientes reais que possui como ra- 
ízes simples os números 8,2 + ie —3i? 

Resolução 

Pelo teorema anterior, se P(x) = 0 é uma equação poli- 
nomial de coeficientes reais e os números imaginários 
2-- ie —3i são raízes simples dessa equação, então os 
conjugados 2 — i e 3i também são raízes simples dessa 
equação. Assim, a equação P(x) = 0 tem pelo menos 
cinco raízes e, portanto, o menor grau possível dessa 
equação é 5. 


R.8 Resolver, em C, a equação polinomial 
х* — 233 + x? — 8x — 12 = 0 sabendo que 2i é uma de 
suas raízes. 
Resolucáo 
A equação polinomial Р(х) = 0 possui coeficientes 
reais. Portanto temos que, se 2i é raiz da equação, então 
—2i também o é. Assim, P(x) é divisível por 
(x — 2i)(x + 2i) = x? + 4. Efetuando a divisão de P(x) 
por x? + 4 temos: 


" baa x2— 8x —12: |2+4 


xt + 4x2 quo X S 
© = Эх 3x2— 83 —12 
2 8% 


= 3:02 +0x=12 
Qe 12 
0 


Assim, a equação Р(х) = 0 é equivalente a 
(2 + 4)? — 2х — 3) = 0. 
Pela propriedade do produto nulo, obtemos: 


2+4=052=-4.. х= +2{ ou 

*-2%-3=0. A- (229 — 4- 1- (23) = 16 

Е 2e. 
2 


“+ x=30ux=—1 





\ 
Logo, o conjunto solução da equação é: 
S = (2i, —2i,3, —1) 


12 
) ; i 
5 EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.12 Determine o menor grau possível de uma equação poli- 
nomial P(x) = 0 de coeficientes reais que possui: 
a) 6,4 — 3i e — 2i como raízes simples; 
b) 3 como raiz simples e 3 — 4i como raiz tripla; 
c) 5 — i como raiz tripla e 2 + i como raiz dupla; 
d) 2 como raiz tripla, 6i como raiz de multiplicidade 4 e 
1 + i como raiz simples. 


B.13 Construa a equação polinomial P(x) = 0 com coeficientes 
reais, de menor grau possível, que admita como raízes os 
números: 

a) 3,2 + ie —2i, e que P(x) tenha coeficiente dominante 
igual a 4; E 

b) —6i, 3i e 1 + i, e que P(x) tenha coeficiente domi- 
nante igual a 1; 

с) 4, —2, ie 1 — i, e que Р(х) tenha coeficiente domi- 
nante igual a 6; 

d)4, 3 e —i, e que P(x) tenha coeficiente dominante 
igual a 1. 


B.14 Resolva, em С, a equação polinomial 
x* — 238 + 10x — 18x + 9 = 0, sabendo que 3i é uma 
de suas raízes. 


B.15 (Mackenzie) Um polinômio P(x), de coeficientes reais e 
menor grau possível, admite as raízes 1 e i. 
Se P(0) = —1, então P(—1) vale: 
a) —4 с) =2 
b)4 d)2 


e) -1 
Exercícios complementares de C.5 a C.7 


5. RAÍZES RACIONAIS 


Teorema : 


Seja A com pe q inteiros primos entre si e q + 0. 


Se + é raiz da equacáo polinomial 
G,X* 3-8, 317 а о.лар = 0; na va- 


riável x e com coeficientes inteiros, então p é divisor 
de a, e q é divisor de a,. 


Demonstração 


Sendo r3 uma raiz da equacáo, devemos ter: 


ae £r [237 
арар, dar 


q) 
+..+4=0 





А p= 2 
ла," B Paa a ав 
+... ta = 0. 


Multiplicando por q” ambos os membros, obtemos: 
AD" + а, p" lg + a, sp" "gh + 
+ аура"! + аа" = 0 (D 
A Зр" ао. „рир sone 
+ ард"! = ag” 
-plap 7! а, prog + a, 3p" 3g! + „+ 
+ а") = ag” 

Como o produto de inteiros é inteiro e a soma de intei- 
ros também é inteiro, concluímos que o primeiro membro 
da igualdade anterior é um número inteiro. Portanto o 
segundo membro, —ag", é inteiro e múltiplo de p, 


pois é igual ao produto de р por um inteiro Кү, ou seja, 
pk, = —ayg", k; € Z. 


Como p e q são primos entre si, temos que p e q” tam- 
bém o são. Logo, p é divisor de ay. 
Temos, ainda, que a igualdade (Т) é equivalente a: 


4,-,p" ^q + a, 3p" 7% + ... + а" = —a,p" 
9а, 1р" + а, 2p" Tg +... + а") = —а„р" 


Como a expressão entre parênteses é um número inteiro 
К, podemos escrever: 


qh = -apk EZ 
Como q e p são primos entre si, temos que q e p" também 
o são. 
Logo, q é divisor de a,. 
(c.q.d.) 


Notas 

1. Nem toda equação polinomial de coeficientes intei- 
ros admite raiz racional. Por exemplo, a equação 
x? — 2 = 0 não admite raiz racional. 

2. Se a equação polinomial de coeficientes inteiros 
Р(х) = O temo polinômio Р(х) com coeficiente dominan- 
te igual a 1, e admite raízes racionais, então essas raízes 


são inteiras. Por exemplo, se de com p e q inteiros pri- 
q 


mos entre si e д + 0, é raiz da equação x? — 5x + 6 = 0, 
então p é divisor de 6, p E (+1, +2, +3, +6}, e q é di- 


visor de 1, q € (+1). Logo, "1 € (+1, +2, +3, +6). 





pem 
sec 


\ 
in А 
ү, EXERCÍCIOS RESOLVIDO 


R.9 Determinar, se existirem, todas as raízes racionais da 
equação 33 — 6x? — x +2 = 0. 
Resolução 
Se essa equação admite raiz do tipo E com p e q intei- 
ros primos entre si e q 0, então р é divisor de 2 e q é 
divisor de 3, ou seja, p € (+1, +2} eq E (+1, +3). 
Ві +], + A +2 + ij 
Logo, 5 efe, 557 So E 3l 
Testando cada uma das "candidatas" a raiz racional da 
equação P(x) = 0, temos: 
P(lye3:1—6*432—1-422—2 
PD = 3-1) -6(-1» —(-1)*2-—6 


43)-49] 0203 
HASTA) 


PQ)-3-2—6-2-242-0-2éraiz 
P(-2) = 3(-2p — 6(—2y — (-2) + 2 = —44 


(DAS 3] - $i 
(73) 48] 87-09): 


ce 
+2=-=3 








R.10 


Logo, a equacáo admite apenas uma raiz racional, o nú- 
mero 2. 

Nota 

O teorema do resto nos garante que o resto da divisáo de 
um polinómio P(x) por x — a é igual a P (a). Assim, nes- 
se exercício, poderíamos ter abreviado os cálculos atra- 
vés do dispositivo prático de Briot-Ruffini. Observe o 
exercício seguinte, em que utilizamos esse recurso. 


Resolver, em С, a equação x* — 5x + xX? + 5x — 2 = 0. 
Resolução 
A equação possui todos os coeficientes inteiros. Logo, se 


- com p e д inteiros primos entre si e q + 0, é raiz da 
equação, então p € (+1, +2} eg € (+1). 
Assim, temos que = €(:t1,*2). 


Testando essas “candidatas” a raiz da equação P (x) = 0, 
obtemos: 





140 =з 2 (0) 


tes. 


= di = Syria Р) .`. Léraiz 


Como P(x) é divisível por x — 1, temos: 


Р(х) = (х – 1)(х% — 4x? — 3x +2) 
2 е m Dl y 


0.6) 


Logo, se existem outras raízes racionais, estas devem ser 
raízes de О, (x). 
Testando as demais “candidatas” em Q,(x), obtemos: 





x-5 +2 Q) .. —léraiz 


Assim, podemos escrever: 


Р(х) = (х — 1)(х + 1) (x2 — 5x + 2). (1) 
ÚS 
Оо) 


Logo, se a equacáo admite outras raízes racionais, estas 
são raízes de О, (x). 
Testando 2 e —2 em Q,(x), temos: 


=2) 2 1 x) 2 


tha a CD- eo 
-7 (19) 00-2) 


Concluímos então que as únicas raízes racionais de 
Р(х) = 0 são 1 e —1. 

De (I), temos que a equação P(x) = 0 pode ser escrita 
como (x — 1)(х + D)(? — 5х + 2) = 0. 
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Pela propriedade do produto nulo, obtemos: 


x-1-202x-1;00x-c-1-0-x--1; ou 
X —5x4:2—0..A-(—5*—4-1-2-17 
5E AT 

2 


„= 


Temos, então, como conjunto solução: 


з. feum 5-7 





2 





M 
j EXERCÍCIOS BÁSICOS Sesam 


B.16 Determine, se existirem, as raízes racionais de cada uma 
das seguintes equações: 
а) 20% +02 +02 +х-1=0 
b) X --3x* — 8x — 7x 2 = 0 
с) 3л* + 225 + 502 4x -2-0 


B.17 Resolva, em C, cada uma das seguintes equações: 
а) х* + 39 + 332--3x -2—0 
b6x — х2 + 1122 – 20-2 = 0 
с) 224 – 402 +0 + х= 0 


complementares C.8 e 





6. RELAÇÕES DE GIRARD 


Albert Girard (1590-1633), flamengo, em sua obra Jn- 
vention nouvelle en Palgêbre, apresentou um importante 
teorema que relaciona as raízes com os coeficientes de 
uma equação polinomial. Antes de estudar esse teorema 
em sua forma geral, vamos abordá-lo particularmente 
para equações do 2º e do 3º grau. 


As relações de Girard em uma 
equação do 2º grau 
Consideremos o polinômio do 2º grau 


Р(х) = ax? + bx + c cujas raízes são r; e r,. Pelo teorema 
da decomposição de um polinômio, podemos escrever: 


а? + bx + с= а(х — nyx— n) 


b É 

na pu. T = (4 1 )(x — ra) 
Ets D ex =x— (1, Era + rin 
b b 
(+. E Eu IE. +r = == 
(ri +12) a гүл Т; a 

> 
пт == т» = = 
а а 


Temos, епїйо, o seguinte: 


As raízes r, e r, da equação polinomial do 2? grau 
ax? + bx + c = 0 são tais que: 


b 
ту ЕЛ = тг 


€ 
pi = 
a 


y ; 
5 EXERCÍCIO RESOLVIDO : 
R.11 Sendo r, € r, as raízes da equação do 2º grau 


3x AD x JE = 0, calcular: 
a) ntr 
b) rira 








Resolução 
Os coeficientes da equação 3x? + ./5 x+ «/2 = 0 são 
a=3,b= J5 eco 42. 


Assim, temos: 
b AS 
Uia Ew AT Ee 
2 
)nn-c >= 3 
45. 
1 1 7 + г, 3 
i ce re E ишш 
) ғ Ya Tf; REI 
3 
e O 
„2. y) 


d) Observando a identidade (r, + 75? = гё + 2ryr, + rà 
podemos escrever: 


ri tr-(n-cny-2nr, 


Дт +Ф= EL) EZ 
+= == = жеш 
1 1 ntn + _ 
ИСЕ оня T = - 
5-642 
E 9 25-642. 
EI 
ES 
Ё 
J EXERCÍCIOS BÁSICOS 


B.18 Sendo r, e r, as raízes da equação 
22 - (3x + /6 = 0, calcule: 
arr tT 
b) лу» 

1. 


1 
== ee 
E Fi T2 


dr + 





De 1 
ri г. 


ы 


B.19 O conjunto solução da equação ax? + bx + c — 0,a #0 
ecc 0,65 = (n rz}. Calcule em função de a, b e c os 
seguintes valores: 
antn 
b) rira 





_ Exercicio complementar C. 10 ^. 





As relações de Girard em uma 
equação do 3? grau 

Consideremos, agora, o polinômio do 3° grau 
Р(х) = ах? + bx? + cx + d cujas raízes são гу, r, e r3. Pelo 


teorema da decomposição de um polinômio, podemos es- 
crever: 


ax + bx? + сх+ d= a(x — һ)(х — һ)( — n) 


Е rd а 
а а а 


z(x-nG- rr) 


Quo qr 
a a 


RSE 


m -—iíndr4iÀzxE 
+ (rura + rry rx — nnn 


b 
—n f£ =— 
(rit ratr) 4 


Cc 


т + rira b Ту; = — > 
а 
ғғ = 4 
17273 É 
nnn 
a 
c 
=» Е tn ira 
Tirar; = а 
yy = == 
1723 а 


Temos, então, o seguinte: 


As raízes гу, г, e т; da equação polinomial do 
3º grau ax? + bx? + cx + d = 0 são tais que: 


b 
Wis Ta pe == 
` a 
€ 
түт + Fira b Fury = — 
a 
Tirar; = а 
17273 a 


Y 
5 EXERCÍCIO RESOLVIDO M 


R.12 Sendo r, ғ, e г; as raízes da equação 
2:8 — 42 + 3x + 1 = 0, calcular: 
а) +r+r 





b) rr; + тү; + an 
с) rimar 
1 1 


+ 
ra T3 





d) 18 SE 
n 

e) rt rir 

£) (rur? Gur? + Gur 


1 1 1 

== ge 
Ea Ca 
Resolução 


Os coeficientes da equação 2xº — 4x? + Зх + 1 = 0 são 
a=2,b=-4,c=3ed=1. 

Assim, temos: 

gntntn=-L эл+һ+»ь=-С® = 2 


c 
b) rura + rir + rar = o > Fila + ra + ту = > 


d 
€) rr = cg mina = == 


Fars t rra trr 
тїз 


е) Observando a identidade: 
(п +5 + љ)2 = 2 +r? +? 4 2, + 2л; + 2р, 
podemos escrever: 
т +r += 
= (т + r + 13? — 2(луг› + түз + rara) 


z ded +r- 3 =1 


f) Observando a identidade (riz; + rr + r4? = 
= (rr Y? + (пуз)? + (mr? + 2rirry  2rrr, + 
+ 2r,r,r3, podemos escrever: 
(rr? + (rr? + (mr? = 
= (nur; + Tira + rar? — 2rnnr + rrj) 
JY + Guy + (ът)? = 








= Logd (e ас INE ү/ 
-(3) -*C)9- $37 
1 1 тїгї} + riritriri 
is jun = Жш зт. 
ә ri ri ri ririri 
1 + 1 m 1 (т)? + (туз)? + (rara)? = 
DRE r [E (rirar3) 
ЕСА 
= 4 s cT 
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B.20 


B.21 


B.22 


B.23 


B.24 





Sendo г, r, e г; as raízes da equação 
За? — 3x + 6x — 1 = 0, calcule: 
dntn+r 

b) љљ + тз + nr 


€) тз 
C л 
n т Ts 


2 2 2 
err + Ту TT 


Р) (т)? + (т) + (rara) 


1 1 1 
Bros ui 
Ti T2 э 


O conjunto solução da equação 3? + x — 1 = 0é 
S = (ny r» r3}. Calcule: 
art rrt rs 
b) лг» + лг; + т 
с) лз 
4) = * 3 + L 
n Ta тз 
е) +; +3 
Р) (mr) + (тз)? + Gur 
1 1 1 
 — n 


2 
Fi T2 T3 


(ITA-SP) Se a, b e c são as raízes da equação 
x° — 222 + 3x — 4 = 0, então o valor de 

1 1 (US 
ub ЫЫ é 


d+ 


b)-— е) n.d.a. 


(UFMG) Os nümeros — 1 e 1 sáo raízes do polinómio 
Р(х) = сх? + ах? + bx + 2c. A terceira raiz de Р(х) é: 


a) —3 d) + 
b) -2 e) 2 
с)0 


Sugestáo. Indique рог r a terceira raiz e aplique as rela- 
ções de Girard. 


(UFRN) A equação 3? + mx? + 2x + n = 0, em quem 
en são números reais, admite 1 + i como raiz. Então, 
men valem, respectivamente: 


ame 2 d) -2e0 
b)2e0 e)2e2 
с) 0е2 


Sugestão. Lembrando que o conjugado de 1 + i também 
é raiz da equação, indique a terceira raiz por r e aplique 
as relações de Girard. 


As relações de Girard em uma 
equação de grau n 


Finalmente, vamos apresentar as relações de Girard 
em sua forma geral: 


Teorema 
Em toda equação polinomial de grau n, n > 1, 
ах d, X! a, ux? Et ag — 0; cujas 
raízes SÃO гу, Ta, Fa, ..., Р, tem-se que: 


dus 





* a soma das raízes é igual a — L, ou seja, 


n 


аһ 
ntntn+t.+tr=——. 
а, 
* а soma dos produtos das raízes, tomadas duas а 
а, 


-2 
а, 





duas, é igual а , Ou seja: 
аһ-2 


Filo ТИЗ Р usc Tu А 
n 


* asoma dos produtos das raízes, tomadas trés a trés, 


А а= E 
é igual a — 2, ou seja: 
An 
а,-3 


Tara + Ту + mars + + rod = — A 
л 


* o produto de todas as raízes é igual a E 
ou seja: 
= DEM 


Fits. T p 
n 


N 
Ё 
J EXERCÍCIOS RESOLVIDOS Muss 


R.13 Sendo, г», r, e г, as raízes da equação 
2x* — 8х9 — 3x? — 2x + 1 = 0, calcular: 
a)r ++» + т 
b) rm + nr + nr + rara + rara + rr 
€) лт» + тгл, + rryra t ТУГУ 
d) rirarara 
Resolução 
Os coeficientes da equação 
2x*— 8 — 3x? — 2x + 1 = 0 são 
a—2,b = —8,c = —3,d = —2ee = 1, Pelo teorema 


de Girard, temos: 
b (8) 
а}? е ц === =4 
)n CLE жй г а 2 
b) rr; + тү; + rira rr + Fary + nn E = -+ 


€) лз + туғ + rra туу, = 


cud o AA 
B 2 1 


1 
d) ттт = э 


ajs 


R.14 Resolver, em C, a equação 
д —./2x? —3x--3./2 = 0, sabendo que duas de 
suas raízes sào simétricas entre si. 
Resolução 
Indicando por re —r as raízes simétricas e por s a tercei- 
ra raiz da equação, temos, pelas relações de Girard, que: 


r+(=r)+s=4J2 0 
r(—r)drs-Ccrs)- 53 QD 
r(-rs = -3,/2 (Ш) 


42. 


De (II), temos que r — +93. 
Para verificar se esses valores formam uma solução do 
sistema, basta substituí-los na equação (Ш). 


„З es = 42 na equação (IID, 


De (I), temos que s = 


* Substituindo r = 





obtemos: 
43 *(—43)* 4/2 = —342 (verdadeira!) 
* Substituindo r = —./3 es = J2 na equação (III), 
obtemos: 


3 . WE 42; = -3/2 (verdadeira!) 


42 satisfazem (D, (II) e 
(IID, concluímos que o conjunto solução da equação 


propostaé 5 = (4/3, —43, 42 |. 


Como r = +,/3 es = 


К.15 Determinar o valor da constante k, k € IR, sabendo que 


as raízes da equação x? — 3x? — бх + К = 0 formam uma 
progressão aritmética, 


Resolução 

Indicando as raízes da equação por p — r, рер +r, 

temos, pelas relações de Girard: 
p=r+p+p+r=3=>p=10 
(р = r)p*(p-r(p*r)*p(ptr)- —6 а 
(р = ғ)р(р+ ғ) = —k.am 


Substituímos (I) em (II): 
(1-5-*1-(-nü-D5-41:( 4727-6 
ig а Mi pçs O a) 
umn-925r-3our--—3 

* Parap = ler = 3, temos, da equação (III): 

(1-3)-1-(1+3)=-k=>k=8 

e Parap = ler = —3, temos, da equação (Ш): 

(1+3):1-(1-3)=-k=>k=8 


Assim, obtemos como resposta k = 8. 


R.16 Calcular a soma dos inversos das raízes da equação 

Srt + 3x - x c 4 = 0. 

Resolução 

A equação pode ser escrita sob a forma: 
SO T 332 = 454 — O 


Assim, seus coeficientessáo а = 5, b =0,с = 3,0 = —1 
ee=4, 


Indicando as raízes por гу, ғ, г; € F4 temos que: 


каны cet ВЕ 
Ti Pa Ts Ty 


За ТГ + Tirar, Fraa _ 





Л 
uU ==) 
es A 5 MER 
---4 
a * 
5 EXERCÍCIOS BÁSICOS A 





B.25 As raízes da equação хі + 332 — x = 0 são гу, Fa, г; e ry. 
Escreva todas as relações de Girard para essa equação. 


B.26 Resolvaem Ca equação» — 3x2 —2x+ 24/3. =0, 
sabendo que a soma de duas de suas raízes é igual a zero. 
B.27 Resolva em € a equação 


х? — 60x + 1.100x — 6.000 = 0, sabendo que suas raízes 
estão em progressão aritmética. 


Exercícios complementares de C.13 a C.19 





M 
15 ‚ 
J EXERCICIOS COMPLEMENTARES # 


C.l (Fatec-SP) Se o polinômio Р(х) = 2x? — 5x? — 28x + 15 
pode ser fatorado na forma (2x — 1) * (x +3) * (x — К), 
então o valor de k é: 
a)5 c) 10 
b)-5 d) 15 


.€.2. (U. Taubaté-SP) Sabe-se que 1, 2 e 3 são raízes de um 
polinómio do terceiro grau P(x) e que P(0) — 1. Logo, 


е) —15 


P(10) vale: 
a) 48 c) —84 e)34 
b) 24 d) 104 


-C.3 (Fuvest-SP) O número 2 é raiz dupla da equação 
ax? + bx + 16 = 0. Determine a e b. 


.C.4 О número 3 é raiz tripla da equação 
x — 10 + 36xº — 54x + 27 = 0. Resolva essa equação 
no conjunto universo U = C. 


"С.5 (UNIR) Considere o polinômio Р(х) = х? — 4x? + kx, 
sendo k um número real. O maior valor de k, de modo 
que P(x) admita três raízes reais, é: 
a) 4 b)5 с 6 d)7 


се (Vunesp) Sabe-se que a unidade imaginária і é raiz do 
polinômio Р(х) = x* — 333 + 33 + ax + 2, com a € IR. 
Nessas condições: 
a) determine o valor de a. 
b) encontre o conjunto solução da equação P(x) = 0. 


e) 8 


Сл Uma equação polinomial do 3º grau, com coeficientes 
reais, admite uma raiz igual a 1 + ki, k € [R*, e a soma 
das outras raízes é 4 — 3i. Determine o conjunto solução 
dessa equação no universo U — C. 


.€,8 Sabendo que a equação x° + bx? — cx + 1 = 0, 
{b,c} C Z, admite duas raízes inteiras distintas entre si, 
obtenha as constantes b e c. 
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С.9 Resolva, em C, a equação x* — ax? — bx — ax - 2 = 0, 
com {а,Ь } C Z, sabendo que duas de suas raízes são nú- 
meros inteiros positivos e consecutivos. 


C.10 As dimensões, em cm, de um retângulo são as raízes da 
equação do 2º grau ax? + bx + c = 0. Determine o pe- 
rímetro e a área desse retângulo. 


ci As dimensões, em cm, de um paralelepípedo reto-retân- 
gulo são as raízes da equação do 3º grau 
ах? + bx? + cx + d = 0. Calcule a área total e o volume 
desse paralelepípedo. 


С.12 (Fuvest-SP) As equações xX? + bx? +ex+d=0€ 
X + х — 2 = 0 têm o mesmo conjunto solução. Quais os 
possíveis valores de b, c e d? 


C.13 Calcule a soma dos inversos das raízes da equação 
2x! — 4x + 6x +4x— 1 = 0. 


C14 Duas raízes da equação x? — 10x? — 2x + 20 = 0 são 
opostas (simétricas). Resolva em C essa equação. 


С.15 Resolva em € a equação 3? — 1422 + 288 = 0, sabendo 
que uma de suas raízes é o dobro de outra. 


С.16 Resolva em € a equação 
3x* — 19x + 42x? — 36x + 8 = 0, sabendo que uma de 
suas raízes tem multiplicidade 3. 


C.17 (Mackenzie-SP) Se a soma de duas raízes de 
Р(х) = х? — 6 + 11x + ké 3, então o número real k é 


igual a: 
a) —6 с) —2 e) 6 
b) —3 d)3 


С.18 (Cesgranrio) O produto de duas raízes da equação 
233 — 19x? + 37x — 14 = 0 é 1. A soma das duas maio- 


res raízes da equação é: 

a) 7 с) 9 e) 19 
19 

b)8 d) zw 


C.19 (Fuvest-SP) Seja Р(х) = x* + bx? + сх + dx + eum 
polinômio com coeficientes inteiros. Sabe-se que as qua- 
tro raízes de P(x) são inteiras e que três delas são pares e 
uma é ímpar. Quantos coeficientes pares tem o polinô- 
mio P(x)? 
a)0 b)1 с) 2 d)3 е) 4 
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RESPOSTAS 


Capítulo 1 


Exercícios básicos 


B.1 A = (0,2,4,6,...) B= (—5, —4, —3, —2, —1,0, 1, 2,3, 4); 
AUB = (—5, —4, —3, —2, —1,0,1,2,3,4,6,8,...]; A B = (0,2.4]. 


B:2a) V; b) F; c) Vid) V;e) V f) Eg) V. В.3а)2,5 = 


381 
100 


38... 311 


b)3,81 = 9^ e) 90^ 





à 0)0,03= ;dg- 


E 
; ©) -36:d) -& е) -& 01; 9119 EL; i) EL р 
b) 36; с) —36; d) —8; е) -E 01; в) E h) те: D 6: 0 


27 27 


k) 0; €) 1; m) E; n) 1:0) Б?) EET sn $5977. 





DE 
15° 


5: рві B6 a) ab) aso) - я 
= 21. В.Ва) 5; Б) 3; c)6; d)1; е)0; £7; g) -55; b -2: 
i-1. В.9а) 22/5; iere 9246; 4234; 210; 
5245: 205; 3.5 087; ум; 
c) 1343; d) 124/10 ; e) 33/4 ; 024; в) 442 ; h) 53/3. 


13 
B.12 3" 





ib B.5a)81x*; b)x'5; c)8x% d)125a%b”, е) 





9 ee ч) 8x B7 = 





В.П e. 


15 
B.13 T4 


Exercícios complementares . 


C.1 É um número irracional, pois é uma dízima não-periódica. 


65 


C.222,1602. СЗ E me C4E=3". С.5Ъ. Ce. C.7b. 


С.8 De; Пд; Ш) Cc. 


Capitulo 2 


Exercícios básicos 


TT E ex ele. = (6); 
Bla)2; b) —3;c)t s В.2а) 5 + | bs 16); 


c)S= C) B.37m. B.420. B.5 Priscilla, Emerson e Ewer- 
ton receberam R$ 45,00, R$ 40,00 e R$ 120,00, respectivamente. 


1В.6 R$ 1.987,50. В.7а) S = {3, 4, 5, 6, ..]; b) S = [-3, —2, —1, 0, 
1,2,..; с) 5 = (1,2,3, 4...}. В.8а) 5 = k ER|x<- 2, 


3 
E 216 |. = р 
ыѕ= реве AS os режі = zh 


d)$-|a€R|a* 2) B.9 a) S = ((8, —1)): b) S = (1, D}; 


9s- (22, + |; aS = (17, —13)]. 
Вл0а)5= (fe. -2)}; 5s- (E. aj 


Qs- (+ +) d)$-[0,—D]. Вла. 





Exercícios complementares 
Clc. C2a C3b. C4b. C.5a)S=R;b)S=Ø. Cie. Cd. 


Capítulo 3 


Exercícios básicos 


ВЛ а) 2 — 16; b)? — 1; c) 9? — 25; d) 3$ — 4; e) 1; f) 11. 
В.2а) x + 12x + 36; b) 92 + 12k + 4; c) y? — бу + 9: d) 257º — 401 + 16; 


е)4? + 12xy + 9y5 DK — 14k + 49. B3 a, 


2 

b) 548 + 5,2; с) 4/3 —2. B.4a) 2ab(4b + 5a); b) 5x(x — Зу); 
c)3r(r — 2); d) Jab(2a? + 4b? — Gb) e) ML + 22 + 1) 702 
B.5a)(c + dla + b) b)(x + уа — Б); c)x — ye + w); 
d) (a + 3bX(6c + 104) ou 2(a + 3b)(3c + 5d); e) (2х + 3)(6х? + 2) ou 
2Qx + 38x + 1); D(4y — DB? + 3). Bóa)(a + bla — b); 
b)-3( — 3); ot + DE — D: A + 39€ — 32); 
©) (5р + 44)(5р — 44); 0 (0 + bye — by lê + y? — yx 
h)Qc'--d)Qc — d) B.7a)(a + Ьу; bx — у); c) Ga + 5X; 
d) Qx — Зу); e) (1+ 1}; f) (Sy — 15; в) (8 + Зу). 

BB8(x- y- z)x-y-z. В.9а) 5 = (0,1); b) 5 = (—3, 2,2). B.10c. 





Exercícios complementares 


Clb: C2c C3a C4b. C5 > Cse. C7c. 





Capítulo 4 


Exercícios básicos 


Bla)S = (5-5); 05 = (4, -4); 9S = + - ); 


1 
ET 
as- (E, - zx e) S =Ø; 05 = (0,7); )5 = 04) 


1 


ms= fo. +. В2 )5 = ps + DS = (3:95 = 2 


d)S-(—3,2). B3Vm,mERem> >. BAK=200k==2 
B5 Vm.mERem<1. BS VL kERek>-3. BJ a) soma 5, 


produto 6 e raízes 2 e 3; b) soma 9, produto 20 e raízes 4 e 5; c) soma 
—5, produto 6 e raízes —2 e —3; d) soma —2, produto —8 e raízes —4 e 2. 


3. 1.) 5 = (05.19, 0,0); 


Ba) 5 = Q D. (-3- -4 


c) S= [(1, 1), (6, 16)}. В.9а) 3(х — TE — 2) 
DAD) T) © (р —1р —3);@ + Me de= 1% 
E 


о[с+ TJ. B10 b. Bla)S = (1, 4); b) $ = (5. aj 


as- |4}; os- ukos- tciasos- p. -3). 

B.12 а) 5 = {3}; b) S = {5}; c) S = {—2}; d) S = (1). 
Exercícios complementares 

Сл а. С.2 10 pacotes. C.3 Vk kelRekc4. C.4k=-—1 ou 


k= i C5c. C.612.031. С7а. C8d С9$=@. 
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Capítulo 5 





Exercícios básicos 
їй. ж ыб. 1 : t 
B.1a) 30^ b) 100 с) 20° а) 125° В.2 а) 0,46; b) 1,49; 


с) 0,0023; d) 0,5683. В.3 а) 659%; b) 132%; c) 40%; d) 9%; е) 0,3%. 
В.4 а) 759;  b) 34%; с) 240%; d) 66,666...%. В.5 a В.6 48 
mulheres. В.7 8.388.400 habitantes. В.8 а) aproximadamente 36%; 
b) 178%; с) 6396; d) aproximadamente 86%. В.9 1.2%. В.10 R$ 432,00. 
B.11 R$ 910,00. 


Exercícios complementares 


C1R$1,82. C.2a)R$2.160,00;b) 28%. C.369,59. С.4с. С.5е. 
C.6b. C7d. C8d. C.9b. C.0c. C.11b. C.12e. 


Capítulo 6 


Exercícios básicos 

Bla. В.2 130°. В.3 144° B.4c. В.5 30°. B.630º. В.7 18°. 
В.8 d. В.9 130º. B.10 а) 360°; b) 540°; с) 1.080°. В.11 а) 360°; 
b) 540°; с) 720°; d) 1.440°. В.12 120°. B.13 Em um polígono conve- 
xo de n lados (n vértices) а soma S; dos ángulos internos é S; = 180*(n — 2). 
Indicando por $, a soma de seus ângulos externos, temos que S, + S, = 
= n - 180º, pois em cada vértice a soma do ángulo interno com o ángulo ex- 
terno é 180º, Logo, 180*(n — 2) + S, = п • 180? .*. S, = 360º. В.1436°. 
Exercícios complementares 


Cla. C2b. C3x=50º. C4b. С.5а)а = 30% b) 90. 
С.6х = 5°. C790. С.8 140°. С.9х = 100°еу = 30°. 
С.10 т(ВАС) = 100°. C.11 b. 


Capitulo 7 


Exercícios básicos 
B.1 A B 


D C 


BDC = DBA (alternos), DBC = BDA (alternos) e DB é lado comum 
aos triángulos ABD e CDB; logo, ЛАВ” = ACDB (caso ALA). 


B.2 A B 


D C 


AB = CD, AD = BC e DB é lado comum aos triângulos ABD e CDB; 
logo, AABD = ACDB (caso LLL). 


B3 A B 


D с 


МАВ = МЁР (alternos), MBA = MDC (alternos) e AB = CD (lados 
opostos de um paralelogramo); logo, AAMB = ACMD (caso ALA). 
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В.4 А B 


D € 
DC é lado comum aos triângulos ADC e BCD, ADC e BCD são retos e 
AD = BC; logo, AADC = ABCD (caso LAL). 
E A 





с 


Se os quatro lados sào congruentes entre si, entào ABCD é um paralelo- 
gramo, portanto suas diagonais se cruzam no ponto médio de cada uma; 
assim, pelo caso LLL, temos que AAMD = AAMB = ACMD = ACMB. 
B.6 а) 2; b) como AACB = AECD (caso LAL), temos САВ = СЁР. Os 
ângulos САВ e СЁР são alternos congruentes; logo, AB / DÉ. B.740º. 
B.860º. B.945º. B.1035º. B.1180*. B.1260*. B.13a) 120º; 
b)90*. В.14 1.260 m. B.15 55”, B.16 5 ст. B.17 y = 40^ e 
х= 80°. В.18 50°, 40° e 90º. 


Exercícios complementares 


C.1 CA = 400 m e CB = 600 m. 
C.2 * M é ponto médio de AB, portanto M equidista de A e B. 
* Seja P, P # М, um ponto qualquer da mediatriz 
AAMP = ABMP (caso LAL) = РА = PB. 
* Portanto, qualquer ponto da mediatriz equidista de A e B. 


-P 


M 


C.3 I) O pertence à mediatriz r de AC, logo, O equidista de A e C. 
TI) O pertence à mediatriz s de BC, logo, O equidista de B e C. 
Por (I) e (1), O equidista dos três vértices do ДАВС. 


A 


B E 
s 


С.4 П O equidista de ОА e OB, pois 
pertence a ambos. 
П) Sendo P, P + O, um ponto da 
bissetriz OC, temos que: 
ДОРО = AOPS (caso LAA,) = 
= РО =PS 
Por (1) e (ID, qualquer ponto da bisse- 
triz OC equidista dos lados do ângulo 
AÓB. 





C.51) O ponto 7 pertence à bissetriz de ABC, logo, I equidista de BA e BC. 
П) O ponto 7 pertence à bissetriz de ВАС, logo, I equidista de BA e CA. 
Por (1) e (ID, o ponto 7 equidista dos trés lados do triángulo. 


c 


A B 


C.6 + AC = CB = ВА = ДАВС é equilátero, logo, cada um dos ângulos 
internos Á, B e C mede 60º. 
„ЛАРЕ = АСЕР = ABEF (caso LAL) = DE = FD = EF, logo. 


ADEF é equilátero. 
A 
D 
E 
B F c 
С.7а. С.8 15°. С.9 50°. C.1040*. 
Capítulo 8 

Exercícios básicos 
B.1 a)6; b) 9:c)3;d)6;6)7. B2x=4,y= 16 ez- 5. 
В.ЗАЕ = 12еАр = 8. В4х = 14еу = 24. B5b. Bd. 
B.7 а) ВАС é ângulo comum aos triângulos ABC e AMN, e a = 

AC à : 
TAN! assim, pelo caso LAL, temos que ДАВС ~ AAMN; 


b) paralelas, porque os ângulos alternos formados por MN, BC e BM 
são congruentes; c) a razão de semelhança do AAMN para o AABC é 


+ logo, a medida do segmento AM equivale à metade de BC. 
B.8 I) NM é base média do AABC, logo NM/ AB e АВ = 2- MN. 
1D AGNM — AGBA = -AG. — BG AB, 


AG BOT Ш 
Por (1) e (1D), temos GM = GN PE 





Be. 3.10 AABC ~ AAMN (caso AA) => 20. - 


az 
Il 

к= 
3 


go.AN — £, ou seja, N é ponto médio de AC. 


A 





B с 


B.11 Como М é ponto médio de AD e MN / АВ / DC, temos que MP 
é base média do AABD e do ACBD. Logo, MP = 25 ePN- HA 
Adicionando membro a membro essas igualdades, obtemos 

AB DC AB * DC 


MP+PN= == T Portanto, MN — 2 


Er 





ge 


B.12 MN =8cmePQ = 7 ст. В.13 4. В.149 ст. В.15а = 5, 
h=24m=18en=32. B.163cm. B.17.24cm. В.18 1,4. 


р 


вл9нс= 28,8.В20а) 342; b) 5/2; c) a4/2. Bata) tue 





$) 48: o te. 


Exercícios complementares 
Слу= 12. C280m,60me40m. C39cm. C4a. C5 > 
C.6800m. C.7d. C8b. С.9а. C.1024cm. C.1130cm. 


СЛ2е. C.131,75cm. C.145cm.C.156cm. C.16 EUN em. 


3 
Capítulo 9 


Exercícios básicos 


В. a) AAMC = ABCM (caso LLL) = AMC = BMC (1). 
AMC e BMC são suplementares (II). 
Por (I) e (ID, temos que AMC é reto. 


(Ponto 


sa médio) 
B 


b) AAMC = ABCM (caso RHC) > AM = BM, ou seja, M é ponto mé- 


dio de AB. 
A 
2 | 
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B25cm. B36,3 cm. B.4a)x= 50°; b) х = 46°; с) х = 40°. 
B.5 а) 90°; b) retângulo; c) num AABC, retângulo em A, a mediana AM 
mede a metade da hipotenusa BC, logo, M equidista de A, B e C. Assim, M 
é o centro da circunferência circunscrita a esse triângulo.e, como BC é diá- 
metro, conclui-se que o AABC está inscrito na metade dessa circunferência. 
B.6 а)х = 80º; b)x = 40°, B.7 а) РАВ = РВА; b) isósceles. 
B8a)x=12cm;b)y=7. B92a)x—3;b)x —5;c)x — 3. 

B.10 ABT = ATB (ângulos inscrito e de segmento que determinam o 
mesmo arco), P é ângulo comum aos triângulos PTB e PAT; logo, pelo 
caso AA, temos que APTB — APAT. Assim, concluímos que 


ЕБ RR! i EE 
“PA pro? seja, (PT)? = PA + PB. 





T 


Bllx=3,5. B.12101cm. ВАЗ алт = 12,56 m. 
В.14 1.000 voltas. B.J5R = 2,/2 ст er-2em. BJ6R-— 12cm 
er-6cm. B.17R=18dmer= 9./3 dm. 


a 
Rx 


B.18 Do menor lado 





para o maior, à razão é 


Exercícios complementares 


Cla. C2b. 

С.З О arco BAD mede 2y por ser determinado pelo ángulo inscrito de 
medida y. O arco BCD mede 2x por ser determinado pelo ángulo ins- 
crito de medida x. Assim, tem-se que 2x + 2y = 360° > x + y = 180º, 
ou seja, BAD e ВСР são ângulos suplementares. Analogamente, ABC e 
ADC são ângulos suplementares. 








C4c. С.5х= 40°, С.610ст. C.72cm. C.83.630km. 


C93000m. cia C12 om. 


2 Cize. 





C.13 34-48 cm. C.424(3 + ./3 ) cm. 


cas(1+ /2)m. C16./442,42 m. 


Capítulo 10 


Exercícios básicos 


| B.140cm?. В.216ст. B316cm? B.464cm^ В.524ст?. 
' B.645dm. B.712cm?. B.89dm* B.98cm? B.10 12cm. 
B.11a)h= 12 cm; b) A = 84 cn; 


с)А = ,/21(21 — 15)(21 — 13)(21 — 14) cm? = 84 cm? 
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В.129(4 – ./3)cm?. B.13 24/3 cm?. B.14 54,/3 cm?. 
В.15 150(4 + ./3 ) ст2. B.16150cm?. B.17 600 cm? 
27145. 
2 
B.2216zcm'. B.234xdm?. В.248лсп?. B.254(n—2)cm?. 
B.26(2--z)cm?. B.27d.B.28b. B.294cm. B.3015cm. 


81 
B.31 16° 


B.18216cm*. B.19 





em?. B.209rcm?. В.2118лст?. 


Exercícios complementares 


Cib. C2d. C3d. CAc. cs, Ca Cc. cs. 


С.9 750.000 m?. С.10 a) У; b) F; с) Е. 


Capítulo 11 


Exercícios básicos 


В.1 a) ELO a a 
b)———————————— 
-3 5 
c) EE DE DES 
d) EE 
E 
" 3 


—————————— 
8) 3 


—————— 
h) 1 


В.2 а) A CM É 
b) 


e) — E T 4 NS 

o — ED 

7... 
5 

0 3 

юе = wem 


В.З a) ]—3, 13]; b) [5, 10]. B.4 a) ]—, +0o[ = IR; b) [2, 5[. 
B.5 а) 10, 7[; b) [—1,+=°[. B.62)]1,10];b) (4). В.75 = [—3, 11. 





В.8 YA 

el 

ШОР B 

1 

ie --3 

l tels 

DE ] 

) (27-23 

1 14 1 ' 
| 


¿en 
à 
eb 
lh 
w 
> 
-9 
o 
x 








B9-2«x« 5. B10-2<x<2. Blix=30ux=-3. 
B.12x=10ux=4. вл3а= 22 ер= 23. 


Exercícios complementares 


Cib. C2b. C3x=-3. C.4b C.Sprimeiro quadrante. С.а. 


Capítulo 12 


Exercícios básicos 
BAa)LAXB- ((1, —5) (1, 5), (2, 5. (2, 5), (3, 5. (3, 5)} 





5poo. 
va 
5 d 
EA 
Y ОҢ 
E y 
1 


' 

i 

1 

i 

ти 

Пар 
0| 111213 x 

j 

i 

! 

i 

] 





' 
T 
П 

pa 

Va 

„ЖЕ. 

Eo 

bae: 


b)B X A = [(-5, 1), (75, 2), (75. 3), (5, 1), (5, 2), (5, 3): 
c)  — ((1, D, (1,2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)]. 
B.2 a) R não é função de A em B; b) f é função de A em B; c) g não é 
função de A em B; d) h é função de A em B. 

B.3 a) Ré função de A em B; b) f não é função de A em B; c) g é função 
de A em B; d) A não é função de A em B. 


B.4 yA 


nh---e 


л 
7— 


A э 
------------ 


| 
| 








рф) = (-1,0,1,2,3); 
шщ) = (=1,2,5,8, 11). 
В.5 y^ 


gi 

ESI 

i 
E, 


Ф 
әр 





Е ЕЕЕ 


! 
ri SE 
хү 





р = (-2. 1,0, 1,2); 
Im(f) = (0,3, 12). 


B.6 D(f) = {1, 4, 6, 3}; Im(f) = {2,5,8,9}. В.7х=200х = 5. 
B.8 a) f(—10) = 10; b)/(2) = 46; c) f(0) = 40; d) +) = 41. 


B92)/(-1) = 0; )fQ) = 6; VHS) = 12; d) (=) = 5 
€) 0) =0. B.10 a) 20.000 т; b) 72.000.000 т; с) 245. B.11 a) 1; 
b)0; c) —3; d)0; е) —9. В.12 а) 32 bactérias; b) 85 bactérias; 
c) 98 bactérias. B.13 а) V; b) V; c) У; DF; e) F; f) У; g) V; h) F. 
B.14 a) V; Ъ)Е; c) У; d)F; е) V; DF; g V; DV; DE; DV; ЮЕ. 
B.15 a) f(36) = 6; b) (81) = 9; 0) fO) = 2: DSU) =1. 

1 
B.16x — 3 
B, pois toda reta paralela ao eixo Oy, passando por um ponto do eixo Ox 
de abscissa x, x € A, intercepta o gráfico num único ponto. B.19 A nào 
é função de A em В, pois a reta paralela ao eixo Oy, passando pelo ponto 
do eixo Ox de abscissa 6, 6 € A, intercepta o gráfico em mais de um 
ponto. B.20 Representa função o gráfico b, pois toda reta paralela ao 
eixo Oy, passando por qualquer ponto de abscissa x, x € A, intercepta o 
gráfico em um único ponto. 
B.21 D(f) = [-3, 5[; ш) = [—4,4[. 22. D(f) = [—6, 2] U 14,9]; 
Im(f) = [1, 11]. 


B.17 Im(f) = (15,3, —1). В.18 Ré função de A em 


Exercícios complementares 
Cla) 





С.2 A relação f é função de A em B, pois todo elemento de A está asso- 
ciado, através de f, a um único elemento de В. C.3x=9, С.4 А ге- 
lação f é função de A em B, pois todo elemento A está associado, através 
de f, a um único elemento de В. C.5D)b;ID)c. С.ба) V; b) Vic) V; 
d) F; e) F; DF; g)F. C.7 a) 52 dólares; b) 51 dólares; с) 50 sacas. 


CB fH—4) = + b)f(—1) = 5; c) f(2) = 4: d) f(0) = +. 


С.9 a) f(4) = 2; b) f(8) = 3; c) f(1) = 0; d) f42)- I 


С.10 a) 30 cm; b) 5 ст; с) primeira semana. Cid. C.12d. C.13b. 

m —1 
E > 
função de (3) ет, pois a reta paralela ao eixo Oy, passando pelo pon- 
to do eixo Ox de abscissa 3, coincide com o próprio gráfico e, portanto, 
intercepta-o em mais de um ponto. С.20 Não, pois sempre existirá 
reta paralela ao eixo Oy interceptando o gráfico em mais de um ponto. 
C21 Оф = R; р) = (4). C22 рү = R; Im(f) = R. 
C23D(f) = [0,8]; Im(f) = [0,4]. Ce. 


Capítulo 13 


Exercícios básicos 

B1 a) DA) = {x E R | x + 5} DY) = ix E R | x > 1); 
YDP) = {xE R |x #3 ex# —3:d) D) = [x E R |x > 1); 
e) D(f) = R; f D(f) = R; g) D(f) = R; b) р = RS 1) D(f) = R; 
j) D(f) = IR; k) D(f) = IR. 


C.14b. C.15 Cléa C.17d. C.18d. CI9Rnãoé 
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B.2 a) рў) = 
M 


(KER|x=0ex*1) 


0 1 
DDH) = [(x€ Rx 3) -= me 
рр = {х 1х2 3ех+ 5 —————————Ó9— 
YDH = [(x&€ R|xz3ex- 5} e 
дур) = (x € R [x 1) — e 
e) D(f) = {xE R |x= 2) ———————— 


B33)D(f) = (x € R |x + 2}; b) D = Бев: +) 


орф = [entes +} Фр = (x€R[x* lex* —1ex3 


ex IDP = [remiss ese perti] 


ria = et Pel. e 


2 
xij m DO) = {х E R|x#1ex# -1; ) Df) 
йр) = [euis 3 i] »o- (x€R[x £2ex* 3). 


В.4а) 00) = [x€R[x2 1ex4 2); b) D(f) = 
х# 3); c) Df) 


A 
o 


(xER|x>-lex+2e 
-Íx€R[xz -3ex* 1ех+ 2ех+ 4); 00 = В. 


b d 2 
> 
) 2 3 
A aaa 


y A е ке. 


В.5 а) 1е3; 9-3 $)3e-3;d)- 2,2e0;8)1, -1, e 


f) não possui raízes; g) 0, 2 e 4; h) ———; i)2e -+ 


B.7 a) y p 
5 
0 x 0 x 
-1 


В.8 a) D(f) =R; Im(f) = (5); b) DO) = IR; Im(f) = (+) 


B.9 a) [—3, 2]; b) [2, 5]; c) [-7, -3] e [5, 8]. 
d) F; e) V; f) F; в) V; h) F. 


B.6 —5e4. 





B.10 a) V; b) V; c) V; 


Exercícios complementares 


Cla) D() =R; b) D(f) = (0); c) D(f) = (1); d) Df) ZR, e) D) =. 
C2D(f)- {1} e Im(f) = (0. C3c C4d. C52)3; 5) -1; 
c) não possui raízes; d) 4. C.6a — 2eb = —6. 

сл 





C8)0<1=2;b)7<1<10;0)2<1<7. С.9с. 
сло yA 











ојо- nws non ow 


10 11 12 x 


a) crescente; b) constante; c) decrescente; d) 0%. Clic C.12d. 
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Capítulo 14 

















1 xxx 

B3aja=2eb=1; b)-— B4a=-3eb=0. B5c. ватолә = [ne eor OUT Bu 
300 se x > 10 

B.6 


y h min, e f(x) representa a temperatura em °C; 
b) 


Оф = Ве) = R. 


01 x 


B.7 a) R$ 327,00: b) f(x) = 160 + 0,02x, sendo x e f(x) em reais. 
B.8 a) 24 °C; b) 8 °C. 








gLysx2 T[-T«] Exercícios complementares 
2 ci 
h) [E===2T+T-] 


=1/4 




















C2b. C3a C4a)5min;b)0min<x< 5 min; c) 5 min < х= 6min. 

















5/2 С.5 a) 27 de abril; b) de 1 a 26 de abril; c) de 28 a 30 de abril. 
B.103)[5$922x-5| - | + C.6 a) 15 de maio; b) durante os primeiros catorze dias de maio; c) du- 
rante os dezesseis dias que vào de 16 а 31 de maio. C.7e. C.8 b. 
D C9a. C10 
he. | -] „еш 
Suc Capítulo 15 
c) 
1/2 Exercícios básicos 
a) Era] + | -] Bla) y, 
B.11 |. 
Az 
B.12 
B.13 a) F; b) У; с) У; d) F; e) V; f) V. B.Me. 
B.15 a) c) 


peR|y>-4). 





DA =R; 
ш) = (y € R|y «4). 
B.16 а) y, b) 





D=R; 
Im= (ye R|yz —9). 
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D=R; 
Im=(yER|y>0). 





D=R; 
Im=(yER|y<0). 


D-R; 
In = (y€ R|y « 9). 








D=R; 
Im=(yER|y=0). 
D=R; 
m= (yER|y>-4). 





1 


=R; 
Im = (y E R| y« 0). 


4 





B2a)a=1,b=-2ec=-3;b)Im(f)=[-4, +|. B3a= -4, 








b-lec-0. В.4а)а = 1, = —2ec = 2; b) f(4) = 10. 
BS Ym mER|m< 2 em*0. B6m=2 ` 


B.7 Ут mER|m> 6. 


9 Ва) 


УА 


| 
о 
[ 
g 


-yeR|ys- 


E) 
al» 
































O mínimo da função é —9. 


o ponto de mínimo é 4; 


O máximo da função é 9; 
o ponto de máximo é 1; 


d) 






O mínimo da função é 2; 


о ponto de mínimo é i 





A eee 


B.10 a) O mínimo da função é —8; o ponto de mínimo é 3; b) O máximo 
da função é 9; o ponto de máximo é 2: c) O mínimo da função é —9; o 
ponto de mínimo é 0; d) O máximo da função é 16; o ponto de máximo 
é 0; e) O mínimo da função é 0; o ponto de mínimo é 0; f) O mínimo da 


função é 3; o ponto de mínimo é 1; g) O máximo da função é 2; 0 
ponto de máximo é > h) O mínimo da função é + o ponto de 


mínimo é + i) O máximo de função é 4; o ponto de máximo é —2. 


Bllm=-3. B.12m=-—60um=2. B.13 A altura máxima atin- 
gida pela bala é de 500 m; a bala atinge a altura máximaem 55. В. 14а. 


В.15 а) [ f0 = ха-5х+4 [+ ]-T+ 











B.162) 5 = (ER |x<=100x>4095=(reR]0=x=< +} 


с)$= {x ER|—3 <x <4}; d) S = @;е)5 = (3D S = IR в) S = Ø; 
h) S = [x E R |x < 2 ou x > 5}; i) S = (XER|-4<x<2); 


ps=[reR|o<r< +} os- lenis» +) »s- (5) 
m) s = fr e rR A <x< A, п) S=¡R; 
0) S= {x Є R | -3 < x < 3}; р) S = {x ER |0 < x< 1); 
з= (еве 3o а}; 05 = [vem] AL <х<в) 


BI Vm m € R| m» 2. BIS Ym тев [m — 4. 
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Exercícios complementares 


Cld C2VkkER* CIVkKER|k> E 


С4 у = 68 + 9х + 1. Сз ш) = (y ER]|2=< y = 20). 
C.6Im( = {y E R| -4«y«5). C7Im(f) - {y ER |y < 4]. 
C8b. C9a. С.10а) (4,0) e (—2, 0); b) [m € IR |0 <m < 16}. 
Car 





С.12 O máximo da função é 8. C.13 A área máxima é 8 сш. 
С.14 112,5m?, С.15 43. C.16 a) R$ 90.000,00; b) R$ 93.750,00. 
C.1790e90. C.18b. C.19c. С.20 с. 

C.21 a) D(f) = (x E R | x = 0 ou x 7 4); b) D(f) = R; c) D(f) = (1). 
аур) =(x*ER|1=<x<2006<x=<8). C22e. 


Capítulo 16 


Exercícios básicos 
ВЛ а) 5 = [xE R[x«0002«x «5; b) 5 = (x ER |x < —30u 


165 <3 oux > Tio) S= fe ER |a < uxo 2h 


0S=(+ER|2<x=200:>4%05=(rER|x> +) 
D$-(x€ R[x«-louxz1:g 5 = {х ЄВ |х < 5}; 
0) S= (х ЄЕ |0 <х<20их> 4}; i) 5 = (x€ R[x < –1); 


ps-es- (,зу5 =[кє®|х#—2ех= -5 ex* 4 


ва 5 = рекіх < та 


3 р 
5 SIE 


b)S=(xER|0<x<lou4<r<5S|o)S=|rER|x=< > ou 


х= 4) B3 с. B4 a. Bsys-[eRr|x> +) 


b)s-(xeR|x«1koS-IR;d) $= (x ER|x<-—20ux > 2); 


os- [remise + wx 5р8 = век |х< -i ou 
2 

3«x«4ox»5S4i)S-(xe€R|x«-20o01 «x « 6); 

й$={хєв|х>з};к)5 = (x& R |x 24): 


idi gS-(xeR|0xx«l);h)$- {x ER |x < 2 ou 


у= remise 902 il 


вва = гек i <x< | з= ек| -4 «x«0 


a 
2 
ouxz 2) дз=[кєк| -4 <r<Qoux> i 


6 


95- кек | 0002 8:5 кек -5 <x<0ou 


E Sis 3 D S= {x ER] -I< < 0 oux > 1% 


gs=[reER|x<-1-,3 о0<х=-1+ (3 |. 
5730 = (єв + <x=3| DM = (x€R|-5«x«3 


ex + 2); c) D(f) = R. 
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Exercícios complementares 

С1х=2. C25=(xER|x<-20u1<x<2). 
C3S=(xER|x<-—5o0ux>1). C4a)x>3b)x=4). C5b. 
C6 Ух, хЄВ |0 <х<20их> 5. C7x-0. 


Css=(reR|x<-200=1<x< n oux> 1}. C.9 b. 


2 
Capitulo 17 


Exercícios básicos 


B.1a) V;b) Vic) V;d)F;e) Vf) V; g) Vi) Vi) E) V. B24) 43 ; 
b) 2, 4; с)1; d) 0,01. B.3a) Е; b) У; c) F; d) V; e) V; f) F; в) У; h) V; 
i) V; j) V; k) F; 1) Vim) Vin)F. В.4а)$ = (11,5); b) S = (4, -3) 


os= |4} ds={1,1+ 42, 1- JD); 95 (6 -1,2 3); 


)s- 0.2195 fo, +} B.5 a) S = (4, —4); b) S = (1, —1, 


4, —4}; c) S = Ø; d) S = (2. 2, E z В.ба)$ = {2,—2}; 
ыз (0.2), os- oz sos i sies - [-3- 5) 


05= ЕЗ 95-1, Е Xx h)S=(-1,0,3). 


B.7 a) S = t. 2; b) 5 = + sh ©) S = (0,2); d) 5 = (3); 


әз= 17508 (4. Sh ёз = (0.960515). 


n825-[«em| -& =з рева -5 ou 


ilh c)S-72í(x€R|-3«xs«-lou1&x«*3] 


9s=[reR|-1<1< -4 oul<x< ij 


е)$= сєк|-4<х<6;05={кєв|х< -2 oux> 2 i 


2)5=(rER|x<-20u —42 <x< /2 ouxz2]; 
hS=(xER|-3<x<1). B.9c. B.10 A maior medida possí- 
vel é 5,008 cm, e a menor é 4,992 cm. 
Blla) уу 











[3, +esl. 








=R; 
= [0, +. 


D 
Im 


i) 








D=R; 


[-8, +. 


Im= 

















1755.0]. 


=R} 


D 
Im 





e) 
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B.133) 








cas 


a|n 








1, 
ho ea ramas 


2 x 
Capítulo 18 
Exercícios básicos 
влау$= (+) ъ= =(-11: 05 = Cx d) 5 = (0); 


9s- (+) Ð S = (0); 2) S = (10); h) S = [-4}] DS = {3}; 


Ds-(28:95-(0;Ds- (+) В.2а)5= (3); 


-ij s= exo (-5 9s- CS 


оз= (2, 2:05 = (0205 = [3] os- ||; рз (2): 


®з=| 





юз = [-3] »s- (-5]: ms [5]. B3 а) $ = (3); 
b) S = (2); с) 5 = {3}; d) S = {2}; e) S = (4); B.4a) S= (1, 2); 
b) S= {1,2}; о) 5 = {2}; d S = {0,1};е)$ = (71,1; S = (2k 
8) 5 = (2; h) S = {3} i) S = {1}. B.5a. 


В.6 а) 5 = [eui E; b)S= penis +) 
с)5 = {хЄЕ к<3:05= [remiss +} 


as-[en х= 5; )s- penis -4] 
gBS-R;hS-([xeR|xz1); 
»s- [enis 3 ijos- Ix €iR[x« 1); 


юз en ii DS=(xeR|x=2). B.7b. 


В.8а)5 = penis - 1] 5)52 (x € R [x 0). 


В.9 а) S = {x E R | x > 1}; b) S = {x E R | x < 2 ou x > 3); 
с) 5 = {xER|x< 1 oux> 5). 





Exercícios complementares 


C.le C2d. C3 5 = Ø. C.4 98% aproximadamente. С.5 b. 
C6S=(xER|0<x<1). 


Capítulo 19 


Exercícios básicos 


8132, 03:0 10; 0-2; 0) 4; 94 91 90,95 DS: 


DEDO B2d 
T 

B.3 a) 25; b) 6; oc: d) 1; e) 125; f) 3: g) E ® EX i) 5. 

B.454. B.512. B.63. вл 10. В.8 5. В.99. В.109. 


1 1 
B.1175. B.122. B.13a) log, — = log, a^! = —log, a. 
a SR 
L3 


b) Fazendo log, b = x, temos que a* = b; elevando ambos os mem- 
a 25 1 


bros dessa última igualdade a +, temos (a*)' = b^ a=b" ;рог 
definição de logaritmo, podemos escreve I = log, a, mas x = log, b; 


e calme. 
logo, ЭРЭР: = log, а (с.д.1.). В.14 a) —m; b) n c) mU 


B52)—m^b)-1. B.l6a)-3;b) — T 93. 


B.17 а) 1,11; b) —0,25; с) 0,25; d)0,63 (aproximadamente); е) 1,58 
(aproximadamente); f) 1,29: g) 1,97; h) 0,07; i) 0,34 (aproximadamente); 
3) 1,03; k)3,08. В.18а) 1,16; b) 1,85; с) —0,22; d)0,72; e) 1,47; 
f) 0,78; g) 1,25; h) 0,19 (aproximadamente); i) 1,46 (aproximadamente); 
3) 2,20 (aproximadamente); К) —0,17 (aproximadamente). В.19 а) 0,79 
(aproximadamente); b) 0,44 (aproximadamente). В.20 а) 0,43 (aproxi- 
madamente); b) 0,30 (aproximadamente); c) 0,69 (aproximadamente). 














B.21 a) log, а - 126 = t t = log, a = Ios 
boe si E d д ii 
LS L3 

(cqd). B.22x=2. B23x=3. B.24m+n. B.25 -3. 
в26 68. Вог 2+. pas 122". вад -a 

1+ т 
В.30 PES 
B.31 3) 








В.32 a) crescente; b) decrescente; c) crescente; d) decrescente. 
B.33 a) V; b) V; c) F; d) V; e) У. B.343) D(f) = (x € IR [x > 3); 
b)D(g) = [x € R | x < 0 ou x > 3}; c) D(f) = (x € R| x € 1 ou 


x> 40) DG) =R 9DU = enis» B exl 


оро - emis» 26x 3). B.35b. B36a)S= (15); 
5)5- (3:0)5= (6: S= Qkos- 
95- (53) s [т]. В.37а)5= [—4,2};Ь)5 = {6}; 
ƏS = (32); DS = 2595 = (8,5; 05 = {1,9}; 05 = (2); 
ws- (4). B38x=4ey=2. В.39 9. В.40а. B.4lb. 


{6,4}; е)5= (8,5); 


33 


B.42 a) S = [eni 2 


i$. bS=(xeR|x=>5); 
JS= (KER 13<2<6:05= ек| E === 4) 


е)5 = (xER|3<x<5} 5 = {хє |х2> 3); 


gS-ixeR|1«x«9). sa95-ben| 4 <= 
ys= [er] E <r<shos= (rem E «i 
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os- [emi i <х<1рдз= (x€ R [xz 8); 


DS=[|xER|[2<x<4). ВА4а)5= 
b) S=; c) S= {хЄЕ|х> 3): d) 5= 


(x€R[x« —4oux 2]; 
(*ER|x>3). 


Exercícios complementares 


СЛ 21 =1000u 2 = C2b. C34. C.40,903. 


T 
M M, 100 ` 
a 


€5b5. C6b= E C.7 0.857. С.8 7,33 (aproximadamente). 


C.96meses. C.10e. Clle. C.12b. C.13a. 


C.14 2) D(f) = 


b)D(g) = [xE R| 1 €x € 2oux- 4]. 
CA5D(f -(x€ R|x 74). C.16b. C.I7e. 


е |< X ойх> 2); 


С.185 = Ø. 
C.19 d. C.20 a) 





1° de janeiro de 2000 
1? de janeiro de 2001 125 














1? de janeiro de 2002 
1º de janeiro de 2003 
1º de janeiro de 2004 


1º de janeiro do ano 2000 + k (1,25) 














b) 2010. С215 = 
cuc 5). cns-fer|-S «x«i. C233. 


Capitulo 20 


Exercícios básicos 

Ble. B22)(gof)5) = g(f(5) = g(6) = 

b) (Год) (5) = Д(в(5)) = f(17) = 18 

c) (g ofe = g(f6)) = gf + 1) 236 + 1) + 22 3x +5; 
d)(fogx = fle) = 3х + 2) = 3x +2 + 15 3x 3. 

B3 a) (е of) = g(f(1)) = (8) = 2; b) (Fo 81) —f(g(1) = f1) = 8; 
с) fogX-8) = f(g(-8) = f(72) = —1; 

4) (g 0) = gfw) = ge? +7) = T) *7; 

(fog) = Д(в(х)) =/@/х) 7x7. В44. 


BS a) 


KER|[I<x<9;b)S=(xER|2<x<3 








A B 


b) 


dh 


c) f-! não é função, pois existe elemento do domínio de /-! com 
mais de uma imagem. 
B6a) a 


fi 
m 


c) f~ é função, pois todo elemento do domínio de f^! possui uma 








única imagem. 
B79y- 313. gp = 24, ду= 2013, 
фк у= 2. mapu 
В9 а) 10) = —2 + log, x; b) FIG) = io + log, x) Bd0c. 
Exercícios complementares 
Cik--1. C2a)fQ0)-35;b)f() = 2х -5. C3c. C4b. 


С.5а. C6Im(f-)-(y€ R|y*0ey*ley*-—1) C7d. 


Capitulo 21 


Exercícios básicos 
B.1 Uma distribuição possível é: 





| Classe (em metros) A 
[1,69; 1,76[ 
[1,76; 1,83[ 
[1,83; 1,92[ 
[1.92; 1,93] 
































B.2 Gráfico de linha: 


Егеайёпсіа 
(número de 
unidades vendidas) 









р 
П 
pre 





6 Бао 
S E | 
1 i 1 4 
1 2 3 4 5 
Classes 
(numeração) 


Nota. Também é correto colocar as classes no eixo vertical e as freqüén- 
cias no eixo horizontal. 


Gráfico de barras verticais: 


A Frequência 








“р 1 
1 


Numeração 


N 
w 
> 
o 





Gráfico de barras horizontais: 


Numeração A 


El 


| 


E 





| 
D 
Н 
П 
р 
' 
i 
i 
' 
i 
1 
Б 





i 
; 
i 
= І 
i ' 
i i 
i Н 
ESG 137 
.0|50 100 150 250 450 
Freqüéncia 
Gráfico de setores: 
90* 54° 


36º 


a) 


162º 


Bd. В.41) d; Ша. 

B.5 a) 7 alunos; b) 20 alunos; с) 25%. 

B.6 a) 700 garrafas; b) aproximadamente 57,14%. 

BT Classe 

(tempo, em dias) 

[149,5; 181,5[ 
[181,5; 213,5[ 

[213,5; 245,5[ 

[245,5; 277,51 


[277,5; 309,5] 




























T ES Tempo 


NOS n 
(dias) 


Nota. Os extremos de classe nào precisam, necessariamente, pertencer 
à amostra. 


Exercícios complementares 
Clb. C2d. C3d. CAG 


























cs Classe z 
(área, em metros quadrados) 
[250,0; 276,2[ 4 
[276.2; 302,4[ К 
[302,4; 328,6[ 2 
1328,6; 354,8[ y 
[354,8; 381,0[ 1 
[381,0; 407,2] 5 

















Capítulo 22 


Exercícios básicos 
B.1 20,2 anos. B.2 8. B.3 R$ 710,00. B.4 6,48. B.5 a) 3l; 
b) aproximadamente 5.7. B.6 a) 5.120 candidatos; b) nào, pois a nota 
média, nessa questão, é x tal que: 
1:20+2:32+3-16+4-12+5+10+0+10 
100 
e, portanto, x > 2. B.7 а) Mo = 2; b) Md = 2. B8 16,325 г. 
B.9 a) Média = R$ 2.000,00 e mediana = R$ 1.500,00; b) a variância 
da nova distribuição ficará menor. В.10 a) Média de x: x = 26. Média 
de y: y = 26; b) desvio-padrão de x: o, = 14,62; desvio-padrão de у: 
о, = 18,00. Logo, o atirador x teve um desempenho mais regular. 


=2,30 


x= 





Exercícios complementares 


С.Л 80 mulheres e 40 homens. С.2а)х = 
C3b. С.4с. C.5d. C.6a)Jogador A: 
b) jogador A: с, = 1,2, jogador B: ср = 6,5. 

c) Você decide! Observe, porém, que, apesar de os jogadores possuírem 
a mesma média de pontos por jogo, o desvio-padrão do jogador A é me- 
nor do que o do jogador B. Isso quer dizer que, em muito mais jogos, o 
jogador A esteve mais próximo da média do que o jogador В, isto é, A 
foi mais regular do que B. 


Capítulo 23 


Exercícios básicos 

B.la =3,0,=2,0,=5,0,=9,a:=6,0,=6e0,=6. B2d. 
B3 c. B. а) (6, 15, 24, 33, 42, ...); b) (3, 6, 12, 24, 48, ...); 
c) (8, 13, 18, 23, 28, ...); d) (3, 8, 15, 24, 35, ...). 





; b) Md =7;c) Mo = 7. 
20, jogador B: x, = 20; 





Exercícios complementares 
Cia C2b. С3За) 5, = 140;Ь) а, = 5;с)а„= 15. Cad. 
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Capitulo 24 


Exercícios básicos 


В.Л a) (6, 11, 16, 21, 26, 31) É P.A.: b) (1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81) 
5 7 8 10 H ) z 

3 3" 3º 33» 3 éP.A. 
B2a,,—a,-4(n 1) -1— (4n 1) =4п 4+1 -4n—1—4; 
logo, a segiiência é P.A. de razão 4. B3r= E 
B.5 a) decrescente; b) crescente; c) constante; d) crescente; e) constante; 
f)erscent. В.6х = 4. B7x=20ux=1. В.8х= 3. 
EJ 

3" 





não éP.A.; c) ( i m. 


B4r=5. 


B.9 as, = 205. B.10 ag = —207. В.Па,; = 


zi 218 
Bizr= 5. B.J3r= 18 ` 
В.16 27. B.1769. B.18r— —3. B.19a = —10. 
B.20 (4, 13, 22, 31, 40, 49, 58, 67). 


7 A з 5 d 1 
B.21 (1 6° ggg 2) В.22г = * 
В.23 a = 162. B.24(6.2, —2). B.25d. B.26b. B.279.960. 
B.28 4.335. B.292.310. B.302.562. B.312.210. 
B.32 5.586. B.339.504. B.3440. B.3526. 
B36a=2er=4. В.37 24. В.38 а) 2.550; b) 2.420. 
В.39 S, = m». В.40 5, = п? – п. В.415, = п nm. 


В.14п = 36. В.15л = 51. 


Exercícios complementares 


C1x-2. C2a4,-99. C3r=-—11. C4b. C.5187. Cc. 
СЛа»= 103. С.8с. C950cm. C.1039. C.1121. C.124.123. 
С.13 а. Cl4d. C.15e. C.16.b. C.1720 prestações. С.18 а. 
C.19n = 31. C.20b. 


Capítulo 25 


Exercícios básicos 
B.1 a) (6, 12, 24, 48, 96) é P.G., q = 2; b) (3, 6, 9, 12, 15, 18) não éP.G.; 


e ues 1 Ea 
or owe a) Pam e 


d) (&. 8,48, 288, 1:28 é P.G., q = 6; e) (1, 8, 81, 1.024) não é P.G.; 


jd E Jg. 
o(1 + +) ePG,a- у. B2ÉPG. B3q- +. 


В.44 = > B.5 a) constante; b) crescente; c) decrescente; d) quase 


nula; e) oscilante; f) constante. B.6x = 3 ou x = В.7 х = 3. 


1 
7 
B.8 а = 1.536. В.9 д, = 2.187. B.10 5 = 2: B.11g = З оз 
4= —3. В.12п= 20. В.13л = 11. В.14а, =1. В.154 = 200 
а= —2. B.16 (3, 6, 12, 24, 48, 96). 


BIT (1, 42, M2, 42, NE, 8/32, 2)ou 
(1, -&@, Ma, 42, VE, =Y, 2). 


B.18 a, = M B.19 (5, —10, 20) ou (20, —10, 5). 
Bu E _ 1.023 
B.20 E > i) B215,—409. В225ь= DÊ. 
B23$,- —682. B24$,—0. B25n—10. B26a,—3. 
_ 1% = 128 C 
в275„= 2. Bass = 122. вдёл= 3. 
a =, SE 
взәр= 201. Взір= 17. В324= 1. B3%e, 


B.34 R$ 38.750,00, aproximadamente. В.35 R$ 3.400,00 (cuidado, 
esse foi o juro, já que o montante acumulado foi de R$ 13.400,00). 
B.36 20% ao ano, aproximadamente. В.37 14,3 meses, aproximada- 
mente. В.38 R$ 20.000,00. B.39 R$ 80.800,00, aproximadamente. 
B.40 R$ 13.305,60. B.41 a) R$ 137.261,52; b) 37.26%. 

B.42 a) R$ 46.075,00; b) 7,85% В.43 а) 0,81092p; b) 18,908%. 
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Exercícios complementares 
Cid C25b. СЗ a) (1,02); b) (1,02)!!x; c) (1.02) - 199 - x. 


C.4 18º geração. C.5 12 partidas... C.6q— — 4] - C7g=2ou 


q=0. C8e. C9c. Cl0e Clld. C.12c. C.13 148.832 
calculadoras. С.14л = 11. C.15 18 dias. 
C.16 P, = a,q° ag! ag? aq? aq = 





= fo a a. Ca) Mal gl sq* un) 
п fatores nfatores 
= aj q9*1*?*-*- 5. Observando que o expoente de q é asoma dos 


nin —1) 
n termos de uma P.A., temos P, = aj + q? C7 Р» = 512. 


С.18х=4. C.19b. С.205= (5). С.21 A empresa A doará asoma, 

em dólares, dos dez primeiros termos da P.G. 

(100.000, 50.000, 25.000, ...), isto é, S\ọ = 199.806 dólares. A empresa В 

doará a soma, em dólares, dos infinitos termos da P.G. 

(98.000, 49.000, 24.500, ...), isto é, S.. = 196.000 dólares. Logo, a empre- 

3207 
3 


sa А é a mais generosa. С.22 5, = cm. С.23 As distâncias 





percorridas em alguns dos segundos após a freada formam a P.G. 








(o, 5, i . Mesmo que essa P.G. fosse infinita, não haveria o cho- 
que do auto com a pedra, pois $„ = M. - + = 26,66. Isto é, 
[== 
4 


a soma dos termos da P.G. é aproximadamente 26,66 m, que é menor do 
que 100 т. C.24c.C.25b. С.26 25 anos, aproximadamente. 
C27a. C28c. C29a. 


Capitulo 26 


Exercícios básicos 

B.1 Aproximadamente, sen 35º = 0,57, cos 35º = 0,81 e tg 35º = 0,70. 

В.2 а) х = 3,52 ст; b) x = 2,3 cm; c)x=5,3cm. B.3 h = 113,6 m. 
8 


В.4 Aproximadamente 14,8 т. В.5 х = 3mm B.6 x = 38,3 em, 


aproximadamente. B.7E=12. B.8 E= B.9 16 cm. 


sje 


B.10 a) 3; b)2. В.11 sena = die, В.12 tga = P 








TT 3 

Bl3sena= É ecosa = 2 B.14 sen a = 345 e 
5 5 5 

cosa = E, B.15 sen a = ш ecosa = E 


B.16 Seja um triângulo retângulo com um ángulo agudo о: 


temos sen а = 2, cosa = = pelo teorema de Pitágoras, 
b? + c? = a?; dividindo ambos os membros da igualdade anterior por 


2 2 2 2 
demos E + E = э[> | «(SJ =1; 
a а а а а 


logo, (sen a)? + (cos a)? = 1, isto é, sen? a + cos? a = 1 (c.q.d.). 
E erii з 

B17x=6cm. BIBE==¿. BJ9E- c 

B20x= 1043 cm. B21x-25m. 

B.22 a) 100.3 m; b) 200,3 m. 


Exercícios complementares 


ESTA h sen 0 
Cliga=. yo C44 C54 


C.6x—24cm. C.7b. C.848m. C.9378m. С.10а. 


C25m. C3R= 


С.11 a) 10 cm?; b) 4/3. m*; c) 2 dm?. 





C2b. C.13a. 
С.14 a = 150º. C.153cm. 
Capítulo 27 
Exercícios básicos 
B.11,75rad. B.245*. B3 "e: rs T rad; py E T rad; g — T tad; 


= 





d) i rad; 93 rad; f) rad: g) Е rad; h) E rad; 


) t rad; j) E rad. В.4а) 36°; b) 150% c) 135º; d) 315% 


e) 120º; f) 90°; g) 240º; h) 100°; i) 330°; j) 57º (aproximadamente); 
К) 85,9? (aproximadamente); I) 40,1? (aproximadamente). 


B.5 a) 50°; b) 240°; с) 300º. В.б а) tE rad; b) + 


Ban: 47 p: SE. 


B.7N: 159º, P: 201°, О: 339º. 3 5 


c) E rad. 


Q: A B.9 a) M: 60º, P: 240°, Q: 300º; b) M: 30°, N: 150º, О: 330º; 


эт . BL. 
B.10 а) M: =, Р: ———. FT UR 
т 2n Sn Tr 


Anta 21; сум: TON E ‚= 


c) М: 50°, N: 130°, P: 230°. 





b)M: 


Exercícios complementares 
C.1 48 voltas. С.2 6°, aproximadamente. С.З "e rad. 


: dc a, йж MERE LS E 
С.4 А: 0, 27, 2m; M: T> 43 By 25 № A^ 
$T. anm mpl, SE, E My о ЖЕ 
TG Am m Р: 21, q B y 7:29 -4^ 


-5 С.5е. Ce. С.7 320°. С.8 330°. C9d. 


Capítulo 28 











Exercícios básicos 
B.1 a) cos 0 = 1, sen 0 = 0; b) cos + =0,sen + =I:ce)cost= —1, 
sent = 0; d) cos ZE =0, sen ЭТ. = —], cos 2л = 1,зеп 2л = 0. 
I - TES ll 
BA2E--1. B3E=1. B4a) ==; b) 3* с) 3? 
10 A a ха. О Mem VE 
d) ism m EDET) 2: №) 250 o 
кы a л under c 
DS 238-— vu 2^ В.5а) 5: b) 2^ 
MEN dde ed. ida RV 
gros 50 = 2:9 PERS "s В.6Е = 3* Bc. 
A IRON OR VR) VADE 
B9E=-2. B.10a)V;b)F;c)F;d)V. Bila) — dim, 
1. ED is 
9: d4 + ВЛ2 sena + 13 B.13 cos a zm 
B.14 sen x = 45 ecosx— с=с. 


B.15m=30um=-4. В.165 = {—1 + coso, —1 — cosa}. 
ВЛ7вепх=-1. BiSsenx- l. BI9E=4 B20E- 2. 

3 4 4 
Exercícios complementares 


C1E=-2. C2E=-—1. C3d. CAb. Ce. С.6с. 
C.896cm. C9a. C.10k=-—1. C.11b. 


CA25— Dou 


Capitulo 29 


Exercícios básicos 


= Ju 27). __ 11922 „ТЕ 
219 s= (E, = bs (E, 6 


CTa. 








| © S = (0) 





eua Ml „| 5m. TA 
ов (PL os- [58 1 | 


ms (exl) s |F, E); PS=0k)5=0. 
B.2 a) S = (30°, 150°}; b) S = (1209, 240°}; c) $ = (90º); 
d) S = (90%, 270°}; e) S = (0%, 180°}; f) S = (30%, 330º); 
2) S = (225%, 315%); h) S = (45°, 315°); i) S = {180°}; j) S = 


ps= Е | 95 (n): 





(270º). 


nas- (4. 4), BAS = (1,31). В.55= 0. 
[a Sm Im A q 3h 
es-[t. 5m, 25) mosh л, 3E] 
zm 3x mo ox sit dE 
взз- [5 gag E) Bos (5. н) 
т 5% -|n Im Ит 
BJOS E. + E] виз |$, | 
-|z x 5 
ВЛ2а. BI3S |, == | 


B.145= E. 3x. BISS= b. Em) B.165= (0,7). 











Exercícios complêmentares .. 

Cla Cc. cas- [5 Зе, E, m. CA 4n 
ess- [$ ЗЕ}, сезе [g. 3r. X. 38) 
слз= 5. =, D B | C85 - |o, E, л, =. 
cos=(0). Сл05- |f, 27, 5E, dE, 

С215= (0,7, 2л). С125= E. E. X. 

С135= E. =, ==, “E салаа, 

cs |. SE, 1E, ШЕ) 

С165 = & AL, E x 

Exercícios básicos 


B.1a)S= peni <s < A |; 





5s- рев ZE «х= Ht |j өз ={хє®|о<х<л}; 
ds- реко: E ou E <x<2m) 


os- [enl = =х= m. 
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lix 





»s-|em]osse 4 ou exem) 
Зл 


o5- [enl T <x< ==) ms=(rerjo=x< + ou 


= exem ps= (E DS=(xER|0<x<2m): 


bs-aps- emlosxezess z); 


2 
m)$- [eno semen E ex+ =, B2e. 
ваз рек E ex. B4s= хєк|-- «xen 
В.55= [eni <x «3L В.6е. 
B7s=(remjo<r<E ou dE E 
B85=(veR]x=00u E sas ŽE inea) 
вәз= (veros х< E ou E eam). 

= т Сила 0и Jim. 
вл05- гек E <х< $^ Us х= 6 | 
Bu s=(remjo<x< E ou 27. exem) 
Exercícios complementares 


Cle С2е C35= рекох ак 3). 


С45 = ект =х=то E 12). 





С.55= [кєк =х#-Э® pesa y Ий <х<2), 
6 6 4 
Sr 
Сва C7e C8$- [eni 25 Eur «t. 
Capitulo 31 
Exercícios básicos 
B.1 a) 0; b) 0; c) não existe. B.2sena = == сона IO 





B3tgx + B4a) E b) 485 с) --B. d —1;¢) 1; 
0-1. B5E- x вва) - 5; ) É; c) —1;d) 3. 
B7b. B8e B9E=-S. BIOE=-1 Bilag)-i; 

b) 435 c) 43. 5429 43; 0) -45:9 2. 

Exercícios complementares 

Сла. C2e. C3tgx = —1. CA О produto é positivo se, e so- 


mente se, x é medida de um arco do primeiro ou quarto quadrante. 
C.5 Quarto quadrante. C.6 e. 


Capítulo 32 





Exercícios básicos 

n195- [5. |; уѕ= E. z ios (2. =} 
à (з=, EE 9$- (0,25 E. = =, 25). 
325- o. e 55. Взе B4b. nss- (E, +, 

















ми x x 4n зт 
В.б а. влаз = геі 3 <x< 7 9 <x< E 
®з={сєк|о<х< 5 ou T <х< 2: m + <x<2m) 
OS=|xER|[0<x< T ou Эт Xx an ou Tr =х<2л! 

2 4 2 4 

®з={кєк| Loca Eo ME eue DE | 
е)$={хєЄ В| T <x<E оц Ts <x< 2: 

6 2 6 23) 


бз=[єк|о<х< ® oumex« 





9s=(rer| E <x<mou dE exem) B.8 ек 





вәз=|гєк|о<х= Ж ӘС ш 5 ou 280 «xem. 
4 4 4 
Exercícios complementares 
ám 5л SE m. ж 4m 
cis= E. Sam i. cas- [4-. 4° 3° 73 |. C3d. 
= [E Sm Bm TE 
cas- [E FE =|, 
ess=(rerjo=s<E ац 2 еш ou 
3 3 3 
+ «x m) Cós= prerjo<a< E oux «x« +, 
Зл Зл 7m 
C7«€R|0«a« + ou «a« —- ou «0 «2m. 
Capitulo 33 
Exercícios básicos 


Bla)l;b)lc)-1. B2E=1. B3a ваз= [E 2х). 


В.55 = LE Ea B.6d. B7- ES B.8a. 


B9 a) É ia em IR; b) não é identidade em IR; c) é identidade 
em IR*; d) não é identidade em IR; e) é identidade em U. 
B.10 a) Usando a técnica II: a igualdade sen? x + cos? x = 1 é identi- 
dade em IR; logo, também o é em U, pois U C IR; dividindo ambos os 
membros dessa igualdade por sen?x, com sen x + 0, temos: 
sen? x cz 1 
sen? x sen? x sen? x 
b) Usando a técnica (I). Passo 1: o primeiro membro está definido des- 
de que sen x # 0 e cos x # 0; o segundo membro está definido desde 
que cos x = 0; logo, ambos os membros estão definidos em U. Passo 2: 
partindo do primeiro membro, temos: 





= 1 + cotg?x=cossec?x  (c.q.d.). 


primeiro membro = (tg x + cotg x) sen x = 
(= eet] (Sram 
- *O———-|senx-|——————— 
cos x sen x cos x sen x 





Jens = 


1 


cos x sen x 
— segundo membro 


1 
x= = сх = 
cos x 


(c.q.d.). 


c) Usando a técnica (I). Passo 1: o primeiro membro está definido des- 
de que sen x # 0 e cos x # 0; o segundo membro está definido desde 
que sen x # 0; logo, ambos os membros estão definidos em U. Passo 2: 
partindo do primeiro membro, temos: 


primeiro membro = (1 + sen x) (cossec x — 1) sec x = 








=(1+ sena) ( £ AL = 

sen x cos x 
— — 2 

=@ + seny хах. РЕ 0 Д1. 
ѕеп х cos x sen x cos x 

== Соз. E = 

a Cos шу ОЮП segundo membro (c.q.d.). 





d) Usando a técnica (I). Passo 1: as expressões ѕепё x — cost x e 
sen? x — cos? x estão definidas para qualquer x. x € IR. Passo 2: partin- 
do do primeiro membro, temos primeiro membro = sen? x — cos! x = 

= (sen? x)? — (cos? х)? = (sen? х + cos? x) (sen? x — cos? x) = 

= 1 + (sen?x — cos? x) = sen? x — cos? х = segundo membro — (c.q.d.). 
e) Usando a técnica (I). Passo 1: o primeiro membro está definido des- 
de que cos x + О e sen x + 0; o segundo membro está definido para 
qualquer x real; logo, ambos os membros estão definidos em U. 
Passo 2: partindo do primeiro membro, temos: 


primeiro membro = (sec? x — 1)(cossec? x — 1) = 


gl a 
cos? x sen? x 


(A) (Aj. 
cos? x sen? x 
. sent x coste 


(cos х sen? x 
— segundo membro 





=1= 








(c.q.d.). 


f) A igualdade tg x cos x = cossec x sen? x é equivalente a 

tg x cos x — cossec x sen? x = 0. Demonstrando essa segunda igualdade, 
a primeira estará, automaticamente, demonstrada. Vamos demonstrar 
essa segunda igualdade usando a técnica (I). Passo 1: o primeiro mem- 
bro está definido desde que cos x # 0 e sen x 0: e o segundo está 
definido para todo x real; logo, ambos os membros estão definidos em 
U. Passo 2: partindo do primeiro membro, temos primeiro membro — 


Z lo es E 
= [gx cos x — cossec хеп? x = — 





1 2 
“posi — ——— "PEZ — 
sen x 


= sen x — sen x = 0 = segundo membro (c.q.d.). 
B.11 Não, pois a igualdade não se torna verdadeira para todo x, x € IR; 


por exemplo, sen ( . E) + 2sen T B.12U = {x ER |cosx #0). 





4 
В.13 cossec x = 4. e В.15а= 0. ВЛ6Е = secx- 1. 
в17с. В185= +, B.19 5 = fo, z JE, 
m EG 
Exercícios complementares 
5x = X. 5л 

Cic, С2с. C3$- (E. uc cas = 3' 73 |. 

=(4 3% Зл Im com E = 
css- [£. DE a: |, C6E=cosx. СЛК 2. 

п 37 $n 7x 

C8d. C9a С.105 = |=. бла т? i. C.11d. 
Capítulo 34 
Exercícios básicos 


влез гек тр кєл 


2 
ыз={сєк|х= X otkm oux- 
c) S= {xE R|x=r +k: 27, kE Z); 
os-benls- TE + or DE + Ё+ aed) 
e) 5 = (x ER |x= к: 2r, k € Ж); 


6 6 
»s-|-emis- 


E 2n, ken) 


Toga oux 59 rio ez) 


Nota. Um outro modo de apresentar esse conjunto solução é 


5={сєв|х= +5 + gemkez, 


e) S=(x€R|x= F + Ел oux= E +k-2r ou 
x= — +k- 2R hEZENS= [xER|x=T+ k: 2m, kE Z). 
В2а)5= [xER| E  k- 2n Aaa. кєл]; 


b)S= рев E + ke mese 27 к. 2m, kE z); 


əs=f en| ZE +k 2n «x4 Em кє 


d$-ixem| LE +. M<r< Toaenkez) 


eS-ixem| sT *k-2nx« T x t-am kez} 


B34) S= (sCR|s- кез [em E+ кед, 


3 











Bs sem|s- 27 + m tEZ)S= (else nez): 
e)S= sem|x- 2 + em kez} 

0S=(xER|x= F + mk Ez; 

9s=(*er|x= GF tkn oux= +5 +1002) 
ns-[.enis- F +kmkez 

B405=|reR| F kmxx« E timez} 


з= eani Trinca =. kn, rez} 
9з рек $tmexe JE + mez) 
вез ек| := EM rez) 

n6s- emis E kez} 
B7s=|ER|x= 2+ EE, rez). В.85=0. 
B9s=hER|r= E I. rez} 


Nota. Os pontos associados às raízes dessa equação dividem a circun- 
ferência trigonométrica em três partes iguais. 


Exercícios complementares 
Сла. C25- {x ER |x= k: 2m, k € Z). 
cas-frer| Borges E + к кед) 


С45= |х |х = Ат oux E + im tez) 


сарф) = [ense 5 + кед) 








С.6р( = (xER|x*kr,kEZ). C7b. C8d. C9d. 
Capitulo 35 
Exercícios básicos 

46-42... ME HZ NB — 6. 
Bip [C E аа) ==; 
gd go 02-343  в,1+26_ 

4 10 6 
Bde. B5b. Bób. B74) 1° membro = sen (3E +) - 
- Зп Зл _ = 
= sen —-cos x вех опас = —] cosx + (sen x) + 0= 


= —cosx = 2? membro  (c.q.d.); b) 1° membro = cos (—x) = 
= cos (0 — x) = соз 0 cos x + sen 0 sen x = 1* cos x + 0 · sen x = 
= cosx = 2? membro  (c.q.d.); с) 1° membro = sen (—x) = 


= sen (0 — х) = sen 0 cos х — sen x соз 0 = 0* cos x — (sen x) -1— 
— —senx — 2? membro (c.q.d.). 

B8S=|xER|x= T +052љке2). 

B9S=[rER|1= 2+ k- 2л oux ee 2n k€ Z). 


445 








B10 2- 3. вла - 35; $a В.12 45°. 


e pl sco >. 


p.13 RE 169" 25" 





B.162) + :b- 





B.17 а) 2a? — 1;b)8a*— 8a? + 1. В.18 22 . B.19I. Ambos os 


membros da igualdade estão definidos para todo x tal que sen x + cos x, 
isto é, para todo x € U; II. Partimos do primeiro membro: 
cos? x — sen? x 


primeiro membro = —— — — ——- —eosx= 
cos х — sen x 


= (cos x + sen x)(cUs-x—sen-x)- 
—eces-x— sen х_ 
= sen x = segundo membro (c.q.d.). B.20 I. Ambos os membros da 





— cosx = cosx + SENA — cosx = 


igualdade estão definidos para todo x € IR; II. partimos do primeiro mem- 


bro: primeiro membro = cos x * 2 sen x cos x — 2 sen x = 
= 2senxcos^x —2senx = 2 senx(l — sen? x) — 2 sen x = 
= 2 senx— 26епх — 2 вепх = —2 sem x = 


segundo membro (cqd) В215= t ER|x= = + kE 2 


sz5-[em|- E +kn ke) 


B235=[rER|x= $ + kn oux= + +n kez), 
взаз- рева E + 25 kez} B2s-S. В26а. 
B.27 a) 2 sen 3x cos x; b) 2 sen x cos 5x; c) 2 cos 5x cos 3x; 

d) —2 sen 2x sen 3x; e) 2 sen 15º cos 5º; f) 2 sen 145? cos 125º; 


g) —2 sen? 5º; h) 2 sen? Ju B.28 2 sen 40º cos 30º. 


В.29 —4o0s3xsen?x. B.304sen4xcosx. B.314cosxcosáxcos 2x. 


B32E=2cosx. B33E=cotgx. B34s=[reR[r= A eim 


4 





2 





= 4 = z —_® ү Km. 
q ‚кєл B35$-|x€R|x- kn oux 4 * 2^ 
ke). вз6з=[кєй|х= E + LE asi kez) 
Bars=[eR|x= E + HE usc E етке 
ine „лз Nm. ди ш р 
взвз= [0,®., п, 3, E, REC E = 
Exercícios complementares 
_ x4 us 7 P mU A E: 
C1E= =>. С2Е= 5° С.а) Dg: САА = 2. 


С.5с. С.62 + /5. СЛ а) Aproximadamente 14,56 m; b) aproxi- 
madamente 33,56 т. C.8 tg y. 
sen (90° + a) 


С.9 tg (90° + a) = “cos (90° Fa). (907 Fo) = 
= Sen 90º cosa + sen a cos 90° _ Icosatsena:0 _ 
cos 90º cos а — sen 90º sen о O cos а — 1 sen а 
=-5% . eotga (cqd). Cl0e Cle. C.12d, C.13b. 
sen a 
Cas 1. Cl54é—3a Сл6е. Cie. 


C485 = (o, Em =, 2), CA19b. С204 С21у = 1. 


C22d. C23b. CMajigp+teg= "2 + ag - 











соѕ р cos q 
— sen р соз q +sengcosp _ ѕеп(р+ д), 

cos p cos q cos р cos q ° 
Der ers ЖЕР а веш 
Jep teg cos p cos q 
. Sen р соѕ q —sengcosp _ sen (p — 4) 

соѕ:р COS q cos р cos q ` 
Сава) .—Snár p sen3r 


cos 3x cos x * cos 5х cos 2x * 
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Capítulo 36 


Exercícios básicos 


Bla) y 














9 уд 

















Im = [-3,3]; 
p=4. 











D=R; 
Im = [-5, -1]; 
p=. 





B2YmmER|[0<m< 2. B3Vmmem|-1«m« 1. 


3 3 
B.4a) y y 








h) y B5b=3em==2. В.6 Ут тЄЕ|2=т=3. B.7b. 
В.8а) 














- x, kn б 
р: -xemR|xs* e s кед, 
Im= [-4,—2]; Im = К; 
p=. x 
р= 3º 
b) 
D=(xElR|x+*+T+2km,kEZ); 
Im = IR; 
p=m. 
D=R; 
Im = [—3,7]; 
PET. 








D=|reR|x%* 5+ kn tez) 


Im = Ry; 
pm. 





D-|xeR|x* $5 im tez) 











a mo, km ; 
D=sER|s* 5 +5 ‚кєз 
Im=R;; 


zm. 
z 








Уу 








Exercícios complementares 


CA Ут, тє |0=т= i С.2 (a): У; (b): V; (c): V; (d): Е; (e): V. 











C4 Vm, m € iR | -4 =т= + Ce. 


С.6 





ela 











D=|xeR|x+ Z + vez); 


Capítulo 37 


Exercícios básicos 

Blr=4,5. B2x-2. Rôx=7 Bácsa= + 
B5D=5,7 cmed- 5/3 cm. B6x=6. B7x=64. 
В.8 а = 60°. B.9d. B.10a)7,5cm?; b) l4cm?. B.1122,5cm*. 
B.12 (15x — 9) cm. 

Exercícios complementares 


Cic C27m. C3e. C4 PL. 


эт: CSBF= 1542 kme 


AF = 2366 42] a C.6 a) F; b) V; c) V; d) V. 


C7A- ga 4 i) end 


Capítulo 38 


Exercícios básicos 
B.1 a) 2.800 dólares; b) 10.580 dólares; c) 7.730 dólares. 


B.2 a) 14 pontos; b) 90 pontos; c) 128 pontos. 


де | : ye: 2 HI 
A, 1 31.5 


B4A' = 


В.За)А = 


und ш 
ча л 


аА = В.5х=1еу= 4. 


чило 
о о t 
om 
(ouo 
as m 


B.6b. В.7е. B.8x=2. B9x=4. 


р 55. 
6 4 20 —5 2 
В.10а) | 8 40| 10 15 0 3 Дор 
2 10 30 10 2 
-2 4 
19" ato 
2 dos dê 4 4 8 
$|., 9 $9| 2 sre Y | 
2 eh 5 
32 6 


A S 0 5 
3 12 
r3 | Bol 6 24 e “hafs т 
= -4 3 -6 
1 18 
3 69 
шы d ha d) 
26 7 


3 3 
$ 7 
d) e) 
E E $ HM 
9 
Í 2 3 
) Н 
DE 6 4 


B.16 São iguais. Nota. A conclusão desse exercício pode ser generalizada 
da seguinte maneira: “Se A e B são matrizes tais que existe o produto AB, 


então (AB) = BA". B.17b. B.18X= ( H ) 


BI9X= 








Exercícios complementares 


Cib. C2a. C.3a) V;b) F; c) Е; d) V:e) V: f) E; в) У. 


i 3 
cap=[ TO | gs) i . Cóc. 
0 2600 71! 


сто [о | »[ 2 
о 0 2 


a C.8 a) F; b) V: c) F; d) V; 


e) V; f) V. 
C.9 Um exemplo possível é: , 
qw 2 0 T2 - G 1 
—— —— —— — 
A B A e 
спе. 





Exercícios básicos 
Вла. B.2c. B.3e. B.4a) SPD; b) SE c) SP d) 51. В.5 с. 


“B.6 a) SPD, S = {(2, 1, 3)}; b) SPI, S = (77 — 18z, 1 —3z, 2. z € R}; 





c) SPI, S = ( 1 »2)yeR| B.7e. Ba 


B.9 a) SPD, S = {(1, 1, 2)}; b) SI, S = Ø; 
ASPI, S= [(62— 5,3— zz) z ER}. B.10 a) SPD, 5 = {(3, —1,2)); 


b) SPI, S = (( - 5, -+, 2 ER) 8,5-0. 


В.П a) SI, S = Ø; b) SPD, 5 = [(-2, 2)); c) SPI, 
S=((y+3.y),y€R)]. B.12c. B.l3a. 
Exercícios complementares 


Слас. C2a=0. C3Va,a€lR,a*0. C.40,125kg. C.59. 
C.6 Indicando por V, A e B as quantias de cada pacote vermelho, azul e 
branco, respectivamente, temos o sistema: 


Ү+2А + 5В = 150.000 
А +3В = 70.000 me 
V = B+ 5.000 


V+24+5B = 150.000 —£» 
= 40V+A+3B = 70.000 ~ 
V+0A-B = 5000— 
У+2А +5В = 150.000 
—{ OV+A+3B = 70.000 х G- 
OV — 2А —6B = —145.000 =} 
V+2A+5B = 150.000 


25 OV+A+3B = 70.000 
OV + ОА + OB = – 5.000 





Como o sistema é impossível, conclui-se que o gerente mentiu em seu 
depoimento. 


C.7b. C.8c. 
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Capítulo 40 


Exercícios básicos 


B.1 a) 23; b) 3; c) —12; d) —5. B.2e. B.3d. B4e. 

B5m+4=SPD;m=4=>SL B.6m£ —1 = SPD; m= — 1 = SPI 
В.7 m + —2 > SPD; m = -2 > SPI. B.8m + 1ет + 2 = SPD; 
m= 1 > 51; m = 2 => 81. B9a)m + —8 = SPD, m = —8e 


ee E у=! 23 É 
Е = РІ, т Вел + 3 = SI, 

E 1 18 3 € Ee 
»s-[(-4- CEST )} В.10 aja + 55 ъа = ер = 0; 


а= i eb*0. Bile. B.12a= 05 SPD;a 0 SI. 


B.3m-1-SLm-*1-SPL B.14k= —9— SPD;k + -9 > SI. 
B.15b +4>SPL b=4ea=3=>SPLb=4ea+3>SI 
B.16 а) SPD; b) SPI. B.17Vm,mElRem%+4. В.18а = 1. 
В.19 k = 3 e k # —8 > SPD; k = 3 ou k = —8— SPI. В.20а. 


Exercícios complementares 


Сл а) Va, a E R e a + 4; b) S = {(3, 2a)}. C.2 а) Va, a ER; 
b)S= [(a--1,a—2)). C.3 Não existe m. 








С.4 A solução ge ( 2 E * = А + г) ER. Duas dessas so- 
5 7 4 2 9 E 

luções são E EE 9Js (5. 3 1) С.5а. C.6k= 5° 

С75 = {(7:, —3z,z),z ER}. C8k=40uk=-1. C9k=00u 


к= 2. C102) Ym, m € Rem * —3;b) S = ((32, —5 2), z EIR}. 


Capitulo 41 


Exercícios básicos 


B.1 a) 13; b) 10; c) 1; d) > B.2 a) —21; b) —38; c) 30; 


d)b(b—a)(a—c) В.35= {—3,3]. B.4d. B.5a)—14;b)O (zero). 
В.6 a) 12; b) 1; c) 1; d) 1. B7 a. Bi8 c. B9 detA = 8. 
1 


B.10 det B — 5° B.11b. B.12—9. B.130(zero). B.140 (zero). 


B.15 São opostos, isto é, detA = —det B. 

Nota. A conclusão desse exercício pode ser generalizada da seguinte 
maneira: “Permutando-se duas filas paralelas de uma matriz quadrada 
A obtém-se uma nova matriz B tal que detA = —det B”. 

B.16 São iguais, isto é, detA = det A". 

Nota. A conclusão dessa propriedade pode ser generalizada da seguinte 
maneira: “O determinante de uma matriz quadrada A é igual ao deter- 
minante da transposta de A". 

B.17 Apenas os itens (a) e (c) apresentam matrizes inversas entre si. 
B.18 Apenas os itens (a) e (b) apresentam matriz inversível. 


n|- 
o 


B.19Vx,xE€Rex*6. B20d. В.21А-!= 


B.22b. B.23detM"! = 96. 10 


Exercícios complementares 


m Se сла. C5-90 Ce. 


Cia. C2c. cas- |7, 6 


C7 b. C8 detB = -—. C. е. C.10d. C.11 detQ = 16. 
C.12c. C.13e. С.14с. C.15d. 


Capítulo 42 


Exercícios básicos 


Bic. B.2 6. B.3 d. B.4 e. B.5 a B.6 2401. B.7 840, 
B.85.880. B.9x = 40. В.10 40 divisores. B.11 n(A U B) = 351. 
B.12b. B.13n(B)— 15. В.14240. В.15 144. В.16Ь. B.1745. 
В.18 420. В.19 432. 


Exercícios complementares 


C.15.000placas. C.2b. C.332. C.475. С.536. C.6e. Ce. 
С.8 72. С.9 е. С10с. C.11 186. CiZe. C.13b. C.14 b. 
C.1557. C.l6c. С.17с. . 


Capítulo 43 


Exercícios básicos 

B.1 (а, Б), (b, a), (a. c), (c. a), (a, d). (d, a), (b, c), (c, b), (b. d), (d. b), 
(с, d), (а, с). B.2(2.4, 6). (2, 6, 4), (4, 2, б), (4, 6, 2), (6,2, 4), (6, 4, 2), 
(2, 4, 8), (2, 8, 4), (4, 2, 8). (4, 8, 2). (8, 2, 4), (8, 4, 2), (2. 6, 8), (2, 8, 6), 
(6,2, 8), (6, 8, 2), (8, 2, 6), (8, 6, 2). (4, 6, 8). (4, 8, 6), (6, 4, 8), (6, 8, 4), 
(8, 4, 6), (8, 6, 4). B.3 São arranjos simples os agrupamentos dos itens 
(b)e(d). B.4a)A,,, = 336; b) As, = 120; c) As, = 720. 

B.53)A,, = 12;b)A,3=60;0)A,,=4. B.6 Vn,n EN,n > 6. 
B27VnnC€lNnz4. B.86. B9c. В.10а. B.lle. 


B.12 a) 5.040; b) 12; c) 22; d) T B.13 a) E; b) F; c) У; d) V; e) F; 


DE VIDE. Bida) 120;b) =: o) 40d) me) rar 


Іа pes ТЗ РЕБ 
аў DR =D рр 
В.155= {1}. Bl6c. В.175 = (3). Bife B.19a. 

В.205 = {5}. В.215 = (8). B.22b. B232880. B.246. 
В.2536. B.26a)7! = 5.040; b) 6! = 720; c) 5! = 120; d) 4 + 6! = 2.880; 
e)3*61 = 2.160; 043-5! = 1.440; g) 4-61 3* 61 — 12-51 = 
= 3.600; h) 5! = 120; i) 3! - 51 = 720) 7! — 31:5!= 4320. B.27c. 
B.28b. B29 Р?? = 1260. B.30 Р = 60. B.311.260. 
В.32 РО) =60. В.33 P^" = 30. B34P,- Р? = 180. 


B35 PO) + pO? + Р22 = 2,100. B36 PP? = 180. В.37а)21; 
b)5;c)l;d)9. В.38102. В.395= (6). В.405= 0. В.41а) 36; 
b) 84. B.42 a. B.43 35. В.44 d. B45 a. В.46 а. B.47 b. 
B.48 20. 


9л 7n + 12; в) 





Exercícios complementares 


Сла. C.2c. C3a)V; b Е; с) У; d) V; e) F; 0 У; в) Е. C4d. 
C.5b. C.ón=6. C7a. C8e. C9c. С105= {2}. С.Па. 
C.12c. C.13360. С.14с. С.15а. C.16b. C.17120. C.18d. 
С.19 e. C.20 60. C.21 28. С.22 28. C.23 35. C24 2.025. 
С.25 16. C.26d. C.27e. С.28 63. C.2910. С.30е. Cle. 
С.32 150. C.33d. 


Capítulo 44 


Exercícios básicos 


210(7)=350(7)=35 
4 3 


n n! n n! 
LR = BÍ —. Note, por- 
У) т (at) e 


tanto, que números binomiais complementares são iguais. 

В.2 а) х6 + 65a + 15x*a? + 200º + 15xa* + бха + a5; 

b) 8x? + 36x? + 54x + 27; c) 16^ + 3213? + 24x?y* + 8хуб + y. 
В.З а) x5 — 5x'a + 10a? — 10x2a? + 5xa* — a5; 

b) 16 — 32x? + 24x* — 8х6 + x5; c) 8х!2 — 36x5y + SAx*y? — 27y*. 
B4x=2ey=1.B5x=3ey=1loux=2ey=4. 
B.6E=(2+3)'=5'=625. B.7 E= (2 + 1) = 35 = 243. 
B38E=(2-1)=1%=1. B.9b. В.10с. В.116. B.1228. 
B.13a. В.14е. B.15e. В.16 180. B.17 —448x". B.18c. 


Exercícios complementares 

Clax=70ux=2;b)x=2. C2(3-1— 1)? = 219 = 1.024. 
C3(1+1)=2%=256. C4d. C5b. C627. Cc. 
€.8—21.504. С.9 —20. 


dae z 
C.107= ( n Je» ar. T= ( H rte 


р 





22—3p 
длт=| Ho |zx ? . Fazendo ESA = 0, tem-se p = 28 
р 2 3 


11 


p 
não existe o termo independente de x. C.11a. C.12d. C.13160x*. 


Capitulo 45 


Como p € IN, segue-se que não existe ( ) Logo, 








Exercícios básicos 
Bic B22. вза B49l;w 904 L;0)1. Ва 
E ЄЛ s EUIS cu ds 
1 1 1 3 3 
вбе BIZ B8. BIG. BJOS. ВИ 5. 

35 2 16 3 4 
ва2 22. ваз 2. B1446. Вл5е. B164. BITS. 
B.18d. B.19a. B20e В21Ь. B22e. B.23 > B24c. 

Я Em а É, 
В25е. B26d. В27а) 350) 17: 0) my. В28а) 33: 
185. 3] 107. 1. 200 21 1 
Dai do В29а) 91:0) 57:91: 0- B3 
Bata (3) - Le $19-(2] - 3x вз2 1. B33d. 
T) 52° 2 16 36 i 
AR 
В34а) 73D) 37 B35d. 
Exercícios complementares 
1 
„За. E = 1227151950) — e 
Cle C2b Cda С4а)Сы,= 12.271.512 b) 7537 

1 | 7 4 n 

сз 000: CóDblDa C74. 087. C94. 


С.10а) 37%; 6) 29%, C.1117%. C.123%. САЗ 2. С.14 + 


1 
С.15 7 


C.16 a) Е = ((M, M, M), (M M, F), (МЕ, M), (Е, M, M), (Е, Е, М), 
(F, M, Р), (M, F, Р), (Е, Е, F)) 
А = ((М, M, Р), (М, F, М), (F, M, М), (F, Е, М), (F, M, Р), (M, F, F)) 


B = ((F, F, М), (Е, M, Р), (M, F, Р), (F, F, F)) 


b) Temos que: 
3 
кап Жз 
P(AIB) = P(B) 4 Tue 
8 
ES 
SUE 


Como P(A/B) = P(A), concluímos que A e B são independentes. 
so 
С.17е. С.18 (4) : Саз > С.20 с. С.21 50%. 


Capitulo 46 


Exercícios básicos 

В.Л а) V; b) У; c) F; d) F; e) V; f) V; g) V; h) F; i) V; j) Е; k) V; 1) F; 
m) Е; n) V; o) V; p) V; q) V; D) F; s) V; t) V; u) F; v) V; w) V; x) F; 
y)V;z) V. B.2b. B.3c. B.4a) AB e DE; b) 24 pares de arestas 
ortogonais. B.540*. B.630º. В.7а) 3/3 cm; b)3cm. B.880º. 








Exercícios complementares 
Cla C2c. C3c C4a C5e. C6443 m 
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Capítulo 47 


Exercícios básicos 


B.130. B.232. B.318. B420. B.510. B.66. B.733. В.812. 
B.921. В.10а. B.111.440º. B.125.760º. B.138. B.14a. 


Exercícios complementares 


С.Л Não, pois se fizermos V = A na relação de Euler V — A + F = 2, 

teremos F = 2, o que é absurdo (o menor número possível de faces de 

um poliedro é 4). 

Es 5 -А+Е = 2 
У= Е 

А = 2(V — 1). Como V — 1 é inteiro, temos que 2(V — 1) é par. Logo, 

Aé par (c.q.d.). 


VS ATV DEAN 


V=A+F=2 
С.З Não, pois deveríamos ter | 
V+FA+F=17 
V+F=A+2 15 
^ 4AT2217-A-2A7215 А = —. 
| ма "33 


Essa igualdade é absurda, pois o nümero de arestas deve ser natural e 
maiorque 5. C.4d. 

C.5 O poliedro possui 5 faces, e um poliedro que satisfaz as condições 
enunciadas é representado pelo desenho: 


NN U^ 


пъ < 
бл 
vo 


C.6b. C.7a. C.824. С.9 8 ângulos triédricos e 4 tetraédricos. 


C.10 Hexaedro regular (cubo). 
| 
EA 


C.11a) с) 
D 


Tetraedro Octaedro 
regular regular 
regular 





Hexaedro 
regular 


Dodecaedro 
regular 


Capitulo 48 


Exercícios básicos 
ВЛ a) 32 cm; b) 4,/3 cm?; c) 96 cm; d) 8(12 + /3) cm. 
B.2 а) 2 dm; b) 48 dm?; с) 12(4 + ,/3) dm. B.36cm. 


BA (/6 — 1) т, /6 me(./6 +1) т. B.534m. 
B.63cm,6cmel2cm. B.7c. B.840cm'. B.9400.000£. B.10c. 


B.116dm". B.12a) 6/3 cm; Б) 216cm?; c) 144 cm”; d) 216 cn. 
B.132,/2 cm?. B42cm^ B.15./3 m. B.16d. B.17d. 


B.1820cm?. B.19 1204/2 cm?. B.20300m'. B.2160. 


B.22 21а cm. B23d. В.24 8(6 + ./3) dm?. 


B.25 30,/3 cm?. 





B.26d. B.27b. 
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Ехегсісіоѕ complementares 


Cle. C2b. C3 mL сл SU cm. Сс. 





C.6b. C7c. C.8d. CSa)8dm;b)512€. C.10b. С.11а. 
C1232cm'. C.13 96./3 mi. С.14 а) 18; Б) 10 ст; 


с) 1084/3 em'. 


Capítulo 49 


Exercícios básicos 

В.1 25 ст. B.25cm. B.310cm. B.4 A6 cm. B. 5b. 

B.6 a) 3,/3 cm; b) 3 em; c) 364/3 cm?. 

1354/3. s 
2 

A,=384cn". B.9A, = 27 ст; A, = 9(3 + 3) cm?. 


B.10 ES dm. B.11120cm. B.12140cm". B.1332cm. 


SAS 
2 


874, = А, = 108,3 cm?. В.8 А, = 240 cm; 





B.14 cm?. В.15 120,3 тз. B.16A, = 8./3 cm?; 








cmP. В.17 a) 120 cm?; b) 5,76 cm?, с) 112,32 cm?. 


Exercícios complementares 





al? 


C160. С.2 8(9 + ./3) ст. 5 


C3a C4 Cs e, 


C.6b. C7b. C836/3 m. C9 x cm? 


C.10 2/6 cm*. C12 18,/2 стг. 


Слз X ст?, C.14 42 cm’. 


Capítulo 50 


Exercícios básicos 


ВЛА, = 601 m^eA, = 781 m^. B22m. B35cm. 

B.4 A; = 4001 cm e A, = 6007 cm?. B.5 32r dm, 
B.6128z cm. B.7d. В.8 а) Na embalagem A; 
b)aembalagem B. B.9a. B.l0d. B.lia. B.1245z cm’. 


С.11 16,/6 cm?. 


Exercícios complementares 
СЛ A, = 251? ст? e A, = 25л(л + 2) ст. С.2 А, = 1007 m? e 


40 


А,= 1507 m. СЗ i са Lom. С5с. Cóc Сла 


C.8a. С.9а. C.10D b); II) c. 


Capítulo 51 


Exercícios básicos 


BA 543 cm. B. us cm. 





B.3 45°. В.4 a) 657 cm; 


10x 

13 
В.62,/3 cm. B.73(4— /2) cm. B875tem', В.9 1575/2 т. 
В.10 127 dm*. В.11 247 dn. B.12 а) 12.0007 стз; b) 307 cm? 
c)400tulipas. B.13105zcm?. В.14с. В.15 53/4 cm. 


b) 90x cm?; c) 





rad. B.5a) 187 сп; b) 271 cm”; c) 180º. 


Exercícios complementares 


nr? 


Cic. C2d. C3a. C4384xcm* C.5 3 


Све. C.7d, 





Capitulo 52 











Exercícios básicos 

Bigcm B2e В3 361 cm. B4 m. em. B5a 
B.6 367 cm”. B7 473/4 cm. B8 E mi. B9 48,8 mt. 
B.10b. Blly- EC eA-3nR. В12с. B.13 =— mê. 
B.14 “E cm. BlS2rcm* B.16 + mê. B.178cm. 
B.18216cm". В1975лсш®. B.20 E m. В.21с. B22a. 
pos 6257 om. 





4 


Exercícios complementares 


C.1 2 cm ou 14 em. С.2 a) = cm?; b)99g. C3a. С.4с. 


C.536galóes. C.6e. C.7d. С.83(1 + /2)cm. Ca. 
C.1036n cm”. Cle. 


Capítulo 53 


Exercícios básicos 


B.la)5;b) 10;c) 2/5; d) 1376) 55D JZ. B2a) 6/2 +2./10; 
b) Basta mostrar que o quadrado da medida do maior lado é igual à 
soma dos quadrados das medidas dos outros dois lados. (Teorema de 
Pitágoras) B.3 Há dois pontos possíveis: P(0, 3) e P'(0, —13). 


B.4 Há dois pontos possíveis: P(4, 0) e P'(—20, 0). В.5 (E. o). 


вва вла) MG 8: b) Md, —3у; с) M +) а MG, 5; 
Y de 
a 

B.9 C(6, 9) e D(3,8). B.10c. 


e) MQ, —2); f) м( ) B.8 a) A(—7, —6); b) A'(6, 4). 


Exercícios complementares 

Cia C2d. C3x=00ux= 1: CA Há dois pontos possíveis: 
с(1+ 43,14 43) ec(1— 43, 1— 43). Са. Ce. 
C.7(0,7)e (4,7). С.82(18 + /82). C9442. 


Capítulo 54 


Exercícios básicos 
B.l a) inclinação а = 45º; coeficiente angular m = 1; b) inclinação 
a = 60º; coeficiente angular m = 4/3; c) inclinação а = 90º; não 
existe coeficiente angular; d) inclinação а = 0º, coeficiente angular m = 0. 
3 
z 


" 


B.2a)m = 4; b) m = —3; с) m ; d) m = 0; e) nào existe; 


+ ; i)m = 0; j) não existe. 


B.3b. В.4а=3. В.5а) São colineares; b) são colineares; с) são co- 
lineares; d) não são colineares; е) são colineares; f) são colineares; 
g) são colineares: h) não são colineares. В.б с. 

B.7 a) 3x + y — 10 = 0; b) 2x — y + 8 = 0; c) x + 2y – 4 = 0; 

d) бх + 15у — 19 = 0; e) 4x + y+ 1 = 0; f) бх — 2y + 7 = 0; 
g)3x+ y +3 = 0; Һ) бх у= 0. В.8с. 

B9a)x-y-2=0;b) 3x +3у-6- /3 =0; 


с) (Зх +у+1= 0; х+у-3= 0;е) /3x —y=0. B.10e. 





Зас Ex 2 E 
Dm--:gm zi Um 


B.11a)y=5;b)x=5. Bl2a)x—y+5=0;b)2x+y— 10—0; 
c)3x — y + 21 = 0; d) 5х + 2y — 17 = 0. B.13a. B.14 Há dois 
pontos possíveis: P(4, 4) е P'(—4, —4). В.15 Há dois pontos possí- 
veis: P(4, —4)e P(7.—7). Bl6x—2y+4=0. B.17a)x-6=0; 
b)y-6-70. 

B.18 a) 


y 





b) 





c) y^ 





B.19D = =7.D #0 = re s são concorrentes. Resolvendo 





Sed 
2 1 





o sistema formado pelas equações de r e s, obtemos r N s = ((1, 1)). 
B20 Va aERea+6. B2rMs= ((-3,4)). 


B.22r N s = {(—1,—1)}. s230, +) B24d. B.25 d. 


B.26 (—5, 3) e (2, —4). B.27 a) y — 4 = m(x —2), m € IR, oux = 2; 
b)x — y + 2 = 0; c) nenhuma; d) y = 4; e) x = 2; f) 4x + y — 12 = 0. 


Exercícios complementares 


CA /3x -3y— 5/3 =0. C.2 Há duas possibilidades: P(3, 3) e 
Q(7, 0) ou P(-3, —3) e Q(1, 0). C.3a. C4d. CSa C6 b. 


С.7е. С.Ва)у = mx — 2m, Vm, m € IR, oux = 2;b) y = Sê, -5 


2 
0 

ouy= 2 +5. 

Capítulo 55 

Exercícios básicos 

ВЛ a) y = -8r + 360 8x + y=36=0,b)y= IE +30 


3x-2y+6=0;c)y= dx + le4dx+y-1=0dy=xe 
x—y=0. B.2 a) Coeficiente angular т = 3 e coeficiente linear 
3 


э ew ER с)т= —4eq = 0. 


В.За)т=3ед = —6:b)m-— — 


2 
2 $ 
* ; с) não existe m e nào 


ma 


eg= 
existe q. B.4 a) Paralelas distintas; b) paralelas coincidentes; c) con- 
correntes; d) paralelas distintas; e) concorrentes. B5 а = >. 


В.6 Va,a€lRea + E 


g- Bia) a = 0; b) paralelas distintas. 


BSNioexitea. B.9Va,aERea+ — 
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Bl0x—y+4=0. В.11а)3х+у=0;Ь)2х+у— 
€x—y-3-0. B.J2a. Bl3y=3r+1. Blda)x+2y— 


b) 5х + у — 44 = 0;с)3х+4у—9=0. Bl5a)y= LL + 


d 
7 юл 


уу=хду= 4 -3. Bl6x-y-1=0. В.17с. 


B.18 a) P'(—2, 14); b) P'(1, 12). B.19 a) 3x —y +17 = 0; 
b)2r—-y —6—0. B.20d. 


Exercícios complementares 


C1y-2x—4. C24x y - 30 = 0. C3e. С4а. C5a 
C.6a)x— y + 1 =0;b)y= —x + 5;с) Р(2,3). C7a. C.8(-3,—7). 
С.9е. С.10а = 6. 
cai 








Capítulo 56 


Exercícios básicos 


1345 
5 





ВЛ a) 3; b) 2; c) 





; d)3;e)3. B.2a) 1; b) E B.3 d. В.2 а) 


B442. B5(-5,0)e E. o) B.6 (0, —6) e (0, —8). В.7 а. 


B.8c. B.96. B.1038,5. B.11 a) São colineares; b) não são coline- 
ares; c) são colineares; d) não são colineares. В.12 Sim, pois o deter- 


do cc d 
minante 2 1 1l|éigualazero. B.13 p = 9 ou p = 1. 
a = 1 


В.14 Уу, yERey%8. B15a)3:—2y—5—0;b)x 2 = 0; 
с)х +2 = 0. 





Exercícios complementares 
Cla C.2d. Ce. C.4 Há dois pontos possíveis: 


Tia Sa cg = =: 
7^ 50.) eras. cs 10" C.6a = 2 опа 2. 
С.7 с. С.8е. C.9 Basta mostrar que o determinante 

1 4 1 
a—1 3a-2 1 | éigualazero para todo a, a € IR. 


0 1 1 


Capitulo 57 


Exercícios básicos 
Bla) 






B3e. 
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Exercícios complementares B.3 (г) 3x + 4y + 14 = бе (s) Зх + 4y — 16 = 0. 

C.le. С.2а) В.4(0х-у+ 42 =0e(9)x—y— 2 =0. В.52,/5. B.6d. 
B7a B.8a) s ПА = (6. 0), (5, D] Буз NA= (C1 0]: 
9sNA=B:4)SNMA - (0,3, (-5- -2). 
B.9 Ox N à = ((-1,0),(7,0)). B10 0y NA=Ø. Bale. 

B.12 a) A e B são os pontos (4, —2), e (—4, 2), e o centro da circun- 


ferênciaé C(—1, —2); b) 10. B.13 /2. В.14е. 





Exercícios complementares 
Cid C2a. C3c C4d. C5e. Cód C7c. 


Capítulo 60 


Exercícios básicos 
BAgF-2c-6e- 3 e2b =8;b)F,F,=2c= 10, LE e 
2b -24, B2a) 9) E Pu 

(х + 6)? m (Ede uL NR us 
vso ки; 6 “Ог ш: 





С.41) a; HI) d. 


Capítulo 58 


Exercícios básicos 
ВЛ а) (х — 4? + (y— Ursa 2} =7; 
с) (х + 42 + (у – 1) = oe J +b- +) =, 


e os 


o (+++) += = 2; += B2a)C(G, eR = 5; 


5 


b) C(-5,0)eR = 4/3; c) d+. )en- 5:0 c0, 5n - 4; 











E 
е) C(0, ек = 42; f)C(0,0) e R72. B3Q--4y + (y - 2) —29. 
ВА (е 3P + 0-39 = 9. B5k» 5. B6Qk« ds © 7 
ук 55 ok» i B7c. В.8 с. В.9 а) Cl, C2eR = 3; 2 
5) C-3,0eR- /3: 9 C8, DeR- J10; (37, + )eR=1; 
1 1 sa ri 

JOS, DeR=2:D C0, DeR= 46; g) d+. -1)er= i 

-2 
B.10 a) C(-1, 4) e R = 3; b) CO, 33e R = 4/5; с) d-i. 1)e 
R = 0) CS, 10) e R = 2; e) C(6, 0) e R = 6:) d+ 1Jer= 1. Bác 
В. х2 + (у – 20 = 25. B.12(x— 3% + (у – 3) = 13. 
В.13(х— D? + (у – 12 = 5. B.14+y?—6x—2y=0. В.15е. 
В.16 e. 
Ехегсісіоѕ complementares 
Cic С2 к= 6. С3 18. С4с. C5b Сбу= XEL 
C7d С8а. С.9е. С10а Clla 
Capitulo 59 
Exercícios básicos 
B.1 a) s é tangente a À: b) s é exterior a A; c) s é secante a À: d) sé tan- zx 





gente a №; e) s é secante a À; f) s é exteriora à. Ba. 
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B5a)2c=10,e= Š, = 8:b)2e=12e= É =6,2b = 2/35. 
ES GAP <A азу 
Be 12 eem 3 E 
IS IT Ontáy ap k! 
Soo зае Oa m cu 
В.7 а) y^ 




















В.8е. B9a)p=5;b)p=2:c)p=2d)p=6. В.10а)(х—5)°= 
-30-490-29- -e(s- 3) д +з = 66 x 
dy=8 0 = 4; 9 0 – 3*3 = —4x — 1). 
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В.П а) 


У 





B.12 a) V1, 2), p = 6, F(4,2)er:x + 2 = 0; 
b) (1, 2), р =2,F(-1,3) er:y—1=0; 
с) VA, 0), р = 4, FQ, -2)er:y—2=0; 


= = xu dan E 
ova, FL, ajerx+ E =. 
Exercícios complementares 


C.1 a) CQ, —5), 2а = 10, 2b = 6, 2с = 8, F¡ (2, —5), F(6, —5) е 
e= i b) CG, -D,2a =6,2b =4,20=24/5, РЗ, —1-— 4/3), 


J5 


F(3,-1+ J5) ee= 5 


; 0) 0(0,0), 2a = 243, 2b = 24/2, 





2с = 2, F(0, —1), FXO, 1)ee = in С2е= = 





mE REO MED _ 
сзе= 22. ca A a, 
C.5 a) C(5, 2), 2а = 8, 2b = 6,2c = 10, F(0,2), F(10,2) ee = i 
5) CQ.5) 227 245, 2b — 4,26 60,2) Бу2,8уее = 5, 





€) C(0,0),2a —2,2b = 24/5, 2с = 246 , F(—4 6, 5), Е,(5/6, 5) 


cod, Cis UE cs E - = CIb: 


С.10 (4,8)e (1,3). C.Hd. CJ12a. C.13c. 


Capítulo 61 


Exercícios básicos 


Blx+y-3=0. B.22x-1=0. B3e. B40LG.éaretade 
equaciox — 1—0. B.53 +3 —8x—8y+8=0. B.6OLG. 
é o par de retas r: 4х + 3y — 42 = 0e t: 4x + 3x + 18 = 0. 

y^ 











B.7 O L.G. é o par de retas t: 2y - 3 = 0 e u: 6x + 1 = 0. 
В.8 322 + 4y + бх — 8у – 5 = 0. 


Exercícios complementares 

Сал (1? — 4x) = O° — 8y) = 12 > (2 — 4x + 4) - O° — 8y + 16) = 
=12+4-16.,(x— 2) — (y – 4? =0. 

Fatorando o primeiro membro, temos: 

(0-2 +у—4)(:-2-у+ 4) = 0-х +у-– 6 = 0ох-у+2 = 0. 
Concluímos, então, que о L.G. é o par de retas r: x + y — 6 = 0e 


$x—yt*2-0. C.20L.G. éo par de retas r: 2х + y — 8 = Ое 


s:2x+y+4=0. 








C.3 0 L.G. é а circunferência de centro C(0, 1)eraio3. C4d. C.5c. 


ces = 6 = i) 


Exercícios básicos 
B.le. B2a B3a)x=5ey=3;b)x=3ey=5oux=-3e 
у=17;с)ух=1еу=3. B4a)4+ 8i; b) 13 + 7i; c) 12 + di; 
d)3 — 2i; e) 16; f) 12i; g) —4 + 65) 21 — 3i. B5a)x=2ey=3; 
b)x—-ley-4. B.6 a) 181; b) 30 — 42i; c) 21 + 15i; d) 61 — 41i; 
e)38; f) 74. B.7 b. B.8 d. B92a)z —2 + 5i; b) z = 0 + 0i 
= : 10 Hi. fes EE 10i. 
c)z=0+ Oi. В.10 а) 17 tT $ B) 2856) 3 a ; 
xb q зау AL s JE e 1) LS BE. 
9p “miar Eae cag == 


pi äi 3i yj 


EON TM CH Pa 
Ey ws 13° 


2 H 
Bllb. B.12a) 7 E 
3 ds] 1 Еее. 
ab S uu BN ON И 
B.14 a) — 1; b)—i; c) 1; d) —i;e) —i. B.152)8 + 6i; b) —21 — 20i. 
B.lóc. В17.а. 


B.13 e. 


Exercícios complementares 


С1х= 5. C2b C3a= +. C.4 Náo existe x. C.5 d. 


С.6х= 1. Слх= +. C8Vxx&lRe-l«x«1. С.9 лего. 


Capítulo 63 


Exercícios básicos 
B1 
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B.3 O LG. é a circunferéncia de centro (0, 0) e raio 3. 


Im 





Bb. B5a)|a|- 10:5) |z] = 5; 0) la| =2; 0) || =4; 0) zd = 6; 
Sla = 3; 8) lal = 42; = 13 1) [zo] = lad = 9. Be. 


вла) б; 0) 25:0) 2; d)9:e) 3355 D 16; 8) /2. 





TE 
B.8 a) 0º (0); b) ES 3» ) c) 180* (1); d) ES 2 ) 


In 





Ba) DE 7E + ¡9 E, B.10 a) 140º; b) 40º; c) 320º. 
Bllp= 2ep=120(9= ZE); Ыр JI eecas(o- E). 
с)р= 3/2 еф= ase = 5) 

фр =4ее = 330, = ил ) 9»-2ee- 135(ф= ŽE); 
r 3) 

B.12a) z; = 2(cos 210? + isen 210º) ou z, = cos TE. +isen =), 


b)z = 4/2 (cos 315º + i sen 315º) ou 


ъ= 42 [cos US ip 


4 =), с) 2; = 3(cos 90º + i sen 90º) ou 


= а= (oos LA isen — =) d) z, = 2(cos 180° + i sen 180?) ou 


2 
д = 2(соѕ л + i sen л); 


e)z, = 243 (cos 150º + i sen 150º) ou 

ъ= 243 cos E + ¡sen 2+), f) ze = 4(cos 270º + i sen 270º) 
ou z = A (cos E + isen 3) 8) y = 2(соѕ 0° + i sen 0º) ou 
2; = 2(соѕ 0 + i sen 0); h) zz = 5/2 (cos 45° + i sen 45º) ou 

ъ= 5.2 [cos = + ¡sen z) Bl33)z = 1+ i43; 


Da=-404=4/3 t45d)u- 542 — 5/2; 
е) —5. В.14а. Bl5c. B.l6n=3. B.17n=4. 


B.18 a) zz; = 6(cos E + ¡sen =) = -3/3 +3i 


6 6 
b) 2125 = 12(cos EJ +isen z) = 12i; 


с) (a? = 16(cos E + ¡sen A) =-8+ 843i; 


d) zz, = $ (cos n+ i sen n) = —8;e) á = 9(cos EH +isen ES - 
= = + == 0 >> . р 2 = 8(соз 2л + i sen 27) = 8; 
с 2а + ¡sen T) = -12/3 – 12i. 
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Bag) Ж a = À + 5/3, 
Z2 2 2 

b) E = 15(60530* + isen 30) = 1553. + 151, 
1з 2 2 
Z c Leg soriano LE e 
c) "x 3 (cos 30º + i sen 30º) 6 АН 6+ 


d) = = 3[cos (—30°) + i sen (—30º)] = 3(cos 330º + i sen 330º) = 
3 





= 343 3i 
2 2 1 
B.20 
B21 = —81. B.22 a) 512 — 512/3 i; b) -5 + 2 


c)16+ 165d)i. B.23c. B.24n=2. B.25 1; 
B.26 Devemos mostrar que wº = z. A forma trigonométrica do número 


wéw= 42 cos ES 
Logo, 


м5 = E cos E +isen SE) = JE- - 18 


4 2 
= (“= HE) 4-а. 


Como и = z, concluímos que w é uma das raízes quintas de z. 


== 


5 т 
* E ll 
isen E) 


AU а Ву ui PEU 
BTE COEM So = ho 2 
+ tS B28a B292)$— (3-53 — i); 
9514212 05=(-4 xz X. -4 - E); 


d) S= {4+i,4-— i}. 


Exercícios complementares 


сла. C2e. C.3d. C.4e. C.5A representação geométrica é a 
reunião do conjunto {(0, 0)} com o conjunto dos pontos da circunferên- 
cia que tem centro na origem e raio unitário: 








Саур =32ep=90(p = z} dp= 4/2 eo - As (o- 2) 


C7b. C.8a) —/3 +ie-2:b) 2/3. C9b. 


C.105 — i An. 


3 Cha. С12е. C.13d. 


C.14 Substituindo z por cos 48° + į sen 48º, temos: 

(cos 48º + i sen 48º)!º + (cos 48° + isen48º + 1 = 
= cos 480º + i sen 480º + cos 240° + i sen 240° + 1 = 
= cos 120º + i sen 120° + cos 240° + ¡sen 240º + 1 = 


E HU 1 La 
2 2 2 2 


Logo, cos 48º + i sen 48º é raiz da equação z!^ + 25 + 1 = 0. 
С.15с. C.16d. С.17а. 





+1=0. 


Capítulo 64 


Exercícios básicos 

B.le. B.2a)3;b)2:c) 0; d) пао se define. В.З + Зек + —3. 
B4m=20um=-—2. B.5k=-—1. B.6a)47;b)2;c)1;d)—1 — i. 
B.7m=2en=1. B8a=-5,b=3ec=2. 

B.9 a) б? + бл? + 2х — 1; b) 66 — 222 — 8x + 1; с) 248 + &? — 12x; 
d) 361° + 37° — 19x + 2; e) 81x? — 36x + 4; f) 128 — &? — 21x + 3; 
g) 54х* + бх? —27 + 1lx — 1. B.l0a—3eb ——1. ВЛ с. 
BIZ ӘР. Q) = ll. B13 a) Qi) = 36 + W + x Зе 
R(x) = 2x + 6; b) О(х) = 2:2 + 8 e R(x) = —27х2 + 28x — 14; с) 
Qu)- x + +x+1eR() = 0; d OW) = 4x + 19e 
R(x) = 78x + 29 + бх — 22; e) О(х) = 3х3 — 2 — 3x + 2e 
R(x) = 8х? + 6x + 8; Р) О(х) = х* — 2+ 2—х+ 1е (х) = 0. 


В.14 Р(х) = 25 — 24% + 20 —32—х+6. В154. B6c. 





В.17 а) raízes 1 e + b) raízes i e —i; c) raízes 3, —3, i e —i; 
d) raízes 0, 2 е 3; e) raízes —1 + ie —1 —i;f)raízes4e3. B.18d. 


Bl9a= > eb=5. B2a=3,b=lec=4. 


Exercícios complementares 


Cla C2a=1,b=0ec=1. C3e. С4а C5b. Ca 
С.7а. С.8с. 


Capitulo 65 


Exercícios básicos 

uS 
2 
e€)P(0-—-—2. B2e. В3т=10. В.4а. В.5 Р(х) 22x — 3x 1. 
В.6 Р(х) = 302 – 2х – 1. В.7а. В.8е. B9 Vn,n €IN*. 

B.10 а) Q(x) = 68 + 1122 + 25x + 51 е R(x) = 100; 

b) Q(x) = 222 — 28 + 322 — ЗхеК(х) = 1; с) О(х) =5 + 17x + 50 


de E ES a E x 7 == 03. 
e R(x) = 153; d) О) = 2 * 4 + $ еК(х) = 16: 


е)О(хж=х#+х#+ 5+ %+х+1еЮ(х)=0. 
BI Р(х) = (x— 1)(х*+ X t 2+ х+ 1). 


B.1 a) P(2) = 33; b) Р(—1) = 0; c) el ) = + d) P(-1) = —2; 





В.12 Р(х) == (x + 1)G65 — 35 cx! — 9-33 — x 1). 











T ш Ж AA mos EL 
B.13 a) O(x) = 3 + 3 3 3 ERG) =2; 
A 
b) О(х) = + 2 + 4 eR()= 4^ 
c) QG) = —5 — 2:6 — 48 — 8? — 16x — 32 e RG) = 63; 
а Об) = + 2 + E + = e R() =44; 


е) О(х) = 166 — 822 + 4х2 —xeRQ) = –1; 
= оа dL = 
f) Об) = —2? 2 eR(x)= PE 
B.14 =з? E = L =y 
y 010) = 36 + 4x — p еВ) = 5. B.15 a) HS) = Цц 
ur e ауры КЕШЕ 
»e(-7)=-s92(4) UE) 


e) P(0) = —3. В.16Р(х) = 92 + 3х +1. Bl7a= A 


B.18a =3eb = —11. 
B21a- —9eb = —1. 


B.19c. B20a- —3eb = —4. 


Exercícios complementares 
C.la=20ua=3. C2d. C3b. C4e. Ca. 
C.6 a) Dividindo х? — а? por x — a, temos: 


a 1 0 0 = 


1 a 





Pela propriedade fundamental da divisão, concluímos: 


as = 
s c RD E 


0 Prato 


b) Dividindo x? + а? por x + a, obtemos 


—a | 1 0 0 a 
1 —a а? 0 
| 





Pela propriedade fundamental da divisão, concluímos: 


3 
+alx+a 
NS =з + @ = (х + а)(®— ах + a) 


О w—daecta 


2551 


C7a=6eb=3. C8a=-2eb=1, С.9а= EVE 


C.10 R(x) = 10x — 13. 


Capítulo 66 


Exercícios básicos 


B1 a) S = {5, —2, —1}; b) S = {= 





f iki 1-43i 
B25=(1, O I 
в3а)5= (2,3, 3, 5); p)s=(-1,4,0, + j 
= 2 E 
B4a) PG) = 36 — i = 2) b) Р(х) = x(x — 3)(x — 1); 


с) Р(х) = (х — 1)(х + 1)(х — 4). В.5е. 
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B.6 Р(х) = 3(x — 1x — 20x — sí = i) 


ВвЛТ(х + 1)(х — 1)(х — 2)(х + 29 =0. B.8c. B.9Asoutras raízes 
são +i. Logo, o conjunto solução da equação é 5 = (—1, i, —i). 
B.i0e. B.11 a) basta mostrar que o polinômio 

Р(х) = х6 — 1025 + 253 +22 — 10x + 25 é divisível por (x — 5)? e não 
é divisível por (x — 5); b) basta mostrar que o polinômio 

Р(х) =x — 6 + 11 — 222 — 12x + 8 é divisível por (x —2)' e não 
é divisível por (x — 2). B.12 a) grau 5; b) grau 7; c) grau 10; 
а) grau 13. B.13a)4(x—3) — 2— i)x — 2 + (x — 2i) (x + 2i) = 0; 
b) (x + 6i)(x — 6x —3i)(x + 3)(x — 1 — 0x — 1+0 = 0; 

с) 6(х — 4x *-2)x — HE + Da- 1+ 00 -1-0 = 0; 
d)(x—4)x—3)x—i)(x-i-0. В.145 = (31, —3i,1}. Bl5a. 


B.16 a) suas raízes racionais são —1 e + 


b) sua única raiz racional é 2; c) suas raízes racionais sáo —1 e > 
211957 (1,221239 57 [DS УТ Di) 


im 1—45, В.18 а) 35, b) E, 


с)5 = fo. 1, 2 


c) 


b= 2ac . b? — 2ас 


9-2; a EQ y P6, вауу т: 
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з, BEIGE. „ 3 446. dim 
cR dp POR таа B.19 a) x B 


d) 6; e) —3; f) 20; g)30. В.21а)0; Б) 1;с) 1; d) 1;e) —2; 0 1; g) 1. 


В.22с. В.23е. B.24d. 
ntrtn+tr=o 
Tira + гүїз € fira Pata Tara F Tata = 3 


B.25 


Kifafa + ryrarg Түгү + Parar, = 1 

гугу = 0. 
B265=(./2, —42, /3). В.275 = (10,20, 30). 
Exercícios complementares 
Cla. C2c C3a=leb=-12. C4S=(3,1). Ca. 


Cóaa=-3b)S=(1,2,i,-i). C.7S=(3,1+3i, 1 — 3i}. 


C8b=-lec=1. C9S=(1,2,i,-i). 


C.10 A área do retângulo é 2 em? е o perímetro é -2 em. 


C.11 A área total do paralelepípedo é = cm? eo volume é — Lem. 
Ci2b=0,c=-3ed=2;0ub=3,c=0ed=-4. C134. 
С145= (42, —42,10). C.155= (6, 12, 4). 


ca6s= (a i) C174. Cisc C19d. 


An E 
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